
 ،a می پردازیم که حد صورت و حد مخرج کسر در نقطه f 
g

در این بخش، به محاسبه حد توابعی مانند
هر دو برابر صفر است.در این گونه موارد، نمی توانیم از قضیه حد خارج قسمت استفاده کنیم، بنابراین سعی 
می کنیم با تجزیهٔ صورت و مخرج کسر به عامل های مناسب، کسر را ساده نماییم.برای این امر از اتحادهای 

جبری و مثلثاتی استفاده می کنیم.1

lim را بیابید.
→

−
−x

x
x

2

3

9
3

 مثال:  مقدار 
، پس نمی توانیم از قضیه حد خارج قسمت استفاده کنیم. در  lim ( )

→
− =

x
x

3
3  حل:  با توجه به اینکه 0

00 حاصل می شود. در این گونه موارد، سعی می کنیم کسر را ساده کرده و   عبارت 
lim ( )

lim( )
→

→

−

−
x

x

x

x

2

3

3

9

3
واقع از 

سپس حد را محاسبه نماییم: 

( )
lim lim
→ →

−− =−x x

xx
x

2

3 3

39
3

( )
( )

+
−

x

x

3

3
lim ( )
→

= + =
x

x
3

3 6

1. در این کتاب، حد کسرهایی مورد بررسی قرار می گیرند که صورت و مخرج آنها چند جمله ای های حداکثر از درجه 2 و عبارات رادیکالی به صورت 
ax باشند. همچنین، در عبارات شامل توابع مثلثاتی، توان تابع سینوس و کسینوس حداکثر 2 و کمان آنها به صورت x  +b یا 2x  +b خواهند  b+

بود.

کاردرکلاس 

 مقدار حد زیر را بیابید.
 lim
x

x x
x→

− +
−

2

22

4 4

4
                                     

4 محاسبه حد توابع کسری )حالت       (
درس

0 0
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 مقدار حد زیر را بیابید.

lim
x

x
x→

−
− −

2

3

9
3 5 2

 مثال:

1) cos cos coslim lim cosx x

x x x
x x x→ →

− − + = × + 0 0

1 1 1
1

 
cos sinlim lim( cos ) ( cos )x x

x x
x x x x→ →

−= =+ +

2 2

0 0

1
1 1  

 
sin sinlim lim cos→ →

= = × =+0 0
1 0 0

1x x

x x
x x  

2) cos sin cos sinlim limcos cos sinx x

x x x x
x x xπ π→ →

− −=
−2 2

4 4
2

(cos sin )
lim
x

x x
π→

−
=

4
(cos sin )x x− (cos sin ) cos sinx x

= =π π+ +

1 2
2

4 4     

lim را بیابید.
x

x
x→

+ −
−1

8 3
1

 مثال: مقدار 

x وجود دارد.  + −8 3  حل: حد صورت و مخرج کسر در x   =1، برابر صفر می شود و در صورت کسر عبارت گنگ 
در این گونه موارد صورت و مخرج کسر را در یک عبارت مناسب ضرب می کنیم تا این عبارت گنگ، به عبارتی گویا تبدیل شود.

x ضرب می کنیم. + +8 3 در این مثال، صورت و مخرج کسر را در عبارت 

lim lim
x x

x x x
x x x→ →

 + − + − + += × − − + + 1 1

8 3 8 3 8 3
1 1 8 3

 

( )
( )

( )
lim

( )x

x

x x→

+ −
=

− + +

2 2

1

8 3

1 8 3  

 

( )
lim
x

x

→

−
=

1

1

( )x −1 ( )x
= =

+ + + +
1 1

68 3 1 8 3  

کاردرکلاس 
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مقدار حد زیر را بیابید.

 
sinlim

x

x
x+→0

2
3

را بیابید.
 
lim
x

x
x→

+ −
0

1 1  مثال: مقدار 

t. پس اگر x به صفر نزدیک شود، t به 1 نزدیک می شود و داریم x  =t2-1 و بنابراین، x= +1  حل: قرار می دهیم: 

( )
lim lim lim
x t t

tx t
x t→ → →

−+ − −= =
−20 1 1

11 1 1

1 ( )t −1 ( )t
=

+
1
21

در مثال فوق، با تغییر متغیر مناسب، حد موردنظر را به یک حد ساده تر تبدیل کردیم و سپس حد جدید را محاسبه نمودیم. 

lim را بیابید.
cosx

x
xπ→

− π

2

2  مثال: مقدار 

.x t
π= +
2

π نزدیک شود، t به صفر نزدیک می شود و داریم 
2

t. پس اگر x به  x
π= −
2

 حل:  قرار می دهیم: 
پس،

( )
lim lim lim lim

cos sin sincos( )t t tx

tx t t
x t tt

π → → →→

π+ − π− π = = = − = − × = −π −+0 0 0
2

22 22 2 2 1 2

2

مقدار حد زیر را بیابید.

sinlim
x

x
xπ→

−
− π

4

2 1

4

کاردرکلاس 
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3 مقدار حدهای زیر را بیابید.      

sinlim  )الف
cosπ→

−

x

x
x

2

1 )ب 
cos( )

lim
cos sinx

x

x xπ→

π+

−
4

4

 

  

lim )پ
| cos |x

x
x−→ −

2

0 1
)ت  coslim

sinx

x
x x→

−
0

2 2 2

 
   

coslim )ث
x

x
x→−π

+
+ π

1 sin )ج   sinlim
x a

x a
x a→

−
−  

 )چ
sin ( )

lim
π→

π−

− π
3

3
6 2x

x

x
lim )ح 

→

− +
−1

2 3 1

1x

x x
x

 

1  مقدار حدهای زیر را بیابید.      

lim )الف
x

x x

x x→−

+ −
+

2

21

2 1

3 3 ] )ب  ]lim
+→

−
−x

x x
x

2

2

8

2

)پ lim
→

+ −
−x

x

x22

2 2

4
lim )ت 

→

−
− +x

x

x4

2

3 2 1

lim )ث
→

+ − −
+x

x x

x x20

1 1 lim )ج 
→

−
−x

x x

x1 1
  

      

lim را بیابید. ( ) ( )
x

f x g x
→− 1

2

، حاصل  ( ) += x
g x

x
2 1 ) و  ) x

f x
x x

+=
− −2

1

2 1
2  اگر       

 تمرین 



f (2)= …           lim ( )
x

f x
→

=
2

… g   (2)= …              lim ( )
x

g x
→

=
2

…

h   (2)= …          lim ( )
x

h x
→

=
2

… k   (2)= …              lim ( )
x

k x
→

=
2

…

ب( برای کدام یک از توابع، حد تابع در 2 با مقدار تابع در 2 برابر است؟
پ( در نمودار کدام یک از توابع، در نقطه ای به طول 2، گسستگی وجود ندارد؟

همان طور که در شکل های فوق مشاهده می کنید نمودار تابع f (و همچنین تابع k( در نقطه ای به طول 2، 
هیچ گسستگی ندارد. در این حالت اصطلاحاً گوییم »تابع f (و همچنین تابع k( در نقطه x   =2 پیوسته است«.

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

( )=y f x

-3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

( )=y g x

-3 -2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

( )=y h x

-2 -1 1 2 3 4 5

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

( )=y k x

الف( با توجه به نمودارها، مقادیر زیر هر نمودار را (در صورت وجود( به دست آورید.

 فعالیت 

5پیوستگی
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بنابراین، برای پیوسته بودن تابع f در نقطه a، باید شرایط زیر برقرار باشند: 
الف( تابع f در a تعریف شده باشد.

ب( حد تابع f در a موجود باشد.
پ( مقدار حد تابع f در a با مقدار f   (a) برابر باشد.

هنگامی که تابع f در نقطه x     =a پیوسته نیست، گوییم f در x      = a ناپیوسته است.

y در  x= 3 . پس توابع  y   =    sin        x و  lim
x a

x a
→

=3 3 lim و  sin sin
x a

x a
→

=  ،a  مثال: در بخش های قبل دیدیم که در هر نقطه 
هر عدد  a،  پیوسته اند.

 y  = [x  ] و | |x
y

x
= همچنین توابع y    =  |x  | ، y    =  cos  x و y     = x2 و نیز چندجمله ای ها در هر عدد حقیقی a پیوسته اند. اما توابع 

این چنین نیستند. این مطلب را از روی نمودار این توابع نیز می توان تشخیص داد.

تعریف پیوستگی

. lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= گوییم تابع f در نقطه x   =a پیوسته است هرگاه  

-2 -1 0 1 2 3

-1

0

1

2

3

-3

-2

-2

x

y

y | x |=

-2

-1

0

1

2

−π π

y cos x=

-3 -2 -1 1 2 3

-1

0

1

2

3

4

-2

x

y

y x= 2

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

y x =  

-3 -2 -1 1 2 3

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

x
y x=
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1   نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطهٔ 3 تعریف نشده باشد اما حد تابع 

در x   =3 وجود داشته باشد. (توجه کنید که این تابع در x   =3 پیوسته نیست( 
2  نمودار تابعی را رسم کنید که در نقطه ای مانند a تعریف شده باشد و حد 

تابع هم در نقطه a موجود باشد اما با مقدار تابع در a برابر نباشد. (توجه کنید 
که این تابع در a پیوسته نیست(. 

3  نمودار تابعی را رسم کنید که در هر عدد حقیقی پیوسته باشد.

4  نمودار تابعی را رسم کنید که همه جا پیوسته باشد به جز در دو نقطه.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

) داده شده اند. درباره پیوستگی f و g در نقطه 3 بحث کنید. )
x

xg x x
x

 − ≠=  −
 =

2 9
3

3
6 3

) و  ) x
f x

x
−=

−

2 9

3
 مثال: توابع 

 حل: از آنجایی که f در 3 تعریف نشده است، پس تابع f در 3 پیوسته نیست.
در مورد تابع g داریم:

( )
lim ( ) lim lim
x x x

xxg x
x→ → →

−−= =−

2

3 3 3

39
3

( )
( )

x

x

+
−

3

3
( )g= =6 3

پس تابع g در 3 پیوسته است.

)1( 

)2( )3( )4( 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

کاردرکلاس 



148

بنابراین، هرگاه تابع f در یک همسایگی (دوطرفه( a تعریف شده باشد:

نمودار تابع f به صورت روبه رو رسم شده است.
الف( تابع f در کدام یک از نقاط مجموعه }5.3.4 /1.2.2{ ناپیوسته است.

lim برقرار است؟ ( ) ( )
x

f x f
+→

=
3

3 ب( آیا تساوی 
lim برقرار است؟ ( ) ( )

x
f x f

−→
=

3
3 پ( آیا تساوی 

 lim ( ) ( )
x a

f x f a
+→

= ت( در کدام نقطه a از مجموعه }5.3.4 /1.2.2{ تساوی 
xبرقرار است؟

y

y f x= ( )

-1

0

1

2

3

4

5

-1 1 2 3 4

تعریف

lim ( ) ( )
x a

f x f a
+→

= گوییم تابع f در a از راست پیوسته است (یا پیوستگی راست دارد( هرگاه:                             
lim ( ) ( )

x a
f x f a

−→
= گوییم تابع  f در a از چپ پیوسته است (یا پیوستگی چپ دارد( هرگاه:                                  

  

f در a پیوسته است اگر و تنها اگر f در a هم از راست و هم از چپ پیوسته باشد.

) داده شده است. پیوستگی تابع f در صفر را بررسی کنید. )
x x x

f x x

x x x

 + <


= =
 − >

23 0

2 0

2 0cos sin

 مثال: تابع 

 حل:  داریم f    (0)=2 . همچنین

( ) ( ) ( )
x x

f x x x f
− −→ →

= + = ≠2

0 0
3 0 0lim lim

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

f x x x f
+ +→ →

= − = − = =
0 0

2 2 0 0 2 0lim lim cos sin cos sin

بنابراین f در صفر پیوسته نیست اما در صفر پیوستگی راست دارد.

 فعالیت 
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الف( با رسم نمودار تابع f   (x)=[x] مشخص کنید که در کدام یک از 
، }0 . 1

2
نقاط مجموعه }2 . 

1  تابع f پیوسته است.

2  تابع f پیوستگی راست دارد.

3  تابع f پیوستگی چپ دارد.

ب( در شکل های زیر نمودار دو تابع f و g در طرف چپ نقطه 2 رسم شده اند. در نقطه x   =2 و در طرف راست نقطه 2، نمودارها 
را طوری تکمیل نمایید که: 

1  تابع f در نقطه 2 پیوستگی راست داشته باشد، اما در 2 پیوسته نباشد.

2  تابع g در نقطه 2 پیوسته باشد.

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4
y

x

  تعریف )پیوستگی بر بازه(

تابع f را بر بازهٔ باز (a  . b) پیوسته گوییم هرگاه در هر نقطه (a . b) پیوسته باشد.
تابع f را بر بازهٔ بسته [a . b] پیوسته گوییم هرگاه تابع f در هر نقطه (a . b) پیوسته باشد و در a از راست پیوسته 

و در b از چپ پیوسته باشد.

-2 -1 1 2 3 4

-3

-2

-1

0

1

2

3

x

y

y g(x)=
-2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y

y f (x)=
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 مثال: 
) بر بازهٔ [0.2] پیوسته است. )f x x= 1( تابع 

2( تابع f   (x)=[x] بر بازهٔ (1 . 0( پیوسته است، اما بر بازهٔ بسته [1 . 0] پیوسته نیست.

-2 -1 1 2 3 4

-1

0

1

2

3

4

x

y

 پیوستگی روی بازه های (a . b] و [a . b) را به طور مشابه تعریف کنید.

در شکل روبه رو نمودار تابع f رسم شده است. کدام یک از 
عبارات زیر درست و کدام یک نادرست هستند؟

الف( تابع f بر بازه [2 . 1] پیوسته است.
ب( تابع f بر بازه [4 . 3] پیوسته است.
پ( تابع f بر بازه [2 . 0] پیوسته است.

کاردرکلاس 

کاردرکلاس 
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1  با رسم نمودار توابع زیر، نقاط ناپیوستگی هر تابع را (در صورت وجود( تعیین کنید.

  y    =  x    -[x] )ب                                               y    =   |x -1|+2 )الف
( )x x x

y
x x

−      ≤
= − +        >

1 1

2 1
پ( y     =  [x]+[- x]                                                                           ت( 

2 در توابع زیر مقدار a را طوری تعیین کنید که هر تابع در نقطه x    =1 پیوسته باشد.

( )
 + −            ≠=  −
                          

x x
x

g x x
a x

2 2
1

1
1=

ب(      ( )
x x

f x a x

x x

−        
=              
− +      >

2 1 1

1

2 1

<
= الف( 

k   (x)   =  ( [x] - a)[x] )ت    ( )
[ ]

x
x

h x x
x a x

 −            =  −
 +             ≥

1
0 1

1
1

< < پ( 

3  نشان دهید به ازای هیچ مقداری برای a، توابع زیر در x    =0 پیوسته نیستند.

| |( )
             ≠= 
                  

ax
x

xg x

x

0

1 0=
ب(      ( )

x x

f x a x

x x

             
=              
 +        >

0

0

2 1 0

<
= الف( 

4  الف( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در صفر ناپیوسته باشد ولی در صفر حد داشته باشد.

ب( نمودار یک تابع را رسم کنید طوری که در دو نقطه 2 و 3 ناپیوسته باشد و در این نقاط حد نداشته باشد.
پ( ضابطه یک تابع f را بنویسید طوری که فقط در دو نقطه ناپیوسته باشد.

5  تابع f     (x)  =  [x] در بازه (k . 2) پیوسته است. حداکثر مقدار k  چقدر است؟

) بر آن بازه پیوسته باشد. ) = − −f x x2 3 6  بازهٔ بسته ای را ارائه کنید که تابع 

 در x  =0 پیوسته باشد.

cos

( )

− >
 − == 



− <

2

1
0

1 0

2 0

x
x

x
b xf x

x a x

7   مقدار a و b را چنان تعیین کنید که تابع 

 تمرین 
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استان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیفاستان محل خدمتنام و نام خانوادگیردیف
آذربايجان شرقي  رحیمه قربانیان20شهرتهران  فرزانه نوروزي1
مازندران  منصور قاسم زاده باريکی21ايلام  خلیل تیموری2
قزوين  مهری میرفخار22چهارمحال وبختیاري  کامران کبیری3
آذربايجان غربي  رامین میرنجمی23مرکزي  زهره رشیديان4
گیلان  فیروزه شاهین شالکوهی24چهارمحال وبختیاري  علی همتی دهکردی5
گلستان  محمدعلی تیموری ماسوله25شهرستانهای تهران فاطمه رحیمی6
کرمان  زهره ايراندوست26لرستان  سکینه حبیبی7
ايلام  اسدالله لطفی زاده27کرمان  محسن امیری بیدشکی8
هرمزگان  طیبه دهقانی28گلستان  محمود مهاجر وطن9

همدان  مجتبی بیات29هرمزگان  عارف درآيش10
زنجان  محمد نصیری زارع30خراسان رضوی  محمد طالبی11
زنجان  مهدی مفیدی احمدی31يزد  جمال نوين12
قزوين  حسن کريمي نژاد32سمنان  هما ترحمی13
اردبیل  رضا علیوند33خراسان شمالي  جواد کاوانلويی14
آذربايجان شرقي  کاظم صباغی34خراسان جنوبي  صديقه باهنر15
شهرستانهای تهرانمحمد حسن محمدی35کرمانشاه  سمیه قلی زاده16
کهگیلويه وبويراحمد  فرخ حسن زاده36خراسان جنوبي  جواد باهنر17
بوشهر  لیلا حسین پور37فارس  مهدی نورانی18
مازندران  لیلا مقصدی19

سازمان پژوهش و برنامه ريزی آموزشی جهت ايفای نقش خطیر خود در اجرای سند تحول بنیادين در آموزش و پرورش و برنامه درسی ملی 
جمهوری اسلامی ايران، مشارکت معلمان را به عنوان يک سیاست اجرايی مهم دنبال می کند. برای تحقق اين امر در اقدامی نوآورانه سامانه 
با دريافت نظرات معلمان دربارۀ کتاب های درسی نونگاشت، کتاب های  تا  تعاملی بر خط اعتبارسنجی کتاب های درسی راه اندازی شد 
درسی را در اولین سال چاپ، با کمترين اشکال به دانش آموزان و معلمان ارجمند تقديم نمايد. در انجام مطلوب اين فرايند، همکاران گروه 
تحلیل محتوای آموزشی و پرورشی استان ها، گروه های آموزشی و دبیرخانۀ راهبری دروس و مديريت محترم پروژه آقای محسن باهو نقش 
سازنده ای را بر عهده داشتند. ضمن ارج نهادن به تلاش تمامی اين همکاران، اسامی دبیران و هنرآموزانی که تلاش مضاعفی را در اين 

زمینه داشته و با ارائۀ نظرات خود سازمان را در بهبود محتوای اين کتاب ياری کرده اند به شرح زير اعلام می شود.

اسامی دبیران و هنرآموزان شرکت کننده در اعتبارسنجی کتاب حسابان)1  ( ـ کد 111214 


