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اهداف کلی پودمان
1 آشنايي با قوانين مشتق‌گيري جمع، ضرب و تقسيم تابع‌ها

2 محاسبة مشتق تابع‌ها در نقاط داده شده و دلخواه 
3 آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای
4 آشنایی با رفتار صعودي و نزولي تابع‌ها

5 درك رابطة بين رفتار صعودي و نزولي و علامت مشتق تابع‌ها
6 درك وضعيت تابع در نقاطي كه مشتق در آن نقطه برابر صفر است

7 مدل سازي و حل مسائل آشنا و زندگي واقعي به كمك مشتق و تفسير چگونگي 
تغييرات 

پیش‌نیازها
 آشنایی با اعمال روی توابع شامل جمع و ضرب توابع و تقسیم دو تابع 

 آشنایی با تعریف مشتق تابع در کی نقطه و نماد آن 
 توانایی محاسبه مشتق تابع در کی نقطه و به دست آوردن تابع مشتق 

 آشنایی با مفهوم تابع حرکت 
 مهارت استفاده از نمودار برای تعیین علامت تابع ها 

 مهارت تشخیص رفتار تابع از روی نمودار 
 آشنایی با شیب خطوط 
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بخش اول: محاسبة مشتق تابع ها

اهداف بخش
1 آشنايي با قوانين مشتق‌گيري جمع، ضرب و تقسيم تابع‌ها

2 آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای
3 محاسبة مشتق تابع‌ها در نقاط داده شده و دلخواه

تابع  مشتق  تابع،  دو  تقسیم  و  حاصل ضرب  و  مجموع  مشتق  کلیدی:  واژه های 
چندجمله ای

نگاه کلی به بخش
و  حاصل ضرب  و  مجموع  مشتق گیری  فرمول های  بخش،ی ادگیری  این  هدف 
حاصل تقسیم و تابع و به ویژه آشنایی با مشتق تابع های چندجمله ای است. در مورد 
مشتق مجموع دو تابع از زمینة قانون جمع سرعت ها در فیز کیاستفاده شده است 
و نهایتاً فرمول مشتق جمع دو تابع بیان شده است. در مورد مشتق حاصل ضرب 
تابع ها فقط فرمول آورده شده است وک تاب وارد محاسبات حدی نشده است. با 
محاسبه  هم  دیگری  مشتقات  مثال ها  در  حاصل ضرب  مشتق  فرمول  از  استفاده 
شده اندک ه همک ارآیی این فرمول را نشان می دهند و هم شیوة بهک ارگیری این 
فرمول تمرین شده است. به طور خاص به مشتق تابع های چندجمله ای پرداخته 
شده استک ه نتیجه ای از فرمول های مشتق گیری مجموع و حاصل‏ضرب تابع ها 

است.
در آخر این بخش فرمول مشتق تقسیم دو تابع از طریق مشتق حاصل ضرب دو 

تابع ارائه شده است.

ورود به مطلب 
این بخش بیشتر جنبة محاسباتی دارد و مفهوم خاص و جدیدی ندارد. تا اینجا، 
محاسبة مشتق فقط از طریق تعریف قابل انجام است و باید این مسئله را مطرح 
سازیمک ه این عمل در مورد تابع های پیچیده دشوار و در برخی موارد غیر عملی 
است. ما باید راه های بهتری برای محاسبة مشتق بیابیم. با شناخت مشتق تابع های 
ساده سعی میک نیم مشتق تابع های پیچیده تر را به دست آوریم. با ذکر این نکات 
را  هنرجویان  حدس  و  پرسشک نید  تابع  دو  مجموع  مشتق  مورد  در  می توانید 
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بررسیک نید و واردک تاب شوید. 
در مورد مشتق حاصل ضرب و حاصل تقسیم دو تابع نیز با همین روش می توانید 

عملک نید.

فعالیت آموزشی
در ابتدای این بخش سعی شده است در کی زمینة واقعی، مجموع دو تابع و مشتق 
مجموع دو تابع ارائه شود. زمینة انتخاب شده حرکت کی قطار و حرکت کی فرد 
در داخل قطار است. این کی مسئله سادة فیزیکی است و به قانون جمع سرعت ها 
معروف است. تابع حرکت فرد نسبت به زمین به صورت مجموع تابع حرکت فرد 
نسبت به قطار و تابع حرکت قطار نسبت به زمین است. سرعت فرد نسبت به زمین 
نیز به صورت جمع سرعت فرد نسبت به قطار و سرعت قطار نسبت به زمین است. 

دلیل درستی این مطلب همان قانون مشتق مجموع دو تابع است. 
برای در کدرستی این قانون فعالیت)1( طرح شده است.

اهداف موضوعی 
 در کتساوی مشتق حاصل‌جمع دوتابع و حاصل‌جمع مشتق آنها.

فرایندها 
 پیوندها و اتصال‌ها )ریاضی و خارج ریاضی(.

 ارتباطاتک لامی.
 حل مسئله )مدل سازی(.

حل فعالیت 1
f (0) 1 فاصلة نقطة A1 )روی تسمه( را از نقطة A0 )محل نصب پایة پیاده‌رو 
روی زمین ( در زمان   ٠ = t نشان می‌دهد و g (0) فاصلة فرد را از نقطة A1 در 

زمان ٠ = t نشان می‌دهد.
 A1 فاصلة فرد از نقطة g  (1) و t = 1 در زمان A0 از نقطة A1 فاصلة نقطة f (1) 2
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در زمان t = 1 را نشان می‌دهد. همچنین f (1) + g (1) فاصلة فرد را از نقطة A0 در 
زمان t = 1 نشان می‌دهد.

 A0 می‌باشد. این تابع فاصلة فرد از نقطة ( )h t t t= + 13 2 3 قانون تابع h به‌صورت 

)روی زمین( در زمان t را نشان می‌دهد.
، t روی زمین( در زمان( A0 نسبت به نقطة A1 سرعت حرکت نقطة = f     ′(t) 4

 ، t روی تسمه( در زمان( A1 سرعت حرکت فرد نسبت به نقطة = g    ′(t)
h    ′(t) = سرعت حرکت فرد نسبت به نقطة A0 )روی زمین( در زمان t می‌باشد.

h   ′(t) = f     ′(t) + g   ′(t) : داریم ( )h t′ = + 13 2 ) و  )g t′ = 1
2 5  ٣ = f     ′(t) و 

قانون مشتق  و  دارد  فعالیت عمومیت  این  نتیجه  داده می شود  توضیح  ادامه،  در 
مجموع دو تابع بیان می شود و در مثال هایی تمرین می شود. 

و حدس هایی  می شود  مطرح  هنرجویان  توسط  نیز  تابع  دو  حاصل ضرب  مشتق 
زده می شود. نهایتاً از زبان معلم مستقیماً قانون مشتق حاصل ضرب دو تابع بیان 
می شود و در مثال ها تمرین می شود. همچنین بهک م کفرمول مشتق حاصل ضرب 
دو تابع مشتق تابع های خاصی به دست می آیدک ه قوت این قانون را نشان می دهد. 

در ادامه بهک ار درک لاس)1( می رسیمک ه این مفاهیم در آن تمرین می شوند.

حل کار در کلاس ١

) داریم: f  (x). g (x) = 1 با مشتق گیری از  )g x
x

= 1 1ـ  قرار می‏دهیم : f(x) = x و 
دو طرف تساوی داریم:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x x g x g x
x x

′ ′ ′ ′+ = ⇒ × + × = ⇒ = − 2
1 10 1 0

	

⋅ ارائه شده تا بهک م کآن مشتق موردنظر محاسبه شود، در  =1 1x
x

در اینجا رابطة 
ی ا ... 

x 2
1 صورت آمادگی هنرجویان می‌توان از آنها خواست تا مشتق توابعی نظیر 

را با ارائة رابطه‌ای نظیر رابطة ارائه شده در این سؤال، به‌دست آورند.
تابع هایی  تابع ها، مشتق  از مشتق حاصل ضرب  باک اربردی  ادامه در فعالیت)2(  در 
به صورت f     (x) = ax  n به دست می آیدک ه پایهی افتن مشتق تابع های چندجمله ای است.
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اهداف موضوعی 
 آشنایی با روش محاسبة مشتق تابع چند جمله‌ای.

 تقویت مهارت استفاده از قوانین مشتق‌گیری.
فرایندها 
 الگویابی

 ارتباطاتک لامی
 تعمیم دادن

حل فعالیت ٢
1 با محاسبة مشتق تابع های موجود در جدول داریم :

(x  4)′ = (x  3. x)′ = (x  3)′. x + x  3 . (x)′ = 3x   2 . x + x3 . 1 = 4x  3 	
(x   5)′ = (x  4. x)′ = (x  4)′. x + x  4 . (x)′ = 4 x  3 . x + x  4 . 1 = 5  x  4 	

جدول تکمیل شده به صورت زیر است:

x٥x٤x٣x٢xf     (x)
٥x٤٤x٣٣x٢2x1f     ′   (x)

2 توان x در f     ′(x) از توان x در f     (x) کی واحدک متر است و ضریب f     ′(x)  همان 
توان x در f     (x) است.

3 برای به‌دست آوردن f     ′(x)ک افی‌ است کی واحد از توان x در fک مک نیم و آن‌را 
)  f     ′(x) = nx   n-1( .ضربک نیم n ی عنیx در توان

4 چون a ∈ R عددی ثابت است می‌توان نوشت:

f (x) = ax   n ⇒ f    ′(x) = a(x   n)′ = anx    n-1 	
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در ادامه، مشتق تابع های چندجمله ای به صراحت بیان می شوند و سپس مسئلة 
مشتق تقسیم دو تابع مطرح می شود. معلم راه حلی برایی افتن مشتق تقسیم دو 
تابع پیشنهاد میک ند و طبق آن قانون مشتق تقسیم دو تابع به دست می آید. این 
مطلب در مثال هایی توضیح داده می شوند و درک ار درک لاس)2( تمرین می شوند.

حل کار در کلاس ٢ 
 f ′(x) = 2x - 4 )الف

( )g x x
x

′ = + 42
2

ب( 

( )( ) ( )( )
( )

x x x x
h x

x

− + − −′ =
+

2

2
2 4 3 4 3 4

3 4
پ( 

حل مسائل 
1 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله

f ′(x) = 3x2 + 4  )الف 	
g   ′(x) = 2x (x  2 -3) + 2x (x2 +1) = 4x3 - 4x )ب 	

) )پ ) ( )( )
( ) ( ) ( )

x x x x x x x xh x
x x x

+ − + + − − − − +′ = = =
+ + +

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 3 3 6 2 3 2 3

1 1 1 	
2 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال، پيوند و اتصال

الف( 

 وضعیت قطار نسبت به ایستگاه از لحاظ فاصله
( )
( )

( )

t f

t f

t f

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 105
10 10 205

 وضعیت قطار نسبت به ایستگاه از لحاظ سرعت
( )
( )
( )

t f

t f

t f

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 20
10 10 20
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ب( 

 وضعیت ماشین نسبت به ایستگاه از لحاظ فاصله
( )

( )
( )

t g

t g

t g

= ⇒ =
 = ⇒ =
 = ⇒ =

0 0 5
5 5 130
10 10 305

 وضعیت ماشین نسبت به ایستگاه از لحاظ سرعت
( )
( )
( )

t g

t g

t g

′= ⇒ =
 ′= ⇒ =
 ′= ⇒ =

0 0 20
5 5 30
10 10 40

   

پ( طبق محاسبات انجام شده فاصله ماشین از قطار در لحظات 0 و 5 و 10 به 
ترتیب برابر 0 و 25 و 100 )برحسب متر( است. در همه این لحظات سرعت قطار 
افزایش است و به  ثانیه است ولی سرعت ماشین درحال  مقدار ثابت 20 متر بر 

ترتیب برابر 20 و 30 و 40 متر بر ثانیه است. 

ت( فاصلة قطار از ماشین با تابع
h(t) = g(t) - f   (t) = t 2 + 20t + 5 - 20t - 5 = t2 	

داده می شود. سرعت دور شدن ماشین از قطار در هر لحظة t )از دامنة تابع( برابر 
h′(t) = 2t است. 

3 فرایندها و مهارت ها : حل مسئله، استدلال

 v′  (x) = 2f  (x)f     ′(x)
v(x) = (4x2 - 1)2   ⇒   v′ (x) = 2(4x2 - 1) . (8x) = 64x3 - 16x 	

4 فرایندها و مهارت : حل مسئله ، پيوند و اتصال

( )g T′ = × =1 510 8 4 الف( 	

( )f T′ = × =1 1515 8 8 ب( 	
S(T) = g(T). f(T)  ⇒  S′(T) = g′(T). f   (T) + f     ′(T).g(T) = تابع مساحت

( ) ( ) ( ) ( )S T T T T′ = × + + × + = +5 1 15 1 75 115 1 101 14 8 8 8 2 8 	
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بخش دوم:  تابع های صعودی و نزولی و مشتق آنها

اهداف بخش
1 آشنایی با رفتار صعودي و نزولي تابع‌ها

2 برقرارک ردن رابطه بين رفتار صعودي و نزولي و علامت مشتق تابع‌ها
3 درك وضعيت تابع در نقاطي كه مشتق در آن نقط برابر صفر است

4 مدل سازي و حل مسائل آشنا و زندگي واقعي به كمك مشتق و تفسير چگونگي 
تغييرات 

واژه های کلیدی: تابع صعودی، تابع نزولی، علامت مشتق، صفر شدن مشتق

نگاه کلی به بخش 
هدف این بخش، آموزش رفتار صعودی و نزولی تابع ها و رابطة این مفهوم با علامت 
مشتق تابع و بررسی رفتار تابع ها از طریقی افتن علامت مشتق این تابع ها است. تا 
اینجا، مفهوم مشتق بیشتر به عنوان سرعت تغییرات مقادیر تابع مطرح شده است و 
به عنوان کی عدد مثبت معنای قابل قبولی دارد. این بخش با طرح این سؤال آغاز 

می شودک ه منفی شدن مشتق چه معنایی دارد. 
برای پاسخ به این سؤال در کی فعالیت دو حالت مشتق مثبت و منفی در مورد 
نتیجه  این  به  را  هنرجو  تا  می شود  بررسی  آنها  نزولی  و  رفتار صعودی  و  تابع ها 
برساندک ه مثبت و منفی شدن مشتق تابع ها در ارتباط با صعودی و نزولی بودن 
آنها است. پس از انجام این فعالیت، این نکات به طور صریح بیان می شوند و در 

مثال هایی تمرین می شوند.
به آن توجهک رد آن استک ه علامت مشتق وقتی وضعیت  باید  نکته مهمیک ه 
در طی  باشد.  بازه  تابع کی  دامنة  را مشخص میک ندک ه  تابع  نزولی  و  صعودی 
مباحثاتی بین معلم و هنرجو به این نکته توجه می شود و در مثال هایی اهمیت 

این نکته گوشزد می شود.
همچنین، این نکته مطرح می شودک ه کی تابع لزوماً همه جا صعودیی ا همه جا 
نزولی نیست و ممکن است روی برخی بازه ها صعودی و برخی بازه های دیگر نزولی 
و  مطرح می شود  نیز  تابع، صفر می شود  مشتق  نقاطیک ه  نقش  اینجا  در  باشد. 

چگونگی وضعیت تابع در این نقاط مورد بررسی قرار می گیرد. 
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ورود به مطلب
در این بخش دو مفهومک لیدی رفتار صعودی و نزولی تابع ها و علامت مشتق تابع 
باید طرح شوند. باید کی سؤال مهم مطرح سازیمک ه هم زمان این دو مفهوم را در 
خود داشته باشد. رفتار صعودی و نزولی تابع ها را هنرجویان به طور ضمنی در جاهای 
دیگر هم دیده اند اگرچه نام رسمی بر این مفاهیم انتخاب نکرده باشند. پس، بهتر 
است تمرکز خود را بر علامت مشتق تابع بگذاریم و این سؤال را مطرح سازیمک ه 
منفی شدنی ا مثبت شدن مقدار مشتق کی تابع چه معنایی دارد و چه چیزی را 
نشان می دهد. برای پاسخ به این سؤال بهتر است در مورد تابع های خاص این بررسی 
انجام شود و حدسیه هایی توسط هنرجویان ارائه شود و این حدسیه ها بررسی شوند.

فعالیت آموزشی 
این بخش با پرسش از معنای علامت مشتق و منفی شدن مشتق آغاز می شود. در 

فعالیت )3( سعی می شود به این پرسش پاسخی داده شود.

اهداف موضوعی 
 در کارتباط بین علامت مشتق تابع در کی بازه و رفتار تابع )صعودیی ا نزولی بودن (.

 کسب مهارت محاسبة مشتق.
فرایندها : 
 بازنمایی  

 مقایسهک ردن 
 ارتباطاتک لامی 

 حدسیه‌سازی

حل فعالیت ٣
1 جدول تکمیل شده به صورت زیر است:

a503010510/5x

a225009001002510/25f  (x)
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2 افزایش می‌یابد.

f     ′(x) = x2 3 علامت f     ′(x) در )∞+، ٠( مثبت است.

4 جدول تکمیل شده :

a503010510/5x

-a2-2500-900-100-25-1-0/25f  (x)

ک اهش می‌یابد. 5
٢x 6- = f     ′(x) علامت f     ′(x) در )∞+، ٠( منفی است.

تابع  باشد  مثبت  دامنه اش  در  تابع   کی  مشتق علامت  اگر  می زنیم  حدس   7
افزایشی و اگر علامت مشتق کی تابع در دامنه‌اش منفی باشد تابعک اهشی است.

در ادامه، با توضیحات بیشتر در مورد رفتارهای افزایشی وک اهشی توابع و نامگذاری 
این  و  مشتق  علامت  بین  رابطة  نزولی  و  صعودی  تابع های  به عنوان  تابع ها  این 
ویژگی ها  به طور صریح بیان می شود. این نکته در مثال هایی توضیح داده می شود. 
همچنین این نکته مهم تذکر داده می شودک ه علامت مثبت و منفی مشتق وقتی 
نشان دهندة صعودیی ا نزولی بودن تابع استک ه دامنة تابع کی بازه باشد. در ادامه، 

این نکات درک ار درک لاس)3( تمرین می شوند.

در این قسمت می‌توان نمودار تابع را ارائهک رد و از هنرجو خواست از بین چند 
نمودار داده شده، نمودار تابع مشتق را تشخیص دهد.ی ا با دادن نمودار مشتق کی 
تابع از هنرجو خواست رفتار تابع )افزایشیی اک اهشی بودن و ... ( را توصیفک ند.
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حل کار در کلاس ٣
1 الف( مقادیرg′(x) در بازة )0، ∞-( منفی و در بازة )∞+ ، ٠( مثبت است.

ب( تابع g (x) در بازة )0، ∞-( نزولی و در بازة )∞+ ، ٠( صعودی است.
پ( نمودار آخر در پایین.

دو حالت صدق  در هر  ثابت  تابع های  نزولی،  و  تابع های صعودی  تعاریف  در   2
میک نند. بنابراین، تابع های ثابت هم صعودی هستند و هم نزولی. فقط تابع های 
مثبتی ا  هم  تابع ها  این  مشتق  نزولی.  هم  و  باشند  هم صعودی  می توانند  ثابت 
بزرگ تر از صفر و هم منفیی اک وچ کتری ا مساوی صفرند.ی عنی مشتق این تابع ها 

صفر است.

در ادامه، وضعیت کی تابع در نقاطیک ه مشتق تابع در آن نقاط صفر است مورد 
بحث قرار می گیرد و در مثال هایی وضعیت های ممکن توضیح داده می شوند.

حل مسائل
1 فرایندها و مهارت ها : استدلال، بازنمایی 

با توجه به نمودار تابع می توان گفت : 
در بازه )١، ∞-( رفتار تابع افزایشی و در بازة (١،٣) رفتار تابعک اهشی و در بازه 

)∞+ ، ٣( رفتار تابع افزایشی است. 

2 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، بازنمایی
الف( با توجه به نمودار می توان گفت ، این تابع در بازه های )٠،١( و )١،٢( رفتار 

افزایشی دارد و روی این بازه ها صعودی است. 
ب( خیر. با توجه به نمودار تابع ، این تابع اگر چه در هر کیاز بازه های )٠،١( و 

)١،٢( صعودی است ولی روی تمام دامنة خود صعودی نیست. 

3 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی
الف( با توجه به نمودار تابع می توان گفت : 

در بازة )١-، ∞-( نزولی، در بازة )٠، ١-( صعودی، در بازة )١، ٠( نزولی و در بازة 
)∞+ ، ١( صعودی است. 

ب( مشتق تابع در بازة )١-، ∞-( منفی، در بازة )٠، ١-( مثبت و در بازة )٠،١( منفی 
و در بازة )∞+ ، ١( مثبت است. 

پ( مشتق تابع در نقاط ١، ٠، ١- = x صفر می‏باشد و در این نقاط مشتق تغییر 
علامت می دهد. 
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4 فرایندها و مهارت : حل مسئله ، استدلال ، بازنمايي

( ) ( )( )( )
( ) ( )
x x

f x
x x

− − −′ = =
− −2 2

1 2 1 2
2 2

الف( 

f    ′(x) ≠ 0 ب( خیر. چون
پ( مشتق تابع f در همه نقاط دامنة خود )}R - }2( مثبت است. 

ت( با توجه به نمودار تابع می توان گفت ، این تابع در بازة )2، ∞-( رفتار صعودی 
دارد و مشتق تابع در این بازه مثبت است. همچنین در بازه )∞+ ، 2( نیز تابع 
صعودی است و مشتق آن نیز در بازه مورد نظر مثبت می باشد. اما تابع رویک ل 

دامنة خود صعودی نیست.

     -7      -6      -5     -4      -3      -2      -1     0        1       2       3      4       5       6       7      8       9      10
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5 فرایندها و مهارت‏ها : استدلال ، حل مسئله
الف( مشتق این تابع در بازه‏های )0، ∞-( و )∞+ ، 2( مثبت است، پس خود تابع 
در این بازه ها صعودی است. اما مشتق این تابع در بازة )2, 0( منفی است، پس 

خود تابع در این بازه نزولی است.
ب( مشتق تابع در نقاط x  = 0 و x = 2 صفر است، زیرا در این نقاط نمودار تابع 
مشتق محور طول ها را قطعک رده است. از آنجاک ه در این نقاط تابع مشتق تغییر 
علامت می دهد و وضعیت صعودی و نزولی تابع در این نقاط تغییر میک ند، تابع در 

این نقاط )موضعاً( به بیشترینی اک مترین مقدار خود می رسد. 
پ( با توجه به نتایج قسمت )الف( شکل شماره )2( می تواند نمودار تابع g باشد. 
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6 فرایندها و مهارت ها : استدلال ، حل مسئله، بازنمایی
برای تابع موردنظر می توان نمودارهای مختلفی رسمک رد. به طور مثال : 

y

x

1

1

2

2

3

3 4

4

5

5

7 فرایندها و مهارت : استدلال ، حل مسئله
برای این تابع می توان مثال های متفاوتی را مطرحک رد. به طور مثال : 

( )
x x

f x
x x

− + ≤ <
=  + ≤ ≤

10 1 3
2 1 3 7 	

حتی می توانید کی تابع درجه دوم بنویسیدک ه مشتق پذیر نیز باشد، برای مثال:
f (x) = (x -3)2 	

تابع با قانون بالا و دامنة ]7 , ١[ کی جواب این مسئله است.




