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اهداف درس

 تسلط بر مفهوم تابع وارون
 درک رابطه بین دامنه و برد یک تابع و وارون آن

 تشخیص وارون بودن دو تابع نسبت به هم
x3 ، x3 و  +ax b  محاسبهٔ ضابطهٔ تابع وارون توابع خطی، درجهٔ دوم، 

 تحدید دامنهٔ توابع غیر یک به یک برای تبدیل به تابعی یک به یک )وارون پذیر(

درس سوم با عنوان تابع وارون با یادآوری مفهوم وارون تابع یک به یک f)زوج مرتبی( از ریاضی 2 آغاز 
می شود. اگر تابع یک به یک f را داشته باشیم با جابه جا کردن مؤلفه های زوج های مرتب آن تابع جدیدی به 

دست می آید که تابع وارون f است و آن را با f   -1 نشان می دهیم.
به این ترتیب اگر نقطهٔ )a , b( روی نمودار f قرار داشته باشد نقطهٔ )b , a( روی نمودار f   -1 قرار دارد. 

همین مطلب قرینه بودن نمودارهای f و f   -1 را نسبت به خط y = x نتیجه می دهد.
در مثال صفحهٔ 24 یک تابع زوج مرتبی داده شده است که وارون آن را به دست آورده است و سپس دو 

تابع مرکب fof   -1 و f -1of را تشکیل می دهد. در هر تابع داریم:
)fof  -1( )x( = x   و  )f -1of  ( )x( = x 	

:fof   -1 اما در
fof  -1 = })4 , 4( , )3 , 3( , )5 , 5({ 	

:f -1of است و در f   -1 ٔتابع همانی با اعضای دامنه fof   -1

f -1of = })1 , 1( , )2 , 2( , )3 , 3({ 	
 f -1of  تابع همانی با اعضای دامنهٔ f است. بنابراین این دو تابع هر دو همانی هستند ولی با هم مساوی نیستند. 

              تابع واروندرس سوم
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در صفحهٔ 25 کتاب جزئیات این موضوع با سه نمودار ون نشان داده شده است و در حالت کلی f و g وارون 
یکدیگرند اگر دو شرط زیر با هم برقرار باشند:

) () ( ;

) () ( ;

= ∈
 = ∈

g

f

fog x x x D

gof x x x D
	

در صفحهٔ 26 مثالی بیان شده است که در آن دو تابع با ضابطه معرفی شده اند و اثبات می کند که وارون 
با توجه به مطلبی است که گفته شد. مشابه این مثال در تمرین های پایان درس نیزآورده  یکدیگرند. اثبات 

شده است.
تذکر: در مورد محاسبهٔ تابع وارون در کتاب ریاضی 3 محدودیت هایی وجود دارد. معلمان محترم و 
x3 در طرح سؤالات  ، و  +ax b ، x3 ، طراحان آزمون ها تنها مجاز به استفاده از توابع خطی، درجهٔ دوم
مربوط به تابع وارون هستند و این موضوع باید در ارزشیابی های مدارس، مؤسسات برگزارکنندهٔ آزمون و 

کنکور رعایت شود.
در توابع فوق الذکر که برای به دست آوردن ضابطهٔ تابع وارون، در صورت امکان x را برحسب y به دست 

می آوریم و سپس با تبدیل y و x به هم، ضابطهٔ )f   -1 )x را محاسبه می کنیم.
در کار در کلاس همین صفحه مجدداً تابع x3 یادآوری شده است. با توجه به آزمون خط افقی می توان 
گفت که این تابع یک به یک است و سپس قرینهٔ آن نسبت به خط y = x رسم شود تا نمودار وارون آن نیز 

به دست آید، برای ضابطهٔ تابع وارون نیز داریم:
) ( = → = → = → =f x x y x x x y x3 3 3 3 	

) (−→ =f x x1 3 	
توجه: با توجه به حدود وثغور کتاب درسی طرح سؤال از توابع درجهٔ 3 دیگر مجاز نیست.

در مثال صفحه27ٔ، روش محاسبهٔ تابع وارون به روش جبری و نموداری تثبیت می شود. توجه به رسم 
تابع و تابع وارون در یک دستگاه و ارتباط آن با نیم ساز ناحیهٔ اول و سوم از اهمیت بالایی برخوردار است. 

توجه شودکه جای دامنه و برد تابع و تابع وارون با هم عوض می شود.
دانش آموزان حل  توسط  در کلاس  که  است  همین صفحه  در کلاس  کار  مثال، سؤال های  این  مشابه 

می شود.
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محدود کردن دامنه تابع

به  آنها  وارون  تابع  از  نمی توان حرفی  و  نیستند  هم  وارون پذیر  بنابراین  نیستند،  یک  به  یک  توابع  تمام 
میان آورد ولی می توان دامنه آنها را طوری محدود کرد که یک به یک شوند. با توجه به مطالب صفحهٔ 27 
در این زمینه از دانش آموزان خواسته شود ابتدا ایده هایشان را در مورد محدود کردن دامنه بیان کنند و 

پاسخ هایشان را در کلاس با هم مقایسه کنید.
در مثال صفحهٔ 28 با محدود کردن دامنه به بازهٔ )∞+ و 1[ تابع را یک به یک کرده است. از دانش آموزان 
خواسته شود بازه های دیگری برای همین تابع پیدا کنند که در آنها یک به یک باشد و تابع و وارونش را در 
بازه های موردنظر جدید رسم کنند. این کار ذهن دانش آموز را فعال ساخته و اعتماد به نفس او را در حل 

مسائل بالا می برد.

حل برخی از تمرین های درس سوم

 1

( )الف ( − + − + −= → = → =
−

x x y
f x y x

8 3 8 3 2 3
2 2 8

	

) (−− −→ = → =
− −

12 3 2 3
8 8

x x
y f x 	

٢ برای اثبات اینکه دو تابع f و g وارون یکدیگرند، دو تساوی زیر را ثابت می کنیم و 

) () ( ;

) () ( ;

= ∈
 = ∈

g

f

fog x x x D

gof x x x D
	

( )ب ( = − −f x x 8  ; ) ( = +g x x28  ; x ≥ 0 	
) () ( ) ) (( ) ( | |→ = = − − = − + − = − = −fog x f g x g x x x x2 28 8 8 	

 , ) () ( ) (≤ → = − −x fog x x x0  	
, ) () ( ) ) (( ) ) (( ) (= = + = + − − = + − =gof x g f x f x x x x2 28 8 8 8 8  	

بنابراین f و g وارون یکدیگرند.



21فصل اوّل: تابع

٣ در مورد این سؤال دامنه را به صورت های مختلفی می توان محدود کرد، مثلاً در مورد قسمت الف، 
بازه های )0 ,∞-( یا )∞+ ,0( یا )∞+ و 1[ و مانند آن پاسخ صحیح هستند.
٤ نمودار داده شده تابع f را نشان می دهد و نقاط آن به صورت زیراند.

	
-3 	-1 	0 	1 	3x

-4 	-2 	0 	2 	3f )x(
	

بنابراین جدول خواسته شده به صورت زیر تکمیل می شود:

-4 	-2 	2 	3x

-3 	-1 	1 	3f   -1)x(

٦ این تمرین مشابه مثال صفحهٔ 28 است و می توان تابع را به صورت f )x( = )x -2(2 + 1 نوشت و بازه های 
مختلفی را برای محدود کردن آن درنظر گرفت، مانند )∞ + ,2( یا )∞ + ,3( یا )2 ,∞ -( و مانند آن …

) (f x x= −1
3

8
g )x( = x3  و   	 ٧

? = )fog(-1)5( )الف 	
ابتدا تابع fog را تشکیل می دهیم و سپس با استفاده از خواص تابع وارون، مقدار مجهول را می یابیم:

) () ( ) ) (( ) (fog x f g x g x x= = − = −31 1
3 3

8 8
	

می دانیم اگر fog ∈ (a , b) آن گاه a , b( ∋ )fog(-1( و به عکس.
پس اگر fog(-1)5( = a( آنگاه 1-)a( ∋ )fog , 5( و بنابراین fog ∈ (a , 5) ، پس:

) ( ) (a a a a fog −− = → = → = → = → =3 3 3 11 1
3 5 8 64 4 5 4

8 8
	

)ب ) () (f of− − =1 1 6  ? 	
) ( ) (f x x y x x y= − → = − → = +1 1

3 3 8 3
8 8

	
) ( ) ( ) (y x f x x−→ = + → = +18 3 8 3 	

) () ( ) ) (( ) ) ( (f of x f f x f x− − − − −→ = = + =1 1 1 1 18 3 	
8 )8 )x +3( + 3( = 64x + 216 	
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) () (f of− −→ =1 1 6 600
	

( )پ () (g of− − =1 1 5  ? 	
) () ( ) ) ((g of x g f x− − − −=1 1 1 1  =? 	

) ( ) (g x x g x x−= → =3 1 3  , ) ( ) (f x x− = +1 8 3 	

) ) (( ) (g f x f x x− − −→ = = +1 1 1 33 8 24 	
) () (g of− −→ = × + = =1 1 3 35 8 5 24 64 4 	

نمونه سؤالات ارزشیابی

1 نمودار توابع زیر را رسم کنید و دامنه و برد آنها را مشخص نمایید.

( )الف (y x= − − +3 1
1

2
( )ب	 (y x= + −3 3

2
2

	

π, رسم کرده و بازه هایی را که در  − π  2
٢ نمودار توابع y = -sinx -1 و y = cosx +1 را در بازهٔ 

آنها صعودی یا نزولی است مشخص نمایید.
٣ نمودار توابع زیر را رسم کنید و مشخص کنید در چه بازه هایی صعودی یا نزولی هستند.

y = 3x - 1 )الف ( )ب	 (xy = −1
1

3
	

logxy )پ = − +3 2 y = x2 -  4x  )ت	 	

y = - |x + 1| - 2 )ث ) ج	
x x

y x x

x x

− >


= − ≤ ≤
− + ≤ −

3

2 3 2

1 1

1 3

	

( و 2x - 3 = )g )x، حاصل عبارات زیر در صورت امکان را به دست آورید. (f x x= −2 ٤ اگر 

)gof   ()5( )الف ( )ب	 () (gof
3
2

	
)fof   ()6( ) پ )gog   ()-3( )ت	 	
)fog   ()-3( )ث ( )ج	 () (fog

3
4
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٥ در هر قسمت ضابطه و دامنهٔ fog و gof را در صورت امکان محاسبه کنید.
x( = - 5x + 3 , )( f )الف (g x x= 	

( )ب ( x
f x

x
−=
+

2 3
2

 , ) (g x x= − 3 	

( را طوری بنویسید که حاصل ترکیب دو تابع دیگر باشد. (f x
x x

=
− + −2

1

2 3
٦ تابع 

، مقدار ))f (f )7(( + f (f )-1  را به دست آورید. ) (
x x x

f x
x x x

 − − ≥= 
− − <

2

2 3 5

3 5
٧ در تابع با ضابطهٔ 

٨ نقطهٔ )1 , -4(A روی نمودار تابع )y = 3 - f )x قرار دارد. مختصات نقطهٔ نظیر A را روی نمودار 
( بیابید. (y f x= −1

2
2

تابع 
٩ اگر نمودار تابع f به صورت زیر باشد، نمودار تابع داده شده را رسم کنید.

)x +1( y = -f )الف 		
2x( - 1( y = f )ب 		
x - 2( + 2( y = f )پ 		

10 اگر f )x( = cosx، نمودار توابع زیر را رسم کنید.
y = 2cosx - 2 )الف x( + 1-( y = cos )ب	 	

(cos )پ (x
y = −1

2
y =  - cos2x - 1 )ت	 	

11 اگر x( = x + a( f و x2 + bx = )g )x باشد، a و b را طوری تعیین کنید که داشته باشیم:	
)fog()x( = x2 + 4x + 1

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

-2

-1

0

1

2

3

4

-3

-4

x

y
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( را حساب کنید. () ( ) () (fog x gof x− ( باشد، حاصل  (g x x= +2 ( و 1 (f x x= −2 9 12 اگر 
، دامنه و برد توابع f و f  -1 را به دست آورده و نمودار آنها را رسم کنید،  ) (f x x= − +2 2 13 اگر 

ضابطهٔ f  -1 را نیز محاسبه کنید.
14 ضابطهٔ تابع وارون توابع زیر را به دست آورید. دامنه و برد هر تابع را مشخص نمایید. 

( )الف ( x
f x = −2

8
5

)ب	 ) (g x x= − + +3 3 	

)x( = x2 - 4x  + 6 )x ≤2( h )پ ( )ت	 ( x
l x

−= 1
2

	 15

( ثابت کنید x = )fof  -1( )x( و x = )f -1of  ( )x( در هر مورد دامنهٔ تابع را  ( x
f x

−= 3
2

16 برای تابع 
مشخص کنید.

17 توابع زیر یک به یک نیستند. به دو روش مختلف از آنها تابعی یک به یک بسازید.
y = x2 - 4x   + 11 )الف 		
y = - |x - 1| + 3 )ب 		
y = |x + 3| - 4 )پ 		

18 اگر y = m1x + b1 و y = m2x + b2 معادلهٔ دو خط باشند که نسبت به نیم ساز ربع اول و سوم قرینه اند، 
.m1m2= 1 نشان دهید

19 اگر })1 , 4( , )2, 3( , )5,1({= f و g = 2|x|+ 1 و 2 =))a ، f   -1 )g  )a را بیابید.
20 در صورت یک به یک بودن تابع f )x( = - )x -2(2 برای x ≥ 2، وارون آن را بیابید و دامنه و برد 

آن را مشخص کنید.


