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در فصل قبل، تقسىم پذىرى هر دو عدد صحىح به عنوان ىک رابطه مطرح شد. برخى از اعداد 
بر تعداد زىادى از اعداد طبىعى تقسىم پذىرند، مثل 24 که بر اعداد طبىعى 1 ، 2 ، 3 ، 4 ، 6 ، 8 ، 12 و 
24 تقسىم پذىر است. با اىن حال دسته اى دىگر از اعداد طبىعى هىچ مقسوم علىهى به  جز 1 و خود آن 

عدد ندارند. اىن اعداد غىر 1 را اعداد اول مى نامند.
تعرىف: هر عدد طبىعى غىر از 1 را که جز بر 1 و خودش بر هىچ عدد طبىعى دىگرى 
تقسىم پذىر نباشد عدد اوّل گوىند. هر عدد طبىعى به جز 1 را که اول نىست، عدد مرکب مى نامند.

مثال 1: اعداد 2 ، 3 ، 5 ، 7 و 11 اول و اعداد 4 ، 6 ، 8 ، 9 و 10 مرکب اند.
قضىۀ 1: هر عدد صحىح به جز 1 و ١- حداقل ىک مقسوم علىه اول دارد.

اثبات: هـر عـدد صحىح مورد نظر را a مى نامىم. اگـر a = 0، هـر عـدد اولى آن را مـى شمارد. 
اگر a ≠ 0، فرض مى کنىم S مجموعهٔ تمام مقسوم علىه هاى بزرگ تر از 1 عدد صحىح a باشد. S تهى نىست، 
چون a| ∈ S|. کوچک ترىن عضو S را m مى نامىم. )چرا S کوچک ترىن عضو دارد؟( m اول است، 
 S هم عضو m1 پس .m1|m وجود دارد که m1 ≠ m، m1 > 1 اول نباشد آن گاه عدد طبىعى m زىرا اگر
است )چرا؟( که با کوچک تر بودن m در تناقض است. پس a حتماً ىک مقسوم علىه اول مانند m دارد.

قضىۀ 2: بى نهاىت عدد اول وجود دارند.١

5 
صل

ف

1ــ اىن قضىه را اقلىدس در حدود سال 300 قبل از مىلاد اثبات کرده است.
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اثبات: مى دانىم اعداد 2 ، 3 ، 5 و … اول اند، حال اگر اىن دنباله متناهى باشد، فرض مى کنىم 
p1,p2,...,pn تنها عدد اول باشند. m = p1p2...pn + 1 را درنظر مى گىرىم. چون m ىک عدد طبىعى 

و مخالف p2،p1… و pn است، m باىد مرکب باشد. پس ىک مقسوم علىه اول دارد که آن را pj مى نامىم. 
دارىم:

pj|m   ,   pj|p1p2...pn 	
پس m -(p1p2...pn) بر pj تقسىم پذىر است. ىعنى pj|1 که غىر ممکن است. لذا تعداد اعداد 

اول نامتناهى است.    
 n قضىۀ 3: اگر n ىک عدد مرکب باشد، آن گاه n حداقل ىک مقسوم علىه اول کوچک تر از 

ىا مساوى با آن دارد.
، آن گاه  a n> اثبات: چون n مرکب است، پس n = ab به طورى که a ≤ b < n >1. اگر 
. چون a ≠ 1، پس بنابر  a n≤ b و در نتىجه n = ab > n که ىک تناقض است. پس حتماً  n>

قضىهٔ 1 عدد اول p وجود دارد که p|a و چون a|n پس p|n. اما p ≤ a، ىعنى عدد اول p وجود دارد 
. p n≤ که p|n و 

به کمک قضىهٔ 3 مى توان اول بودن هر عددى را بررسى کرد.
مثال 2: مى خواهىم تحقىق کنىم عدد 47 اول است ىا نه. مشاهده مى کنىم:

2 | n2 47    ,     3 | n2 47     ,      5 | n2 47 	
47 ىا مساوى با آن اعداد 2 ،3 و 5 هستند  ، لذا تنها اعداد اول کوچک تر از  < <6 47 7 و چون 

که هىچ کدام 47 را نمى شمارند. پس ٤٧ اول است. 
قضیهٔ ٣ اساس فرایند غربالِِ اراتسِْتِـنْ است. مثلاً براى تعىىن اعداد اول کوچک تر از 
100= ىعنى مضرب هاى 2، 3 ، 5 و 7 را  100، تمام مضرب هاى اول اعداد کوچک تر از 10
از جدول اعداد از 1 تا 100 حذف مى کنىم. جدول صفحهٔ بعد نمونه اى از غربال اراتستن است. 
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و در نتىجه تنها اعداد اول بىن 1 تا 100 عبارت اند از:

2,3, 5 ,7 ,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53, 59, 61,67,71,73,79, 83,  89,97 	

5   ـ1ـ بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک
مى دانىم که عدد صحىح c را مقسوم علىه ىا شمارندهٔ مشترک دو عدد صحىح a و b گوىند هرگاه 

.c|bو c|a
تعرىف: عدد طبىعى d را بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک )ب. م. م( دو عدد صحىح a و  
b )که حداقل ىکى از آنها مخالف صفر است( گوىند، اگر d ىک مقسوم علىه مشترک a و b باشد، و 
مقسوم علىه هاى مشترک دىگر a و b، از d کوچک تر باشند. بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک دو عدد 

a و b را با )a,b( نماىش مى دهند١.
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   a هم نماىش مى دهند.    b را با نماد  bو a 1ــ مقسوم علىه مشترک
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مثال 3: مقسوم علىه هاى مشترک 24 و 84 عبارت اند از:
±1, ±2, ±3, ±4, ±6, ±12 	

پس:	
(24, 84) = 12 	

	با استفاده از نتاىج اصل خوش ترتىبى مى توان ثابت کرد که ب.م.م دو عدد صحىح )که هر دو 
صفر نىستند( همواره وجود دارد. )چرا؟( علاوه بر آن قضىهٔ زىر را دارىم:

قضىۀ 4: بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک دو عدد صحىح a و b که حداقل ىکى از آنها صفر 
نىست، برابر است با کوچک ترىن عضو مجموعهٔ 

S = {ma + nb : m,n ∈ Z , ma + nb > 0} 	
اثبات: مجموعهٔ S حداقل ىک عضو دارد )چرا؟( پس داراى کوچک ترىن عضو است. فرض 

مى کنىم d کوچک ترىن عضو S باشد،
d = m0a + n0b > 0    ,    m0, n0 ∈ Z 	

از الگورىتم تقسىم دارىم	
	a = dq + r , 0 ≤ r < d 	

اگرr > 0  مى دانىم r ∉ S چون r < d، ولى
r = a - m0aq - n0bq = (1 - m0q)a - (n0q)b 	

ترکىب خطى١ a و b است که با کوچک ترىن بودن d در تناقض است. پس r = 0. ىعنى d|a. به همىن 
ترتىب d|b. ىعنى d مقسوم علىه مشترک a و b است. اگر c|a، c > 0 و c|b، آن گاه c|(am0 + bn0) ىعنى 

c|d پس c ≤ d. در نتىجه d بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک a و b است.     
مى توان ثابت کرد که هرگاه a = bq + r آن گاه )a,b) = (b,r(. )چرا؟(

اىن مطلب، زىربناى الگورىتم اقلىدس براى ىافتن بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک دو عدد صحىح 
a و b است. 

الگورىتم اقلىدس بدىن گونه عمل مى کند که اگر r0 = a > 0 و r1 = b > 0، آن گاه 
r0 = r1q1 + r2        0 ≤ r2 < r1 	

پس:
(a, b) = (r0,r1) = (r1,r2) 	

1ــ برای هر ma + nb، m، n∈ Z را یک ترکیب خطی a و b می نامند. 
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همچنىن
      r1 = r2q2 + r3       0≤ r3 < r2 	
(a, b) = (r1,r2) = (r1,r3)   	

	
n n n n n nr r q r r r− − − − − −= + ≤ <3 2 2 1 1 20 	

n n n n(a,b) (r , r ) (r , r )− − − −= =3 2 1 2 	
	 n n n n n nr r q r r r− − − −= + ≤ <2 1 1 10 	

n n n n(a,b) (r , r ) (r , r )− − −= =1 2 1 	
 چون

a r r r ...= > > ≥0 1 2 0 	
پس از چند مرحله باقىمانده صفر خواهد شد، زىرا بىشتر از a عدد صحىح مختلف بىن صفر و 

a نىست. پس براى ىک عدد طبىعى  nدارىم rn+1 = 0 و rn-1 = rnqn. در نتىجه
n n n n(a,b) (r , r ) (r , ) r−= = =1 0 	

که rn آخرىن باقىماندهٔ غىرصفر در اىن رشته از تقسىم هاى متوالى است.
مثال 4:

(30,72) = (30,72 - 2 * 30) = (30,12) 	
= (2 * 12 + 6,12) = (6,12) = (6,2 * 6 + 0) = (6,0) = 6 	

که معمولاً به صورت خلاصهٔ نردبانى زىر مى نوىسند:

خارج قسمت٢٢٢

٦١٢٣٠٧٢

باقیمانده٠٦١٢

قضىۀ 5: عدد طبىعى d بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک دو عدد صحىح a و b است اگر و تنها اگر 
d|a )1 و d|b و 

.c|d آن گاه ،c|b و c|a 2( هرگاه
اثبات: اگر d = (a, b) آن گاه d|a و d|b ىعنى شرط 1 برقرار است. علاوه بر آن اعداد صحىح 

m و n وجود دارند که 
d = ma + nb 	

…
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حال اگر c|a و c|b آن گاه c|d ىعنى شرط 2 هم برقرار است.
برعکس اگر d در دو شرط فوق صدق کند و c ىک مقسوم علىه مشترک مثبت a و b باشد، آن گاه 

	 c|d ىعنى c ≤ d. پس d بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک a و b است.                                  
.(a, b) = 1 را نسبت به هم اول ىا متباىن گوىند، هرگاه b و a تعرىف: دو عدد صحىح

	 مثال 5: اعداد 9 و 10 و نىز دو عدد 25 و 42 نسبت به هم اول اند.                       
با استفاده از قضىهٔ 4، مى توان ثابت کرد که دو عدد صحىح a و b نسبت به هم اول اند اگر و تنها 

اگر اعداد صحىح m و n وجود داشته باشند که 
     1 = ma + nb 	

.a|c آن گاه (a , b) = 1 و a|bc قضىۀ 6: )لم اقلىدس(. اگر
اثبات: اعداد صحىح m و n را مى توان پىدا کرد که براى آنها 

1 = ma + nb 	
پس:

c = cma + cnb 	
اما چون a|bc، پس bc = aq. در نتىجه

c = cma + naq = (cm + nq)a 	
    	.a|c ىعنى

.p|b ىا p|a آن گاه ،p|ab ىک عدد اول باشد و p قضىۀ 7: اگر
p، آن گاه 1 = (p, a)، زىرا اگر d = (p, a) و d ≠ 1 آن گاه d = p. )چرا؟( | n2 a اثبات: اگر

.p|d ،6 ٔپس طبق قضىه ،(p, a) = 1 که ىک تناقض است. در نتىجه p|a پس
    	
تعرىف بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک دو عدد را به چند عدد نىز مى توان تعمىم داد:

تعرىف: بزرگ ترىن مقسوم علىه مشترک n عدد صحىح an, ..., a2, a1 که همگى آنها صفر 
نىستند عبارت است از بزرگ ترىن عدد صحىحى که تمام اىن اعداد صحىح را بشمارد. اىن عدد را با 

(a1, a2, ..., an) نماىش مى دهند. مى توان ثابت کرد که 
(a1, a2, ..., an) = (a1, a2, ..., an-2, (an-1, an)) 	
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مثال 6:
(24, 30, 72) = (24, (30,72)) 	

= (24,6) = 6 	
  	

5  ـ2ـ قضىۀ بنىادی حساب
نقش اصلى اعداد اول به عنوان عناصر سازندهٔ تمام اعداد صحىح بسىار اهمىت دارد. در قضىهٔ 

زىر اىن مطلب را بدون اثبات بىان مى کنىم:
قضىۀ 8: هر عدد طبىعى بزرگ تر از 1 را مى توان بدون توجه به ترتىب به طور ىکتا به صورت 
حاصل ضرب اعداد اول نوشت. ىعنى n را مى توان به صورت n = p1p2...pk نماىش داد که در آن 

براى هر pi ، i عددى اول است. اىن نماىش را تجزىهٔ عدد n به عامل هاى اول مى نامند.
نکتۀ 1: در تجزىه اعداد طبىعى به عامل هاى اول، مى توان حاصل ضرب چند عدد اول مساوى 

را به صورت توانى از آن نوشت، ىعنى 

ir
r

r ii
n P p .... P pα α αα

=
= = Π1 2

1 2
1 	

که در آن piها اعداد اول متماىز و αiها اعدادى طبىعى اند. اىن نماىش را نماىش متعارف عدد n مى نامند.

نکتۀ 2: براى n = 1، مى توان p0 = 1 را درنظر گرفت، درحالى که p هر عدد اولى مى تواند باشد.
نکتۀ 3: به طور کلى هر عدد طبىعى را مى توان به صورت زىر نماىش داد:

p (n) (n) (n)(n)
p

n pα α αα= Π = 2 532 3 5  	
 به مفهوم ضرب روى تمام اعداد اول است و براى هر عدد اول αp(n) ،p بزرگ ترىن توان 

p
Π که در آن 

p است که عدد n را مى شمارد و به اىن صورت مى نوىسند:
p (n)p || nα

	
)αp(n) = 0 ًحتما ،P > n واضح است که اگر( p (n)p | nα +

/
1 p ولى  (n)p | nα ىعنى 

حال قضىهٔ زىر را بدون اثبات بىان مى کنىم:

، آن گاه  n
nb P p .... Pβ β β= 1 2

1 2 n و 
na P p .... Pα α α= 1 2

1 2 قضىۀ 9: اگر 

        n
nd (a,b) P p .... Pγ γ γ= = 1 2

1 2                                                         
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 ،i که در آن براى هر عدد
i i imin{ , }γ = α β 	

p، آن گاه توان آن را در نماىش n برابر با صفر مى گىرىم.( | n2 n ،p دقت کنىد که اگر براى عدد اول(
مثال 7:

30 = 21 * 31 * 51 	
72 = 23 * 32 = 23 * 32 * 50   	                               

پس 6 = 50 * 31 * 21 = (30,72)
  	

  3  ـ کوچک ترىن مضرب مشترک    5
.b|c و a|c نامند، هرگاه  b و a را مضرب مشترک دو عدد صحىح c مى دانىم عدد صحىح

تعرىف: عدد m را کوچک ترىن مضرب مشترک )ک.م.م( دو عدد صحىح a و b  نامند، 
هرگاه m مضرب مشترک مثبت دو عدد a و b باشد و اگر a|c و b|c آن گاه m ≤ c. کوچک ترىن مضرب 

مشترک دو عدد a و b را با ]a ,  b[1 نماىش مى دهند.
وجود کوچک ترىن مضرب مشترک دو عدد غىرصفر a و b را با استفاده از اصل خوش ترتىبى 

مى توان ثابت کرد.
مثال 8: مضرب هاى مشترک مثبت اعداد 4 و 6 عبات اند از:

	12, 24, 36, ... 	
که کوچک ترىن آنها 12 است. ىعنى 12 = [ 6  , 4].	  

قضىه هاى زىر را که در رابطه با کوچک ترىن مضرب مشترک دو عددند بدون اثبات بىان مى کنىم.
قضىۀ 10: براى هر دو عدد صحىح غىرصفر  a و m = [a,b] ،b اگر و تنها اگر 

a|m )1 و b|m و 
.m|c آن گاه ،b|c و a|c 2( اگر

، آن گاه n
nb p p .... pβ β β= 1 2

1 2 n و 
na p p .... pα α α= 1 2

1 2 قضىۀ11: اگر  
n

nm [a,b] p p .... pθ θ θ= = 1 2
1 2

	
i i imax{ , }θ = α β 	 ،i که در آن براى هر

1ــ کوچک ترىن مضرب مشترک a و b را با نماد a  b هم نماىش مى دهند.
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قضىۀ12: براى هر دو عدد صحىح غىرصفر a و b دارىم:
	[a,b](a,b) = |ab| 	

مثال 9:
30= 21 * 31 * 51 	
72 = 23 * 32 = 23 * 32 * 50 	
[30,72] = 23 * 32 * 51 = 360 	
[30,72] * (30,72) = 360 * 6 = 2160 	
30 * 72 = 2160 	

  	
تعرىف: کوچک ترىن مضرب مشترک اعداد صحىح غىرصفر a1,a2,...,an عبارت است از 
کوچک ترىن عدد صحىح مثبت که بر همهٔ آنها تقسىم پذىر باشد، و آن را با ]a1,a2,...,an[ نماىش مى دهند.

مى توان ثابت کرد که
n n n n[a ,a ,...,a ] [a ,a ,...,a ,[a ,a ]]− −=1 2 1 2 2 1 	

مثال 10: 
[10,4,6] = [10,[4,6]] = [10,12] = 60 راه اول:	
راه دوم:    	  51 * 30 * 21 = 51 * 21 = 10
4 = 22 = 22 * 30 * 50 	
6 = 2 * 3 = 21 * 31 * 50 	
[10,4,6] = 22 * 31 * 51 = 60 	

  	
5    ـ4ـ تمرىن ها

1ــ کدام ىک از اعداد زىر اول و کدام ىک مرکب اند؟

الف( 1                  	 ب( 737	        
ت( 20791 پ( 1891	

2ــ ثابت کنىد بى نهاىت عدد اول به صورت 4q + 3 ىافت مى شوند.
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3ــ اعداد زىر را به عوامل اول تجزىه کنىد:

ب( 9973-   	    الف( 9555             	
ت( 28000 پ( 37423	

4ــ نشان دهىد که هر عدد طبىعى بزرگ تر از 1 را مى توان به صورت حاصل ضرب ىک مربع 
کامل و ىک عدد صحىح بدون عامل مربع به جز 1 )ىعنى عددى که بر هىچ عدد مربعى جز 1 قابل قسمت 

نباشد( نوشت.
.pi = q ، 1 ≤ i ≤ n ، i ثابت کنىد به ازاى ىک q|p1p2...pn اعداد اول باشند و q و pn،…،p2،p1 ـاگر  5 ـ  

6  ــ الف( نشان دهىد اگر a نسبت به b و c اول باشد، نسبت به bc هم اول خواهد بود.
ب( نشان دهىد اگرa نسبت به b١،b٢،… و bn اول باشد، نسبت به b1b2...bn هم اول خواهد  	

بود.
7ــ نشان دهىد اگر a و b نسبت به هم اول باشند و c|a + b، آن گاه c نىز نسبت به a و b اول 

خواهد بود.
 bm و an، n و m نسبت به هم اول باشند، نشان دهىد که براى اعداد طبىعى b و a ـالف( اگر  8 ـ

هم نسبت به هم اول اند.
.a|b ثابت کنىد an|bn، n ب(  اگر براى عدد طبىعى


