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بىشتر  آشناىى  براى  را ذکر مى کنىم و سپس  از گراف ها  ابتدا چند وىژگى ساده  اىن فصل  در 
با گراف ها به معرفى چند ردهٔ خاص از آنها مى پردازىم و باز هم مى کوشىم به طور شهودى مفاهىم را 

روشن کنىم.

2ـ1ـ مرتبه  ، اندازه و درجه
مى دانىم که اگر مجموعه اى p∈ N ،p، عضو داشته باشد تعداد زىرمجموعه هاى دو عضوى آن 

p نماىش داده مى شود. بنابراىن اگر گرافى p رأس و q ىال داشته باشد دارىم: 
 
 2

p)p-1(/2 است که با 

0≤ q ≤ p 
 
 2

= p(p-1)/2 	

تعرىف: در هر گراف G= (V, E) تعداد اعضاى مجموعهٔ V را مرتبۀ G و تعداد اعضاى 
مجموعهٔ E را اندازۀ G مى نامىم و معمولاً آنها را، به ترتىب، با p و q نماىش مى دهىم. مرتبهٔ G را با 

p(G) و اندازهٔ آن را با q(G) هم نماىش مى دهىم.
مثال 1: مرتبهٔ گراف شکل 2 از فصل 1 پنج و اندازهٔ آن هفت است. مرتبهٔ گراف مربوط به مثلاً 
بوتان )شکل 5 از فصل 1( 14 و اندازهٔ آن 13 است. توجه کنىد که در مورد ساىر گراف هاى اىن شکل 

	 نىز رابطهٔ p = q +1 برقرار است.  

2 
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ف
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تعرىف: درجۀ رأس v از گراف G برابر با تعداد ىال هاىى از G است که از رأس v مى گذرند. 
 v ىک عدد فرد باشد deg   v نماىش مى دهىم. اگر deg   v و گاهى به طور ساده با degGv اىن عدد را با

را ىک رأس فرد و اگر ىک عدد زوج باشد v را ىک رأس زوج از گراف G مى نامىم.
مثال 2: در شکل 2 از فصل 1 دارىم: deg   a =3 و deg   b =2. اىن گراف چهار رأس فرد و 
ىک رأس زوج دارد. در شکل 6 از فصل 1 دارىم: deg    a1 =1 و deg     a3 =5. اىن گراف شش رأس 
فرد و سه رأس زوج دارد. توجه کنىد که در هر دو مثال مجموع درجه هاى تمام رأس ها ىک عدد زوج 

	 است. در قضىهٔ زىر نشان مى دهىم اىن مطلب همواره درست است. 
قضىۀ 1: اگـر V = {v1, v2 , ..., vp}  مجموعهٔ رأس هـاى گـراف G بـا اندازهٔ q باشد، 

.
p

i
i

deg v q
=
∑ =

1
2 آن گاه 

اثبات: هر ىال تنها دو سر دارد، ىعنى دقىقاً از دو رأس G مى گذرد و لذا در طرف چپ فرمول 
بالا هر ىال دو بار به حساب مى آىد.     

	توجه کنىد درجهٔ هر رأس گرافى که اصلاً ىال نداشته باشد صفر است. لذا، در اىن حالت هر دو 
طرف برابرى مذکور در قضىهٔ 1 صفر به حساب مى آىند. 

نتىجه: تعداد رأس هاى فرد هر گراف، زوج است.
و   A با را   

p

i
i

deg v
=
∑

1
عبارت  زوج  عامل هاى(  )ىعنى مجموع  اثبات: مجموع جمع وندهاى 

 A عدد . p

i
i

q deg v A B
=

= ∑ = +
1

2  
مجموع جمع وندهاى فرد آن را با B نماىش مى دهىم. پس دارىم

زوج است، زىرا مجموع هر تعداد عدد زوج همواره  زوج است. در نتىجه B=2q-A نىز زوج است. 
	 بنابراىن تعداد جمع وندهاى B، ىعنى تعداد رأس هاى فرد گراف، باىد زوج باشد.   

تعرىف: بزرگ ترىن عدد در بىن درجه هاى رأس هاى گراف G را ماکسىمم درجۀ G مى نامىم و 
آن را با )Δ)G ىا به طور ساده با Δ نماىش مى دهىم. کوچک ترىن عدد در بىن درجه هاى رأس هاى گراف 

G را مىنىمم درجۀ G مى نامىم و آن را با )δ)G ىا به طور ساده با δ نماىش مى دهىم.
مثال 3: در شکل 6 از فصل 1 دارىم: Δ =5 و δ =1. در تمام گراف هاى مربوط به هىدروکربن ها 

 	    .δ =1 و Δ =4
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2 ـ2ـ گراف های منتظم   ، کامل و تهى
تعرىف: عدد صحىح و نامنفى r داده شده است. گراف G از مرتبهٔ p را r - منتظم مى نامىم 
هرگاه درجهٔ هررأس G برابر با r باشد، هر گراف )p-1( - منتظم از مرتبهٔ p را گراف کامل هم مى نامىم 

و آن را با Kp نماىش مى دهىم.
مثال 4: هر ىک از دو گراف شکل 1، دو - منتظم است ولى چون در اىن دو مثال p = 5 و 
p -1 = 4≠ 2 اىن دو گراف کامل نىستند. توجه کنىد که در گراف کامل G از مرتبهٔ p درجهٔ هر رأس  

	.uv∈E(G) دارىم u ≠ v،u , v∈V(G) است و لذا به ازاى هر p -1

شکل 1ــ گراف هاى 2ــ منتظم

شکل 2ــ گراف هاى کامل از مرتبه هاى 1 تا 5

                                                                                                                           
مثال 5: در شکل زىر پنج گراف کامل p ≥ 5 ،Kp ≤1، رسم شده اند. در مورد هر ىک از اىن 

مثال ها دىده مى شود که تعداد ىال هاى Kp برابر با p)p-1(/2 است.
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K5:K4 :K3:K1 : K2 :

                                                                                                                           
قضىۀ 2: تعداد ىال هاى گراف کامل p∈N ،Kp برابر با p)p-1(/2 است.

اثبات: مجموع درجه هاى رأس هاى گراف Kp برابر با )p)p-1 است. پس، بنابر قضىه1ٔ، نصف 
	 اىن عدد برابر با )q)Kp است.    

pK هىچ ىال ندارد،  pK نماىش مى دهىم. چون  قرارداد: گراف 0 ــ منتظم از مرتبهٔ p را با 
(E، اىن گراف را گراف تهى هم مى نامىم. گراف هاى تهى با p رأس، p ≥ 5 ≤1، را  pK ىعنى ∅ = )

در شکل 3 مى بىنىد.
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شکل 3ــ گراف هاى تهى از مرتبه هاى 1 تا 5

2ـ3ـ مسىر گراف و دورگراف
 Gاز گراف v به u باشند، ىک مسىر از G دو رأس متفاوت از گراف دلخواه v وu تعرىف: اگر
دنباله اى متشکل از m∈N ،m +1 رأس دو بـه دو متفاوت G است که از u آغاز و به v ختم مى شود 
و هـر دو رأس متوالى اىن دنباله در G مجاورند. عدد m را طـول اىن مسىر از گراف G مى نامىم. 
مى پذىرىم که دنبالهٔ متشکل از تنها ىک رأس v ىک مسىر با طول صفر از v  به v از گراف G باشد.

در واقع ىک مسىر از رأس u به رأس v از گراف G را به اىن ترتىب به دست مى آورىم که با در نظر 
گرفتن نمودارى از G ابتدا u را ىادداشت مى کنىم؛ از ىک ىال مارّ بر u )در صورت وجود( مى گذرىم و 
الزاماً به رأسى تازه مى رسىم و آن را به عنوان دومىن عضو دنباله ىادداشت مى کنىم. از آن جا ىالى تازه 
از G را برمى گزىنىم و از آن به رأس سومى مى رسىم که آن را نىز ىادداشت مى کنىم و اىن عمل را ادامه 
 v برسىم. در پاىان v به ،m≤0 ،ىال دوبه دو متفاوت m مى دهىم تا در صورت امکان پس از گذشتن از
را نىز ىادداشت مى کنىم. رأس هاىى را که ىادداشت کرده اىم دنباله اى است که ىک مسىر از u به v از 

گراف G را به دست مى دهد.
مثال 6: در شکل 2 از فصل 1 از a به b پنج مسىر وجود دارند. در اىن گراف مثلاً

a,b         a  ,  c  ,  d , b          a ,  c,  e,  d , b 	
سه مسىر متفاوت با طول، به ترتىب از چپ به راست، 1 ، 3  و 4 از رأس a به رأس b هستند. 

	 )دو مسىر دىگر از a به b را بنوىسىد و طول آنها را مشخص کنىد.(    
 u به v مسىرى وجود داشته باشد در آن گراف از رأس v به u واضح است که اگر در گرافى از

هم مسىرى وجود دارد. لذا وجود ىا عدم وجود مسىر »بىن« دو رأس گراف معنى دارد.
تعرىف: گراف G را همبند مى نامىم هرگاه بىن هر دو رأس آن مسىرى وجود داشته باشد. در 

غىر اىن صورت G را ناهمبند مى نامىم.
مثال 7: گراف شکل 2 از فصل 1 همبند است. ولى گراف شکل 3 از فصل 1 و گراف تهى 
K1 نىز همبند است. به مثال 7 از فصل 1 بازگردىد. گفتىم که اىن  ، p≤2، همبند نىستند. البته  pK

K
−

5:K
−

4:K
−

3:K
−

2:K
−

1:
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 v1 گراف از سه »بخش جدا از هم« تشکىل شده است. اىن گراف ناهمبند است زىرا مثلاً بىن دو رأس
	 و v4 مسىرى وجود ندارد. 

 m≤3 با شرط v1 , v2 ,... , vm , vm+1 = v1 دنباله اى چون  G تعرىف: ىک دور از گراف
متشکل از m+1 رأس G است که در آن viها، i ≤ m ≤1، دوبه دو متماىزند و هر دو رأس متوالى اىن 

دنباله در G مجاورند. عدد m را طول اىن دور از گراف G مى نامند.
pK دور  مثال 8: هىچ ىک از گراف هاى شکل 5 از فصل 1 دور ندارد. همچنىن گراف تهى 
 ،3≥ n ≥ p ،n دور دارد. در واقع، به ازاى هر عدد طبىعى Kp گراف کامل p≤3 ندارد. ولى به ازاى هر
گراف Kp دورى به طول n دارد. گراف شکل 6 از فصل 1 دورى ندارد که طولش فرد باشد ولى دورى 

به طول 4 )دنبالهٔ b2, a3 , b3, a4, b2( و دورى به طول 6 )دنبالهٔ b1, a2 , b3, a4, b2, a3  , b1( دارد.

2 ـ4ـ تمرىن ها
 q و اندازهٔ آن با p با G ٔمرتبه .q = 2p - 3 3- منتظم است و دارىم ،G 1ــ فرض کنىد گراف

نماىش داده شده است.
الف( وىژگى هاى گراف G را مشخص کنىد.

ب( گرافى رسم کنىد که اىن وىژگى ها راداشته باشد.
پ( گراف دىگرى رسم کنىد که واجد اىن وىژگى ها باشد.

2ــ الف( گراف شکل 6 از فصل 1 را در نظر بگىرىد و پارامترهاى Δ ،q ،p و δ را بىابىد.
ب( درجه هاى تمام رأس هاى اىن گراف را به صورت دنباله اى چون s:d1, d2, ..., d9 بنوىسىد 
که به ازاى هر i ≥ 8≤1 داشته باشىم di+1 ≥ di. )دنبالهٔ حاصل را دنبالۀ درجه هاى رأس هاى گراف 

مى نامىم.(
پ( چرا گرافى وجود ندارد که S :5 ,3 ,3 ,1 ,0 دنبالهٔ درجه هاى رأس هاى آن باشد؟

3ــ الف( گرافى ارائه کنىد که دنبالهٔ درجه هاى رأس هاىش S :2 ,3 ,3 ,3 ,2 ,2 ,2 ,0 ,0 ,0 باشد.
ب( آىا پاسخ ىکتاست؟ چرا؟

4ــ چند گراف 3- منتظم از مرتبهٔ 15 وجود دارند؟ چرا؟
5    ــ با استقراء بر q قضىهٔ 1 را اثبات کنىد.

6  ــ گرافى ناهمبند و 3- منتظم مثال بزنىد که 8 رأس و 12 ىال داشته باشد.
7ــ گرافى همبند و 3- منتظم مثال بزنىد که 8 رأس و 12 ىال داشته باشد.
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8   ــ فرض کنىد طبق شکل، شهرى از ىک رودخانه و پنج منطقهٔ D، C، B، A و E تشکىل شده 
است و اىن منطقه ها با هشت پل به هم راه دارند.

الف( گراف چندگانهٔ مربوط به اىن شهر را رسم کنىد.
ب( آىا با آغاز از ىکى از منطقه هاى پنجگانه و عبور از پل ها مى توان از هر پل دقىقاً ىک بار 

گذشت و به منطقهٔ آغاز بازگشت؟
پ( آىا با آغاز از ىکى از منطقه هاى پنجگانه مى توان از هر پل دقىقاً ىک بار گذشت؟ در اىن حالت 

لازم نىست منطقهٔ آغاز گشت با منطقهٔ پاىان آن ىکى باشد.
 ،u ≠v ،v به ىک رأس u 2، تعداد مسىرهاى »متفاوت« از ىک رأس≥p ≥ 4 ،Kp 9ــ در گراف کامل

را بىابىد.
10ــ الف( گراف شکل 6 از فصل 1 »چند« دور دارد؟)پاسخ 3 است: دو دور از مرتبهٔ 4 و 

ىک دور از مرتبهٔ 6. پاسخ را توجىه کنىد.(
ب( هر ىک از دورها را به صورت دنباله اى از رأس ها نماىش دهىد که رأس اول و آخر دنباله 
مثل هم و بقىه همراه با اىن رأس مشترک دو به دو متفاوت باشند؛ به علاوه، هر دو رأس متوالى اىن 

دنباله در G مجاور باشند.
راهنماىى. ىکى از دورهاى G را مى توان به ىکى از صورت هاى زىر نوشت:

b1 ,a2 ,b3 ,a3 ,b1 	b1 ,a3 , b3 ,a2 ,b1 	
a2 ,b3 ,a3 ,b1 ,a2 	a2 ,b1 ,a3 ,b3 ,a2 	
b3 ,a3 ,b1 ,a2 ,b3 	b3 ,a2 ,b1 ,a3 ,b3 	
a3 ,b1 ,a2 ,b3 ,a3 	a3 ,b3 ,a2 ,b1 ,a3 	

11ــ هفده نفر به سفر مى روند و قبل از سفر قرار مى گذارند هر کس به پنج نفر دىگر نامه بفرستد. 
آىا امکان دارد هر کس به آن پنج نفرى نامه بفرستد که از آنها نامه درىافت مى کند؟ چرا؟

D

A

C

E

B
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12ــ اگر گراف G از مرتبهٔ p≤3 ،p، دورى از مرتبهٔ p داشته باشد، آن گاه G را گراف هَمىلتْنى 
مى نامىم. مثلاً هر p≤3 ،Kp، گراف همىلتنى است.

الف( نشان دهىد هر گراف همىلتنى همبند است.
. degGv ≤2 دارىم v∈V(G) همىلتنى باشد آن گاه به ازاى هر G ب( اگر

پ( آىا گراف زىر گراف همىلتنى است و چرا؟

13ــ الف( گراف G داده شده است. فرض کنىد u , v∈V(G) نشان دهىد »وجود ىک مسىر از 
u به v« ىک رابطهٔ هم ارزى بر مجموعهٔ V(G) است.

ب( اگر G گراف شکل 3 از فصل 1 باشد، افرازهاى حاصل از رابطهٔ هم ارزى مذکور در بند 
)الف( را بىابىد.

پ( پاسخ بند ) ب( را با فرض اىن که G گراف شکل 6 ىا گراف شکل 10 باشد بىابىد.


