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پیشگفتار
قلمرو آموزش ریاضی از یک سو درک مفاهیم ریاضی شامل اعداد و محاسبات عددی، جبر 
و نمایش نمادین )الگوها، رابطه ها، تابع ها(، هندسه و اندازه گیری، داده ها و آمار و احتمال را در بر 
و  مسئله  حل  نظیر  ریاضی  فرایندهای  با  باید  دانش آموزان  حوزه،  این  در  دیگر  سوی  از  و  می گیرد 
به کارگیری راهبرد های حل مسئله، مدل سازی، استدلال، تفکر نقاد و استدلال منطقی، تفکر تجسمی 
یا دیداری، تفکر خلاق، اتصال و پیوندهای موضوعی و مفهومی ریاضی، گفتمان ریاضی، تصمیم گیری 

و تصمیم سازی، تخمین زدن و دقت یافتن آشنا شوند و در آنها مهارت یابند )سند برنامه درسی ملی(.
است.  کردن  فکر  و  کردن  تصور  کردن،  مشاهده  توانایی  هندسه،  پژوهشگران،  برخی  دید  از 
تقویت تفکر و حس زیبایی شناسی از موضوعاتی است که آموزش هندسه به  دنبال آن است. از آنجا 
که موضوع هندسه بررسی فضا و شکل ها است و همهٔ پدیده ها در فضا رخ می دهند، هندسه به گونه ای 
زمینهٔ همهٔ علوم طبیعی است. همچنین هندسه بستر مناسب بروز و تقویت خلاقیت و تخیل انسان را 

فراهم می آورد.
برخی اهداف مهم آموزش هندسه به قرار زیر است:

 زمینه سازیِ تقویت ذهن، خلاقیت و استدلال دانش آموزان؛
 تقویت قدرت درک هنر و حس زیبایی شناسی؛

 به کارگیری هندسه در زندگی روزمره؛
 آشنایی با آثار هنری برجسته و درک ایده های هندسی آنها؛

 شناسایی و تحلیل ویژگی های شکل های هندسی در صفحه و فضا؛
 تقویت تفکر تجسمی و مدل سازی هندسی در حل مسائل.
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است.
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 هندسه و به ویژه ترسیم های هندسی از دیرباز مورد استفاده 
بشر بوده است.

ّ
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ترسیم های هندسی  از  به ویژه  و  از هندسه  تاکنون همواره  باستان  از دوران  انسان 
برای حل مسائل مختلف یاری گرفته  است.

پیشرفته  ابزارهای کاربردی  انواع  تا طراحی  تقسیم بندی زمین های کشاورزی  از 
کنونی، همگی نیازمندِ ترسیم های هندسی است.

)برای مراحل زیر از خط   کش و پرگار استفاده کنید.(

١ــ نقطه ای مانند O را در صفحه درنظر بگیرید و برای رسم کردن از خط کش و 
پرگار استفاده کنید. 

نقاطی را مشخص کنید که فاصلهٔ یکسانی از نقطهٔ O دارند. )مثلاً همهٔ نقاطی که 
فاصله شان از نقطهٔ O برابر 2 سانتی متر است.(

 AB را درنظر بگیرید. دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول پاره خط B و  A ٢ــ نقاط
باز کنید و یک بار به مرکز A و بار دیگر به مرکز B و با همان شعاع قبلی کمان بزنید تا 

یکدیگر را در نقاط U و V قطع کنند. U و V چه ویژگی مشترکی دارند؟ 

٣ــ نقطهٔ A، مانند شکل مقابل به فاصلهٔ 1 سانتی متر از خط d قرار دارد. نقاطی 
از خط d را بیابید که به فاصلهٔ 2 سانتی متر از نقطهٔ A باشند. 

٤ــ نقاط A  و B را به فاصلهٔ ٥ سانتی متر از هم درنظر بگیرید. دهانهٔ پرگار را به 
اندازهٔ ٣ سانتی متر باز کنید و از نقطهٔ A یک کمان بزنید. سپس دهانهٔ پرگار را به اندازهٔ 

٤ سانتی متر باز کنید و از نقطهٔ B یک کمان بزنید. 

الف( نقاط روی کمان اول چه ویژگی مشترکی دارند؟ 

O

A

d

A B

U

V

A B

V

U

ّ
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1

ب( نقاط روی کمان دوم چه ویژگی مشترکی دارند؟ 

پ( نقاط تقاطع دو کمان فاصله شان از نقاط A و B چگونه است؟ برای اینکه چنین 
نقاط تقاطعی وجود داشته باشند، اندازهٔ شعاع  آنها و فاصلهٔ نقاط A و B چه شرطی باید 

داشته باشند؟

ت( طول اضلاع مثلث AUB چقدر است؟ 

١ــ دو نقطه مانند A و B را به فاصلهٔ ٣ سانتی متر از هم درنظر بگیرید. نقاطی را 
بیابید که فاصله شان از A، ٢ و از B، 2/٥ سانتی متر باشد. 

2ــ توضیح دهید که چگونه می توان مثلثی به طول اضلاع ٤ و   ٥ و ٦ واحد رسم کرد. 

3ــ جاهای خالی را به گونه ای کامل کنید که مسئلهٔ زیر: 
الف( دو جواب داشته باشد. 
ب( یک جواب داشته باشد. 

پ( جواب نداشته باشد.
نقاط A و B به فاصلهٔ ………… از هم قرار دارند. نقطه ای پیدا کنید که فاصله اش 

از نقطهٔ A برابر ………… و از نقطهٔ B برابر ………… باشد. 

 برخی خواص نیمساز و ترسیم آن 

 A ٔنقطه بگیرید. فرض کنید  نیمساز آن درنظر  نیم خط Oz را  ١ــ زاویهٔ xOy و 
 xOy ٔاز دو ضلع زاویه A ٔباشد. ثابت کنید که فاصلهٔ نقطه Oz نقطه ای دلخواه روی
یکسان است.  )یعنی اگر از نقطهٔ A عمودهایی بر نیم خط های Oy، Ox رسم کنیم طول 

آنها باهم برابر است.(

اگر نقطه ای روی نیمساز یک زاویه قرار داشته باشد ………………

A B

x
z

y

O

A
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2

٢ــ زاویهٔ xOy و نقطهٔ A را چنان درنظر می گیریم که فاصلهٔ نقطهٔ A از نیم خط های 
Oy و Ox باهم برابر باشد. 

نشان دهید که نقطهٔ A روی نیمساز زاویهٔ xOy قرار دارد. 
)راهنمایی: پاره خط OA، و دو عمود از نقطهٔ A بر خطوط Ox و Oy رسم کنید و نشان 

دهید پاره خط OA همان نیمساز xOy است.( 

نقطه  آن  باشد،  زاویه  یک  ضلع  دو  از  یکسان  فاصلهٔ  به  نقطه ای  اگر 
………………………… قرار دارد. 

 از )١( و )2( نتیجه می گیریم:   هر نقطه که روی …………… یک زاویه 
قرار داشته باشد، …………………………...........……… و هر نقطه که از 
دو ضلع یک زاویه به یک فاصله باشد، روی ………… آن زاویه قرار دارد. 

١ــ زاویهٔ xOy را درنظر بگیرید. دهانهٔ پرگار را کمی باز کنید و به مرکز O کمانی 
بزنید تا نیم خط های Ox و Oy را به ترتیب در نقاط A و B قطع کند.

ــ طول پاره خط های OA و OB نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

٢ــ دهانهٔ پرگار را کمی باز کنید )بیش از نصف طول AB( و یک بار به مرکز A و 
بار دیگر با همان اندازه و به مرکز B یک کمان بزنید تا دو کمان مانند شکل در نقطه ای 

مانند W همدیگر را قطع کنند. 
ــ طول پاره خط های AW و BW نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

 OBW و OAW را رسم کنید. دو مثلث WO و WB و WA ــ پاره خط های
نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

ــ اندازهٔ زوایه های AOW و BOW نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

ــ پاره خط OW برای زاویهٔ xOy چه نوع پاره خطی است؟ 

روش رسم نیمساز یک زاویه را توضیح دهید.

x

y

O

A

B

W

x

y

O

A
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 برخی خواص عمودمنصف و ترسیم آن 

١ــ پاره خط AB و عمودمنصف آن را مانند شکل مقابل درنظر بگیرید و فرض 
کنید W نقطه ای روی عمودمنصف AB باشد. نشان دهید نقطهٔ W از دوسر پاره خط 

AB به یک فاصله است. 

اگر نقطه ای روی عمودمنصف یک پاره خط قرار داشته باشد، از دوسر 
آن پاره خط …………………………………………… 

 B و A از  W ٔنقطه بگیرید که  به گونه ای درنظر  نقطهٔ W را  پاره خط AB و  2ــ 
به یک فاصله باشد )یعنی WA = WB( نشان دهید W روی عمودمنصف AB قرار 

دارد. 
)راهنمایی: از نقطهٔ W به A و B و به وسط پاره خط AB وصل کنید و نشان دهید 
این مطلب استفاده کنید و نشان  از  و  باهم هم نهشت هستند  ایجاد شده  مثلث های 

دهید W روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارد.( 

اگر نقطه ای از دوسر یک پاره خط به یک فاصله باشد …………….……
………….……………

  از )١( و )2( نتیجه می گیریم:  هر نقطه که روی عمودمنصف یک پاره خط
باشد ……………………………….…… و هر نقطه که ………………………

……………………… روی عمودمنصف …………………………………

١ــ یک نقطه را در صفحه در نظر بگیرید و خطی بکشید که از آن نقطه عبور کند. 
چند خط متمایز می توانید رسم کنید که از نقطه موردنظر بگذرد؟ 

٢ــ دو نقطه را در یک صفحه در نظر بگیرید و خطی بکشید که از آن دو نقطه عبور 
کند. چند خط متمایز می توانید رسم کنید که از هر دو نقطهٔ موردنظر بگذرد؟ 

٣ــ به نظر شما برای اینکه یک خط به طور کامل مشخص باشد، حداقل چند نقطه 
از آن خط را باید داشته باشیم؟ 

A B

W

A B

W
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پاره خط AB را مانند شکل مقابل درنظر بگیرید. 
١ــ دهانهٔ پرگار را بیش از نصف طول AB باز کنید و یک بار از نقطهٔ A و بار دیگر 
با همان اندازه از نقطهٔ B کمان بزنید تا یکدیگر را در دو نقطه مانند U و V قطع کنند. 

٢ــ طول پاره خط های AU و BU نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

٣ــ طول پاره خط های AV و BV نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

٤ــ آیا می توان گفت نقاط U و V روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارند؟ چرا؟ 

٥  ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنید. 

مراحل رسم عمودمنصف یک پاره خط را توضیح دهید. 

 رسم خط عمود بر یک خط و رسم خط موازی با یک خط

رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه ای روی آن 
خط d و نقطهٔ M را روی آن، مانند شکل مقابل درنظر بگیرید. می خواهیم خطی 

بکشیم که از M بگذرد و بر d عمود باشد. 
١ــ به کمک پرگار چگونه می توانید نقاط A  و B را روی خط d بیابید؛ به گونه ای 

که M وسط پاره خط AB باشد. 
٢ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنید. 

نقطهٔ  از  و   ………… d بر خط پاره خط AB خطی است که  ٣ــ عمودمنصف 
 …………

مراحل رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای روی آن را توضیح دهید. 

d M

A B

U

V
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رسم خط عمود بر یک خط، از نقطه ای غیر واقع بر آن 
خط d و نقطهٔ T را که غیر واقع بر آن است، مانند شکل مقابل درنظر بگیرید. 

می خواهیم خطی بکشیم که از T بگذرد و بر خط d عمود باشد.

١ــ به کمک پرگار چگونه می توانید نقاط A و B را روی خط d به گونه ای بیابید 
که از نقطهٔ T به یک فاصله باشند. 

٢ــ عمودمنصف پاره خط AB را رسم کنید. 
٣ــ آیا عمودمنصف پاره خط AB از نقطهٔ T می گذرد؟ چرا؟ 

نقطهٔ  از  و   ……………  d خط  بر  که  است  خطی   AB پاره خط  عمودمنصف 
…………………

روش رسم خط عمود بر یک خط از نقطه ای خارج آن را توضیح دهید. 

رسم خط موازی با خط داده شده از یک نقطۀ غیرواقع بر آن
خط d و نقطه T مانند شکل مقابل داده شده اند. 

می خواهیم خطی رسم کنیم که از نقطهٔ Tبگذرد و با خط d موازی باشد. 
١ــ خط d1 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ T بگذرد و بر خط d عمود باشد. 

٢ــ خط d2 را به گونه ای رسم کنید که از نقطهٔ T بگذرد و بر خط d1 عمود باشد. 
٣ــ خط d2 نسبت به خط d چه وضعیتی دارد؟ چرا؟ )خط d1 را مورّب درنظر 

بگیرید.( 

روش رسم خط موازی با یک خط از نقطه ای خارج آن را توضیح دهید. 

پاره خط داده شدهٔ AB در شکل مقابل را با اندازهٔ ٤ واحد درنظر بگیرید. 
این  برخورد  نقطهٔ  کنید  فرض  و  کنید  رسم  را   AB پاره خط  عمودمنصف  الف( 

عمودمنصف با پاره خط M ،AB باشد. 

d

T

d

T

A

B
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ب( به مرکز M و به شعاع AM دایره ای رسم کنید تا عمودمنصف AB را در نقاط 
C و D قطع کند. 

پ( چهارضلعی ACBD چگونه چهارضلعی ای است؟ چرا؟ 

طریقهٔ رسم مربعی را که طول قطر آن داده شده باشد، توضیح دهید.

 
١ــ می دانیم چندضلعی ای که قطرهایش منصف هم باشند، متوازی الاضلاع است. 

متوازی الاضلاعی رسم کنید که طول قطرهای آن ٤ و ٧ باشد. چند متوازی الاضلاع 
به طول قطرهای 4 و 7 می توان رسم کرد؟

2ــ می دانیم چندضلعی ای که قطرهایش باهم برابر و منصف هم باشد، مستطیل است. 
مستطیلی رسم کنید که طول قطر آن ٦ سانتی متر باشد. 

 

 b ٔو بار دیگر به اندازه a ٔداده شده است. دهانهٔ پرگار را یک بار به اندازه AB 3ــ پاره خط
باز می کنیم و از نقطهٔ A دو کمان می زنیم.)به طوری که مجموع a و b از اندازهٔ AB بزرگ تر 
باشد( سپس کمان هایی با همان اندازه ها، این بار از نقطهٔ B می زنیم و مانند شکل، دو نقطه از 
نقاط برخورد را C و D می نامیم. چهارضلعی ACBD چه نوع چندضلعی ای است؟ چرا؟ 

)راهنمایی: ابتدا بررسی کنید که مثلث های ABC و ABD و زوایای A١ و B١ نسبت 

به هم چگونه اند.(

4ــ متوازی الاضلاعی رسم کنید که طول ضلع هایش ٣ و ٥ و طول یک قطر آن ٦ 
باشد. 

B

A C

D

b
a

1

1
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5ــ می دانیم که برای لوزی بودن یک چهارضلعی کافی است که قطرهای آن چهارضلعی 
عمودمنصف یکدیگر باشند. ترسیم های زیر را انجام دهید. 

الف( یک لوزی رسم کنید که طول قطرهای آن ٣ و ٥ باشد. 

ب( یک لوزی به طول ضلع ٥ و طول قطر ٦ رسم کنید. 

6 ــ دو ضلع یک زاویه را در نظر بگیرید.
الف( نقطه ای بیابید که فاصلهٔ آن از هر ضلع زاویهٔ موردنظر 2 واحد باشد.

ب( نقطه ای بیابید که فاصلهٔ آن از هر ضلع زاویهٔ موردنظر 4 واحد باشد.
پ( با استفاده از )الف( و )ب( نیمساز زاویهٔ موردنظر را رسم کنید.

7ــ وتری مانند AB از یک دایره را در نظر بگیرید. وضعیت عمودمنصف AB و 
مرکز دایره نسبت به هم چگونه اند؟ چرا؟ 

آیا می دانستید که در زمین فوتبال نقطهٔ پنالتی مرکز دایره ای است که قسمتی از قوس 
آن در جلوی محوطهٔ جریمه کشیده شده است؟ 

پنالتی  نقطهٔ  که  می شود  متوجه  می کند،  پنالتی  اعلام  که  لحظه ای  فوتبال  داور  یک 
مشخص نیست. اگر او وسایل لازم برای کشیدن خط راست و کمان دایره را داشته باشد، 
چگونه می تواند با استفاده از قوس جلوی محوطهٔ هجده قدم، نقطهٔ پنالتی را مشخص کند. 

نقطه پنالتی
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شیوهٔ درست استدلال در زندگی هر فرد و نیز در جامعهٔ انسانی اهمیت فراوانی دارد. 
ایجاد  روابط،  تیره شدن  غلط،  نتیجه گیری های  مواقع،  بسیاری  در  نادرست  استدلال 
باورهای نادرست و پیامدهای خطرناک فردی و اجتماعی دیگری را در پی خواهد داشت 
و حتی ممکن است به ایجاد مشکلات شخصیتی در افراد بینجامد. ممکن است فردی با 

استدلال هایی این گونه، همواره راه موفقیت را بر خود بسته ببیند:
ــ من در اولین امتحانم موفق نشدم، پس در امتحان های بعدی نیز موفق نخواهم شد.

ــ تیم مورد علاقهٔ من از ابتدای فصل در تمام بازی هایش شکست خورده است، پس 
در بازی آینده نیز شکست خواهد خورد.

 استقرا و استنتاج
با  که  از استدلال،  نوعی  اثبات آشنا شدید.  و  با استدلال  تاحدی  قبل  در سال های 
آن روبه رو شدید به این صورت بود که از مشاهدات و بررسی موضوعی در چند حالت، 
نتیجه ای کلی در آن موضوع گرفته می شود یا به اصطلاح »از جزء به کل می رسیم«. البته 

با چنین استدلالی نمی توان همواره به درستیِ نتیجهٔ گرفته شده مطمئن بود.
به طور مثال اگر فردی با مشاهدهٔ اینکه سه نفر از افراد یک کلاس به رنگ سبز علاقه 
دارند، نتیجه گیری کند که همهٔ افراد آن کلاس به رنگ سبز علاقه دارند، فرد مورد نظر از 

استدلال استقرایی استفاده کرده است. 
 

پایهٔ  بر  منطقی  نتیجه گیری  براساس  شدید،  آشنا  آن  با  که  استدلال  از  دیگری  نوع 
واقعیت هایی است که درستی آنها را پذیرفته ایم و به آن استدلال استنتاجی گفته می شود. 
به طور مثال با دانستن رابطهٔ بین خطوط موازی و مورّب و زوایای بین آنها، اثبات 
استدلال  یک  مقابل،  طریق  به  است   180º مثلث  یک  داخلی  زوایای  مجموع  اینکه 
استنتاجی است که با نمادهای ریاضی نوشته شده است. توجه کنید که استدلال استنتاجی 

را به صورت  کلامی نیز می توان انجام داد.

A
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به استدلال هایی که دو دانش آموز برای مسئلهٔ زیر ارائه داده اند، دقت کنید و در 
مورد میزان اعتبار هریک از آنها گفت وگو کنید.

مسئله: مجموع زاویه های داخلی هر چهارضلعی محدب 360º است.
با  متوازی الاضلاع  و  لوزی  مستطیل،  مربع،  چهارضلعی های  تمام  در  پژمان: 
که مجموع  می شود  ثابت  به سادگی  یکدیگرند  مکمل  مجاور  زاویه های  اینکه  به  توجه 
زوایای داخلی آنها 360º است. بنابراین مجموع زوایای داخلی هر چهارضلعی محدب 

360º است.

پیمان: می دانیم مجموع زوایای داخلی هر مثلث 180º  است. یک چهارضلعی 
 D ًدر شکل مقابل را در نظر می گیریم و دو رأس مقابل آن، مثلا ABCD دلخواه مانند

و B را به هم وصل می کنیم.
مجموع زاویه های داخلی چهارضلعی ABCD با مجموع زاویه های داخلی دو مثلث 
 ABCD برابر است؛ بنابراین مجموع زاویه های داخلی چهارضلعی BCD

∆ ABD و 
∆

.360º برابر است با

پیمان ادعا می کند که با این استدلال ثابت می شود که مجموع زاویه های داخلی هر 
چهارضلعی برابر 360º است. آیا به نظر شما این ادعای او درست است؟

آیا همین استدلال را برای هر چهارضلعی دیگری که به شما بدهند، می توانید به کار 
ببرید؟ اگر جواب شما مثبت است، پس این ویژگی را که »مجموع زاویه های داخلی 
چهارضلعی ABCD در مسئلهٔ قبل برابر 360º است«، به سایر چهارضلعی های محدب 

می توان تعمیم داد.
ــ نوع استدلال ارائه شده توسط هرکدام از دانش آموزان را بیان کنید.

مثال: می دانیم که هر نقطهٔ روی عمود منصف یک پاره خط از دو سرِ آن پاره خط 
روی  باشد،  فاصله  یک  به  پاره خط  یک  سر  دو  از  که  نقطه  هر  و  است  فاصله  یک  به 

عمود منصف آن پاره خط قرار دارد.
حال با کامل کردن استدلال استنتاجی بیان شده نتیجه بگیرید که  سه عمود منصف 

اضلاع هر مثلث همرس اند )در یک نقطه به هم می رسند(.

B

D C

A
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استدلال: مثلث دلخواه ABC در شکل مقابل را در نظر می گیریم. چون پاره خط های 
AB و AC متقاطع اند، عمود منصف های آنها نیز در نقطه ای مانند O متقاطع اند. 

١ــ نقطهٔ O روی عمود منصف پاره خط AC است؛ بنابراین …… = ……
٢ــ نقطهٔ O روی عمود منصف پاره خط AB است؛ بنابراین …… = ……

از )١( و )٢( نتیجه می گیریم: ……… = ……… بنابراین نقطهٔ O روی …………… 
قرار دارد. درنتیجه نقطهٔ O محل برخورد …………

مثال: استدلال استنتاجی زیر را کامل کنید و نتیجه بگیرید که سه ارتفاع هر مثلث 
همرس اند.

استدلال: مثلث دلخواه ABC را در نظر بگیرید و از هر رأس آن خطی به موازات 
ضلع مقابل به آن رأس رسم کنید تا مطابق شکل مقابل مثلثی مانند DEF به وجود آید.

چهارضلعی ABCF چه نوع چهارضلعی ای است؟ چرا؟

1   BC = …… بنابراین
ــ چهارضلعی ACBE چه نوع چهارضلعی ای است؟ چرا؟

2   BC = …… بنابراین
 ……… A ٔنقطه بنابراین  نتیجه می گیریم:  …..…… = ………؛  از )١( و )٢( 

پاره خط EF است.

}AG BC
BC  EF AG  EF⊥ ⇒

  
لذا خط AG ………………… پاره خط EF است.

به طور مشابه می توان نشان داد:
پاره خط BI، ……………… پاره خط DE است.

پاره خط CH، ……………… پاره خط DF است.
بنابراین، ارتفاع های مثلث ABC، روی عمود منصف های اضلاع مثلث ………… 

هستند و درنتیجه همرسند.

مثال: می دانیم که هر نقطه روی نیمساز یک زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله 
زاویه  آن  نیمساز  باشد، روی  فاصله  به یک  زاویه  دو ضلع یک  از  که  نقطه  هر  و  است 
قرار دارد. حال با کامل کردن استدلال استنتاجی بیان شده نتیجه بگیرید که نیمسازهای 

زاویه های داخلی هر مثلث همرس اند.
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نیمسازهای  می گیریم.  نظر  در  را  مقابل  در شکل   ABC دلخواه مثلث  استدلال: 
زوایای A و B مانند شکل یکدیگر را در نقطه ای مانند P قطع می کنند. از نقطهٔ P، مانند 

شکل سه عمود به اضلاع مثلث رسم می کنیم.
١ــ نقطهٔ P روی نیمساز زاویهٔ A است؛ بنابراین ………… = …………
٢ــ نقطهٔ P روی نیمساز زاویهٔ B است؛ بنابراین ………… = …………

از )١( و )٢( نتیجه می گیریم:  ……… = ……… بنابراین نقطهٔ P روی ………………
درنتیجه نقطهٔ P محل برخورد …………

ترتیب  به  را  مثلث  نام اضلاع  اولِ جدول،  کنید. در سطر  زیر دقت  مثلث های  به 
از بزرگ به کوچک و در سطر دوم، نام زاویه های مثلث را نیز به ترتیب از بزرگ به 

کوچک بنویسید.

چه رابطه ای بین هر ضلع و زاویهٔ زیر آن وجود دارد؟

با توجه به این رابطه دربارهٔ یک مثلث دلخواه چه حدسی می توان زد؟

برای رسیدن به این حدس از چه نوع استدلالی استفاده کردید؟

آیا با این استدلال می توان مطمئن بود که حدس موردنظر درست است؟

مسئله: اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند،
زاویهٔ روبه رو به ضلع بزرگ تر، بزرگ تر است از زاویهٔ روبه رو به ضلع کوچک تر.

استدلال: برای واضح شدن مطلب و کمک به حل مسئله، شکل مثلث را رسم می کنیم. 
آیا می توان هر نوع مثلث دلخواهی کشید؟ مانند آنچه درمسئله گفته شده است، مثلثی می کشیم 

که دو ضلع نابرابر داشته باشد و ویژگی خاص دیگری نداشته باشد.

AB >AC :فرض
حکم: …… < ……

اضلاع

زاویه ها

A

C
B

اضلاع

زاویه ها

F E

D

اضلاع

زاویه ها

G

I

H

A

B
C

A

C
B

F G

E

P
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A

B C

 یاد آوری

١ــ در مثلث متساوی الساقین زوایای روبه رو به ساق ها با هم برابرند.

دو  اندازه های  مجموع  با  است  برابر  مثلث  یک  خارجی  زاویۀ  هر  اندازۀ  ٢ــ 
زاویۀ داخلی غیرمجاورش.بنابراین هر زاویۀ خارجی مثلث از هر زاویۀ داخلی 

غیرمجاورش بزرگ تر است.

جایی   AB روی  را   D نقطهٔ  می توانیم  لذا  است؛   AB  >AC فرض  طبق  می دانیم 
 AC=AD انتخاب کنیم که

C C
∧ ∧

 اندازهٔ زاویه های C و C1 نسبت به هم چگونه اند؟     1
مثلث ADC چه نوع مثلثی است؟ 

C D
∧ ∧

1 1   اندازهٔ زاویه های C1 و D1 نسبت به هم چگونه اند؟        
زاویهٔ D1 چه نوع زاویه ای برای مثلث DBC است؟

D B
∧ ∧

1    اندازهٔ زاویه های D1 و B نسبت به هم چگونه اند؟     
از  و   و    چه نتیجه ای دربارهٔ اندازهٔ زاویه های B و C می توان 

گرفت؟
C B
∧ ∧

 
 AB  >AC فرض کردیم که ضلع ABC

∆
همان طورکه مشاهده کردید در مثلثی مانند 

است و نشان دادیم:  زاویهٔ روبه رو به AC < زاویهٔ روبه رو به AB است.
چرا می توان این موضوع را دربارهٔ تمام مثلث هایی که دو ضلع نابرابر دارند، پذیرفت؟

برخی نتایج مهم و پرکاربرد که مانند مسئلهٔ قبل با استدلال استنتاجی به دست می آید، 
قضیه نامیده می شود.

 قضیه ١: اگر در مثلثی دو ضلع نابرابر باشند،
ضلع  به  به رو  رو  زاویهٔ  از  است  بزرگ تر  بزرگ تر،  ضلع  به  روبه رو  زاویهٔ 

کوچک تر.
AB  < AC :فرض  
C :حکم B

∧ ∧
<  

زوایای  و  اضلاع  اندازه های  بررسی  کنید.  دقت  شد،  انجام  آنچه  به  دیگر  بار  ــ 
مثلث های مختلف، دقت در کشف رابطه میان این اندازه ها، حدس در برقراری رابطه ای 

خاص، طرح مسئله، اثبات درستی مسئله و نهایتاً نتیجه گیری.

A

B
C

D

۲

۲
۱

۱
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به دست  به ریاضی  مراحلی توسط علاقه مندان  نتایج ریاضی، طی چنین  از  بسیاری 
این  در  اما  نیست  که درست  تفکراتی  و  و حتی حدس ها  روند  این  مراحل  آمده  است. 

مراحل صورت می گیرد، می تواند موجب ارتقای تفکر ریاضی  شود.

اگر در یک قضیه، جای فرض و حکم را عوض کنیم به آنچه حاصل می شود 
یا  درست  است  ممکن  قضیه  یک  عکس  می شود.  گفته  قضیه«  »عکس 

نادرست باشد.

به طور مثال عکس قضیهٔ ١ به صورت زیر است:

 عکس قضیه ١:  اگر در مثلثی دو زاویه نابرابر باشند، ضلع روبه رو   به زاویۀ 
بزرگ تر، بزرگ تر است از ضلع روبه رو به زاویۀ کوچک تر. 

C :فرض B
∧ ∧
<  

AB  < AC :حکم  

مثال:
را  یکدیگر  قطرهایش  آنگاه  باشد،  متوازی الاضلاع  چهارضلعی  یک  اگر  قضیه: 

نصف می کنند.
آن  آنگاه  کنند،  نصف  را  یکدیگر  قطرها  چهارضلعی  یک  در  اگر  قضیه:  عکس 

چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

مثال:
قضیه: اگر دو ضلع از یک مثلث با هم برابر باشند، آنگاه ارتفاع های وارد بر آن دو 

ضلع نیز با هم برابرند. 
AB = AC :فرض  
ʹBH = CH :حکم  

عکس قضیه: اگر دو ارتفاع از یک مثلث با هم برابر باشند، آنگاه اضلاع نظیر به آن 
ارتفاع ها نیز با هم برابرند.

ʹBH = CH :فرض  
AB  = AC :حکم  

درواقع معمولاً برای نوشتن عکس قضیه، قسمت اصلی فرض، که حکم از آن ناشی 
 BH و ارتفاع بودن ABC می شود با حکم جابه جا می شود؛ مثلاً در مثال قبل مثلث بودن

و ʹCH در خود قضیه و عکس آن جزء مفروضات است.

A

CB

H´ H

عکس قضیه ١ در صفحات بعد
اثبات شده است.

A

CB
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گزاره یک جملۀ خبری است که دقیقاً درست یا نادرست باشد؛ اگرچه درست 
یا نادرست بودن آن بر ما معلوم نباشد. گزاره می تواند تنها یک خبر را اعلام 
کند که به آن گزارۀ ساده می گویند و می تواند بیش از یک خبر را اعلام کند 
مثلاً  می گویند؛  مرکب  گزاره  آن  به  که  باشد  ساده  گزارۀ  چند  از  ترکیبی  و 
گزاره های »فردا هوا بارانی است« و »پانزده عددی اول است«، هرکدام یک 
گزارۀ ساده است و »فردا هوا بارانی و پانزده یک عدد اول است« یک گزارۀ 

مرکب است.

جمله های زیر مثال هایی از گزاره است:
ــ مجموع زوایای داخلی هر مثلث 180 درجه است.

ــ 2>3
جمله های زیر گزاره نیست:
ــ آیا فردا هوا بارانی است؟

ــ چه هوای خوبی!
ــ کتابت را مطالعه کن.

نقیض یک گزاره: همان طورکه گفته شد، ارزش یک گزاره یا درست است و یا 
نادرست. نقیض یک گزاره مانند مثال های زیر ساخته می شود و ارزش آن دقیقاً مخالف 

ارزش خود گزاره است.

مثال:
الف( گزاره: »a از b بزرگ تر است.«

 b از   a« با  است  معادل  که  باشد.«  بزرگ تر   b از   a که  نیست  »چنین  آن:  نقیض 
بزرگ تر نیست.« و معادل است با »a از b کوچک تر و یا با b برابر است.«

ب( گزاره: »مجموع زوایای داخلی هر مثلث 180º است.«
که  است.«   180º مثلث  هر  داخلی  زوایای  مجموع  که  نیست  »چنین  آن:  نقیض 

معادل است با »مثلثی وجود دارد که مجموع زوایای داخلی آن 180º نیست.«
پ( گزاره: »یک چهارضلعی وجود دارد که مجموع زوایای داخلی اش 360º نیست.«

نقیض: »چنین نیست که یک چهارضلعی وجودداشته باشد که مجموع زوایای داخلی اش 
360º نیست.« که معادل است با »هر چهارضلعی مجموع زوایای داخلی اش 360º است.«

در برخی گزاره ها به جای اینکه دربارهٔ چیزی خبری قطعی داده شود، خبری که اعلام 
می شود با یک شرط بیان می شود؛ مثلاً »اگر باران ببارد، مسابقه برگزار نخواهد شد.« به 

چنین گزاره هایی، گزاره های شرطی می گویند.
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برهان  دارد،  کاربرد  هندسی  و  ریاضی  مسائل  در  که  استدلال  از  نوعی 
به طور  اینکه  به جای  که  بدین صورت  است.  خلف  برهان  یا  غیرمستقیم 
مستقیم از فرض شروع کنیم و به درستی حکم برسیم، فرض می کنیم حکم 
غلط باشد )یا به عبارتی فرض می کنیم، نقیض حکم درست باشد( و به یک 

تناقض یا به یک امر غیرممکن می رسیم.

مثال: از یک نقطه غیر واقع بر خط نمی توان بیش از یک عمود بر آن خط رسم کرد. 
فرض: نقطه ای مانند A غیر واقع بر خطی مانند d وجود دارد.

حکم: از نقطهٔ A نمی توان بیش از یک عمود بر خط d رسم کرد.
استدلال: با برهان غیرمستقیم فرض می کنیم حکم غلط باشد؛ یعنی فرض می کنیم از 
نقطهٔ A دو عمود بر خط d رسم کرده ایم که مانند شکل، خط d را در نقاط B و C قطع 
کرده اند. در این صورت مجموع زوایای داخلی مثلث ABC بزرگ تر از °١٨٠ خواهد 
شد و این غیرممکن است. پس امکان رسم دو عمود از یک نقطهٔ غیر واقع بر یک خط 

وجود ندارد؛ یعنی حکم نمی تواند غلط باشد.
حال می خواهیم عکس قضیهٔ 1 را با برهان غیرمستقیم ثابت کنیم.

 عکس قضیۀ ١:  اگر در مثلثی دو زاویه نابرابر باشند، ضلع مقابل به زاویهٔ 
بزرگ تر، بزرگ تر است از ضلع روبه رو به زاویهٔ کوچک تر.

برای واضح شدن مسئله و کمک به حل آن، شکل مثلث را رسم می کنیم و با استفاده 
از آن فرض و حکم را می نویسیم.

A : فرض B
∧ ∧
>  

BC > AC  : حکم

باید……  بنابراین  باشد.  حکم……  می کنیم  فرض  غیرمستقیم  برهان  با  اثبات: 
یا………… .

هر دو حالت را جداگانه بررسی می کنیم و نشان می دهیم هر دو حالت به تناقض منجر 
می شود.

حالت اول: اگر BC < AC باشد، طبق قضیهٔ ١ باید …………، که با فرض در 
تناقض است.

ABC یک مثلث……… خواهد بود و می دانیم 
∆ حالت دوم: اگر BC = AC باشد، 

 BC < AC باشد که در تناقض با فرض است. لذا هر دو حالت A B
∧ ∧
= در این حالت باید 

و BC = AC غیرممکن اند؛ بنابراین BC > AC است و حکم درست است.

A

B

C

A

B Cd
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 قضیه های دوشرطی
همان گونه که دیدیم، قضیهٔ 1 و عکس آن هر دو درست است؛ بنابراین می توانیم بگوییم 

که:

اگر در مثلثی، دو ضلع نابرابر باشند، زاویۀ مقابل به ضلع بزرگ تر، بزرگ تر 
است از زاویۀ مقابل به ضلع کوچک تر، و برعکس.

چنین قضیه هایی را »قضیه های دوشرطی« می نامیم.
⇔ )اگر و تنها اگر( بیان کرد؛ به طور مثال  قضیه های دو شرطی را می توان با نماد 

قضیهٔ فوق و عکس آن را می توان به صورت زیر بیان کرد:
ABC یک مثلث باشد

∆ فرض کنیم 
BC > AB A C

∧ ∧
⇔ <

مثال: در یک مثلث، دو ضلع با هم برابرند؛ اگر و تنها اگر ارتفاع های نظیر آنها با هم 
برابر باشند.

 مثال نقض
نوع دیگری از استدلال که با آن آشنا شده اید، استدلال با مثال نقض است. گاهی در 
برخی موضوعات )چه ریاضی و چه غیرریاضی( یک حکم به صورت کلی بیان می شود؛ 
بدین صورت که در مورد تمام اعضای یک مجموعه یک حکم بیان می شود. موارد زیر 

نمونه هایی از حکم های کلی است:
 الف(  »همهٔ اعداد صحیح، مثبت اند.« )حکمی کلی در مورد تمام اعداد صحیح(

 ب(  »هر چهار ضلعی که چهار ضلع برابر داشته باشد، مربع است.« )حکم کلی در مورد 

تمام چهارضلعی هایی که چهار ضلع برابر دارند(

 پ(  »مجموع زاویه های داخلی هر چهارضلعی محدب °36٠ است.« )حکم کلی در مورد 

تمام چهارضلعی های محدب(

 ت(  »به ازای هر عدد طبیعی n، مقدار عبارت n2 + n + 41 عددی اول است.« )حکم کلی 

در مورد تمام اعداد طبیعی(

حدس خود را دربارهٔ درستی یا نادرستی حکم کلی »الف«  بنویسید. چگونه می توانید 
درستی حدس خود را ثابت کنید؟

می دانیم که )٢-( یک عدد صحیح و منفی است؛ بنابراین حکم کلی »الف« با ارائهٔ 

A

B

C
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 همین مثال رد می شود. به چنین مثالی که نشان می دهد یک حکم کلی نادرست است،
مثال نقض گفته می شود. دربارهٔ درستی یا نادرستی »ب« چه می توانید بگویید؟

اگر برای یک حکم کلی نتوانیم مثال نقض بیاوریم، دربارهٔ درستی یا نادرستی آن حکم 
چه می توان گفت؟ آیا در موارد )پ( و )ت( می توانید مثال نقض پیدا کنید؟

آیا اگر در مورد یک حکم کلی نتوانیم مثال نقض پیدا کنیم، باید درستیِ آن حکم کلی 
را نتیجه گیری کنیم؟ در مورد )پ( مثال نقض وجود ندارد؛ اما این برای پذیرش حکم کلی 
)پ( کافی نیست و باید توجه کرد که »برای نشان دادن درستی یک حکم کلی باید اثبات 

ارائه کنیم.« دربارهٔ گزینهٔ )ت( چه می توان گفت؟

اگر درستی یک حکم کلی را نتوانیم اثبات کنیم و برای رد آن مثال نقض نیز نتوانیم 
بیابیم، نمی توان دربارهٔ درستی یا نادرستی آن حکم کلی، نتیجه ای گرفت.

 a ضلع  طول  به  منتظم  هفت ضلعی  یک  رأس های  نقطه ها،  مقابل  شکل  در  ١ــ 
می باشند. فاصلهٔ هر رأس از رأس بعدی برابر a و از دومین رأس بعد از آن برابر 
b و از سومین رأس بعد از آن برابر c است. آیا حکم کلی زیر درست است؟ »با 
وصل کردن هر سه رأس از این شکل یک مثلث متساوی الساقین، به دست می آید«.

٢ــ آیا حکم های کلی زیر درست است؟ چرا؟

B ⊆ A و یا A ⊆ B یا ،B و A ٔالف( برای هر دو مجموعه

ب( هر دو مثلث که مساحت های برابر داشته باشند، هم نهشت اند.

١ــ می دانیم که از یک نقطهٔ خارج از یک خط فقط یک خط به موازات آن می توان 
رسم کرد. حال با برهان خلف ثابت کنید خطی که یکی از دو خط موازی را قطع کند، 

دیگری را نیز قطع می کند.

a

b

c
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. B C
∧ ∧
≠ ٢ــ با برهان خلف ثابت کنید اگر در مثلث AB ≠ AC  ،ABC آنگاه 

٣ــ گزاره های زیر را اثبات یا رد کنید.
الف( در هر مثلث، اندازهٔ بزرگ ترین زاویه، از چهار برابر اندازهٔ کوچک ترین زاویه، 

کوچک تر است.
ب( در هر مثلث، هر ارتفاع از هرکدام از سه ضلع مثلث کوچک تر است. 

با استدلال استنتاجی ثابت کنید مجموع زاویه های داخلی هر n ضلعی محدب  4ــ 
. )n-2( *180 برابر است با

5ــ نقیض هر یک از گزاره های زیر را بنویسید.
الف( هر لوزی یک مربع است.

ب( مستطیلی وجود دارد که مربع نیست.
پ( هیچ مثلثی بیش از یک زاویهٔ قائمه ندارد.

ت( مجموع زاویه های داخلی هر چهارضلعی محدب برابر 360º است.

6ــ عکس هر یک از قضایای زیر را بنویسید و سپس آنها را به صورت یک قضیه 
دوشرطی بنویسید.

الف( در هر مثلث، اگر دو ضلع برابر باشند، دو زاویه روبه رو به آنها نیز برابرند.
ب( اگر یک چهارضلعی لوزی باشد، قطرهایش عمودمنصف یکدیگرند.

پ( در هر مثلث، اگر سه ضلع برابر باشند، آنگاه سه زاویه نیز با هم برابرند.
ت( اگر دو دایره شعاع های برابر داشته باشند، آنگاه مساحت های برابر نیز دارند.
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 قضیه تالس و تشابه شکل های هندسی، کاربردهای زیادی در 
محاسبه طول ها و فاصله های غیر قابل دسترس دارد.

این  از  نمونه ای  آنها  سایه  کمک  به  بلندی ها  ارتفاع  محاسبه 
کاربردهاست.
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حاصل ضرب  برابری  یعنی  آن،  اصلی  ویژگی  و  دارید  آشنایی  تناسب  و  نسبت  با 
ad  =  bc آنگاه a c(b,d )

b d
≠ =0  طرفین و وسطین را می شناسید؛ یعنی می دانید که اگر 

نتیجه می شود. نسبت   x z
t y
= تناسب   t  , y ≠0 با شرط  xy  =  zt از تساوی  برعکس؛  و 

که  شرطی  به  می شود  تعریف  صورت  همین  به  هم  هندسه  در  پاره خط  دو  اندازه های 
 ٢cm پاره خطی به طول AB هر دو با یک واحد اندازه گیری بیان شده باشند؛ مثلاً اگر
و  A B cm′ ′ = 4 کنید  فرض  . حال  AB

CD
=

2

5
باشد،   ٥cm به طول پاره خطی   CD و

C ، در این صورت D cm′ ′ =10
A B
C D
′ ′

= =
′ ′

4 2

10 5

AB درست می شود. بدیهی است که اگر  A B
CD C D

′ ′
=

′ ′
و بنابراین یک تناسب به صورت 

5 است.
2

 ،AB به CD 2 باشد، نسبت
5

 ،CD به AB نسبت

مثلث  بگیرید. مساحت  نظر  را در  آن  از   CE و BD ارتفاع های و   ABC مثلث
ABC را یک بار با درنظرگرفتن قاعدهٔ  AC و ارتفاع BD و بار دیگر با در نظرگرفتن 

قاعدهٔ AB بنویسید.
ABC مساحت AC ...= ×

1

2
 

ABC مساحت ... ...= ×
1

2
 

ــ عبارت های سمت راست، هر دو مساوی یک چیزند.
بنابراین: ...  *  ...  =  ...  *  AC آیا می توانید از آنجا یک تناسب بنویسید؟

پاسخ خود را با پاسخ دوستانتان مقایسه کنید. آیا همه به یک جواب رسیده اید؟
تفاوت پاسخ ها چه چیزی را نشان می دهد؟

A

B C

D

E

A
B

C

D

A´

B´

C´

D´

1
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1

با توجه به فعالیت بالا، جای خالی را با عبارت های مناسب پر کنید.

در هر مثلث، نسبت اندازه های هر دو ضلع، با عکس نسبت ......... وارد 
بر آنها برابر است.

 A B C′ ′ ′ و   ABC      مثلث دو  A  در  H′ ′ و   AH ارتفاع های  مقابل  شکل  در 
) AH A H′ ′= ( هم اندازه اند 

با پرکردن جاهای خالی و انجام عملیات ریاضی، نتیجهٔ زیر را به دست آورید.
 

 
 SABC  =  ABC  مساحت = ×

1

2
    

A B CS ′ ′ ′ = ×
1

2
   

ABC

A B C

S ...
S ...′ ′ ′

×
= =

×

1
2
1
2

 

 

 

مساحت های  نسبت  باشد،  برابر  مثلث  دو  اندازۀ ارتفاع های  هرگاه 
آنها برابر با نسبت اندازۀ قاعده هایی است که این ارتفاع ها بر آنها وارد 

شده است.

 A رأس  در  که  را   AEF و   ADE، ACD، ABC مثلث های  مقابل  شکل  در 
کدام  مثلث ها  این  همهٔ   A رأس  با  متناظر  ارتفاع  بگیرید.  نظر  در  مشترک اند، 

پاره خط است؟
 

با توجه به نتیجهٔ فعالیت )٢( جاهای خالی را پر کنید:

ABC ACD ACE

ACD AEF ABF

S S S... ... ...
S ... S ... S ...

= = =

A

B C
H

A´

B´ C´H´

A

B C H D E F

2
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3

2

اگر دو مثلث در یک رأس مشترک بوده و قاعدۀ مقابل به این رأس 
نسبت  با  برابر  آنها  نسبت مساحت های  باشد،  راست  خط  یک  روی  آنها 

اندازۀ قاعده های آنهاست. مثلاً در شکل روبه رو:

ABC

ACD

S ABC BC
S ACD CD

= =
مساحت
مساحت

 BC ٔموازی است. چرا ارتفاع های وارد بر قاعده BC  با d در شکل روبه رو خط
در مثلث های DBC و ABC با هم برابر است؟ اگر طول این ارتفاع ها را h بنامیم 

و طول BC را با a نمایش دهیم، مساحت این مثلث ها چقدر است؟ 

روبه روی  رأس های  و  باشند  داشته  مشترکی  قاعدۀ  مثلث،  دو  اگر 
مثلث ها  این  باشند،  قاعده  این  موازی  خط،  یک  روی  آنها،  قاعدۀ  این 
هم مساحت اند. مثلاً در شکل بالا مثلث های DBC ،ABC هم مساحت اند.

 

 ویژگی های تناسب
به کمک اعمال و روش های جبری می توان از هر تناسب، تناسب ها یا تساوی های 
این  درستی  )اثبات  است  زیر  شرح  به  ویژگی ها  این  مهم ترین  گرفت.  نتیجه  را  دیگری 

ویژگی ها را در مجلهٔ ریاضی انتهای فصل می توانید ببینید( 

B C

A dD

h

A

B C D

 d = 0 و b)طرفین وسطین کردن(
 

= ⇔ × = ×
3 6

3 10 5 6
5 10  

a c ad bc
b d
= ⇔ =

= d = 0 و c و b و a)معکوس کردن طرفین تناسب( ⇒ =
2 4 5 10

5 10 2 4
 
  

a c b d (a,b,c,d )
b d a c
= ⇒ = ≠0

=d = 0 و c و b و a)تعویض جای طرفین یا وسطین( ⇒ =
2 6 9 6

3 9 3 2
 a c d c
b d b a
= ⇒ = a یا  b

c d
=

 

=d = 0 و b)ترکیب نسبت در صورت یا مخرج ( ⇒ =
2 4 2 4

3 6 5 10

a c a b c d
b d b d

+ +
= ⇒ = یا a c

a b c d
=

+ +

=d = 0 و b)تفضیل نسبت در صورت یا مخرج( ⇒ =
30 20 9 6

21 14 21 14
 
 
a c a b c d
b d b d

− −
= ⇒ = یا a c

a b c d
=

− −  

b و d = 0= ⇒ = =
4 8 12 8 4

6 12 18 12 6

a c a c a c
b d b d b d

+
= ⇒ = =

+

1

2

3

4

5

6
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 تعریف واسطۀ )میانگین( هندسی:  اگر طرفین یا وسطین یک تناسب شامل 
با طرفین وسطین کردن تناسب،  b c

a b
= a یا  b

b c
= دو عدد برابر باشد؛ یعنی 

نتیجه می شود: b2=  ac . در این صورت b را واسطۀ هندسی a و c می نامیم. 
اگر دو پاره خط به طول های 4 و ٩ واحد داشته باشیم، پاره خطی که 6  مثلاً 

واحد طول دارد، واسطۀ هندسی بین آنهاست )چرا؟(

x حاصل x + y + z را به دست آورید. y z
= = =

3

2 3 6 5
١ــ اگر 

٢ــ طول پاره خطی را به دست آورید که واسطهٔ هندسی بین دو پاره خط به طول های 
٨ و ١٠ سانتی متر است.

 3 15

2
بلندترین ارتفاع آن  ٣ــ طول های اضلاع مثلثی 4 و 6 و ٨ سانتی مترند و 

سانتی متر است. طول های دو ارتفاع دیگر مثلث را به دست آورید.

4ــ در شکل مقابل مساحت مثلث ACE سه برابر مساحت مثلث ADE و دو برابر 
BC را به دست آورید.

DE
DE و 

BD
مساحت مثلث ABD است. نسبت های 

 BD  = 6cm 8 است. اگرcm2 ،ABC و مساحت مثلث  d || d′ 5ــ در شکل مقابل
باشد، فاصلهٔ نقطهٔ C از BD را به دست آورید.

A

B CD E

A

B C

d

d´

D

bn= 0 و ... و b2 و b1)تعمیم ویژگی 6(

nn n

n n n

a a a a a a aa a
b b b b b b b b b

+ + +
= = = ⇒ = = = =

+ + +


 



1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

+ + +
= = = ⇒ = = = = =

+ + +
2 4 6 8 2 4 6 8 2 4 6 8 20

3 6 9 12 3 6 9 12 3 6 9 12 30

7
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و   DAE مثلث های است.  رسم شده   BC موازی ضلع  DE مقابل خط در شکل 
DEC در رأس D مشترک اند. قاعده های مقابل به این رأس کدام اند؟ با توجه به نتیجهٔ ١ 

از درس اول، تناسب های زیر را کامل کنید:
DAE ADE

DEC DBE

S S,
S S

= =
 

 

مثلث های DBE و DEC هم مساحت اند )چرا؟( با توجه به این موضوع از تساوی های 
بالا تناسب زیر را نتیجه گیری کنید:

AE
DB

=




 
بنابراین قضیه زیر را اثبات کردیم:

 قضیۀ تالس:  هرگاه در یک مثلث، خطی موازی یکی از اضلاع، دو ضلع دیگر 
مثلث را در دو نقطه قطع کند، روی آن دو ضلع، چهار پاره خط جدا می کند که 
اندازه های آنها تشکیل یک تناسب را می دهند. به طور خلاصه هرگاه مانند 

شکل روبه رو داشته باشیم DE||  BC، آنگاه:
AD AE
DB EC

=

١ــ در شکل مقابل DE||  BC و AD=1 و DB  =3 و AE  =0/8. به کمک قضیهٔ 
تالس طول AC را به دست آورید.

معادله،  با تشکیل یک  و  تالس  به کمک قضیهٔ  مقابل MN||  BC؛  ٢ــ در شکل 
مقدار x را به دست آورید.

A

B C

D E

A

B C

D E

A

B C

D E

A

B C

M N
2x-0/5x

4/53
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٣ــ در شکل مقابل DE||  BC ؛ تناسب قضیهٔ تالس را بنویسید و به کمک ترکیب نسبت 
AD و با تفضیل نسبت در صورت از این تناسب، رابطهٔ AE

AB AC
=  در مخرج، رابطهٔ 

DB را نتیجه بگیرید. این رابطه ها صورت های دیگر قضیه تالس هستند. CE
AB AC

=

در شکل مقابل DE||  BC، از نقطهٔ E، پاره خط EF را موازی AB رسم کرده ایم. 
چهارضلعی DEFB چه نوع چهارضلعی است؟ چرا؟

با توجه به این موضوع داریم:
DE  =  ...     ,     DB  =  ...

در مثلث ABC و با درنظرگرفتن DE||  BC، قضیهٔ تالس را بنویسید.

          
AD

AC
=




   )١(

در مثلث CAB با توجه به EF ||  AB، قضیهٔ تالس را بنویسید.
BF
BC

=




   )٢(

با توجه به روابط )1( و )2( و جای گذاری DE به جای BF خواهیم داشت:
AD AE DE
AB AC BC

= =

و  کند  نقطه قطع  دو  در  را  مثلثی  اگر خطی دو ضلع  تالس:   تعمیم قضیۀ   
با ضلع سوم آن موازی باشد، مثلثی پدید می آید که اندازۀ ضلع های آن با 

اندازۀ ضلع های مثلث اصلی متناسب اند؛ مثلاً در شکل روبه رو داریم:

AD AE DE
AB AC BC

= =

AM حال  AN
AB AC

= در شکل مقابل، با فرض MN||  BC، طبق قضیهٔ تالس داریم: 
عکس قضیهٔ تالس را به زبان ریاضی بنویسید.

......... ⇒ .........  

A

B C

D E

A

B C

D E

A

B F C

D E

1

A

CB

NM
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 عکس قضیۀ تالس:  اگر خطی دو ضلع مثلثی را قطع کند و روی آنها، چهار 
با ضلع سوم مثلث  متناسب جدا کند، آن گاه  اندازه های متناظراً  با  پاره خط 

موازی است.

اثبات با برهان خلف است. در شکل می دانیم:

پاره خط  M ٔنقطه از  ، پس  MN ||BC بر خلاف حکم  ، فرض کنیم  AM AN
AB AC

=

را موازی BC رسم می کنیم. حال با توجه به قضیهٔ تالس داریم: MN′

ANMN || BC
AC

′
′ ⇒ =





 

درنتیجه:  و   =
 

   
می شود نتیجه  مسئله  فرض  با  تناسب،  این  مقایسهٔ  از 

 BC است که موازی MN' همان MN منطبق است و N' بر N و بنابراین AN AN′ =

است.

مثال: در شکل مقابل MN  ||BC است، مقادیر x و y را به دست آورید.
حل: با توجه به قضیه تالس و تعمیم آن داریم:

AM
MB

AN
NC

x x

x x x x
AM
AB

MN
BC

= ⇒ =
−

⇒

= − ⇒ = ⇒ =

=

3

0 5

2 25
2 25 3 1 5 0 75 1 5 2

/
/

/ / / /

⇒⇒ = ⇒ =
2

5 4 5
1 8

y y
/

/

١ــ  در شکل مقابل DE  ||BC؛ با توجه به اندازهٔ پاره خط ها، طول های DE و AB را 
به دست آورید.

 BC را به دست آورید و سپس طول x ؛ مقدارMN  ||BC ٢ــ در شکل مقابل، اگر
را نیز بیابید.

٣ــ در شکل مقابل MN  ||BC؛ مقادیر x و y را به دست آورید.

A

CB

NM
N´

A

C
B

NM
x x+2x-0/5

21

A

C B

N M

x

x

x+2

2y-1

9

4

A

B C

D E
0/5

4

2 1

A

C

B

N
M

2x+0/5

x-0/5

2/25

y

x

3
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BC با استفاده از قضیهٔ تالس و  || B C′ ′ AB و  || A B′ ′ ٤ــ در شکل مقابل می دانیم 
AC || A C′ ′ عکس آن ثابت کنید: 

٥  ــ در شکل مقابل می دانیم BC  || DE و BE  ||DF،به کمک قضیهٔ تالس در مثلث های 
ADE و ADF و مقایسهٔ تناسب ها با یکدیگر، ثابت کنید: AE2  =  AC . AF )به عبارت 

دیگر AE واسطه هندسی بین AC و AF است(

فاصله های  محاسبهٔ  تاکنون،  دور  زمان های  از  تالس  قضیهٔ  ازکاربردهای  یکی  6ــ 
ارتفاع  مانند  بلند  ارتفاع  یک  تعیین  برای  مثال  عنوان  به  است؛  بوده  دسترس  غیرقابل 
یک درخت بلند در زمانی معین، طول سایهٔ درخت را روی زمین اندازه می گیریم؛ سپس 
یک قطعه چوب کوتاه را که به آن شاخص می گویند، طوری به صورت عمودی جابه جا 
می کنیم که سایهٔ آن روی امتداد سایهٔ درخت قرار گیرد و نوک سایهٔ شاخص نیز بر نوک 
سایهٔ درخت منطبق شود؛ به طور مثال اگر طول سایهٔ درخت 60 متر، طول سایهٔ شاخص 

3 متر و طول شاخص 1 متر باشد، بلندی درخت چند متر است؟

7ــ در ذوزنقه مقابل MN||AB||CD ، ثابت کنید:

AM )قضیه تالس در ذوزنقه(
MD

BN
NC

=

)راهنمایی: یکی از قطرها را رسم کنید.(

8  ــ ابعاد یک زمین استاندارد والیبال 9 متر در 18 متر است که توسط خط میانی به دو 
مربع 9*9 تفکیک می شود و تور والیبال مردان با ارتفاع  2/43 متر روی خط وسط نصب 

شده است. در یک لحظه، یک بازیکن با قد 180 سانتی متر و در فاصلهٔ دو متری تور، 
به هوا می پرد و توپی را که در ارتفاع 30 سانتی متری 
بالای سرش است با ضربه آبشار مماس بر تور وسط 
روانه زمین حریف می کند و توپ روی خط انتهای 
زمین حریف می نشیند. این بازیکن برای ضربه زدن 

چقدر به هوا پریده است؟

O

X Z

A
Á

C
C´

B

B´

A

BC

DE

F

A B

CD

M N

9 m

18 m

?
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اینجا  در  شدید.  آشنا  متشابه  چند ضلعی های  و  تشابه  مفهوم  با  گذشته  سال  در 
می خواهیم دربارهٔ تشابه مثلث ها، بیشتر بدانیم. با توجه به تعریف تشابه چند ضلعی ها، دو 
اندازه های  آنها هم اندازه و  A متشابه اند؛ اگر و فقط اگر زوایای  B C′ ′ ′ مثلث ABC و 

اضلاع آنها متناسب باشند:
A A

A B A C B CB B , A B C ABC
AB AC BC

C C

′∠ = ∠
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′∠ = ∠ = = ⇔ ∆ ∆

′∠ = ∠



اگر  مثلاً  می گوییم.  تشابه  نسبت  را  مثلث  دو  در  هم  نظیر  اندازه های اضلاع  نسبت 
 ABC نظیر به نظیر نصف اضلاع مثلث A B C′ ′ ′ A باشد و اندازهٔ اضلاع مثلث B

AB
′ ′

=
1

2
، متشابه است. 1

2
با مثلث ABC با نسبت تشابه  A B C′ ′ ′ باشند، گوییم مثلث

A متشابه است؟ B C′ ′ ′ سؤال: مثلث ABC با چه نسبت تشابهی، با مثلث

 قضیۀ اساسی تشابه مثلث ها

اگر خط راستی موازی یکی از اضلاع مثلثی، دو ضلع دیگر )یا امتداد آنها( را در 
دو نقطه قطع کند، مثلثی با آنها تشکیل می دهد که با مثلث اصلی متشابه است.

MN||BC ⇒ ∆AMN  ∼  ∆ABC 

∠C برابرند. چرا؟ و B∠ ∠N به ترتیب با زاویه های  ∠M  و ١ــ زاویه های 
٢ــ با توجه به تعمیم قضیهٔ تالس تناسب زیر را کامل کنید:

AM MN
AC

= =


 

 

٣ــ از )١( و )٢( در مورد مثلث های AMN و ABC چه نتیجه ای می توان گرفت؟

A

CB

A´

C´B´

A

C

N

B

M
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حال با توجه به قضیهٔ اساسی تشابه مثلث ها، می توانیم سه قضیهٔ اصلی را که حالت های 
مختلف تشابه مثلث ها را بیان می کند )مانند حالت های هم نهشتی مثلث ها( اثبات کنیم.

راهبرد کلی ما برای اثبات این سه قضیه، این است که روی اضلاع AB و AC از 
جدا، و ثابت کنیم  A C′ ′ A و B′ ′ مثلث بزرگ تر، AM و AN را هم اندازه دو ضلع نظیر 

MN موازی BC است.

 قضیه 1:  هرگاه دو زاویه از مثلثی، با دو زاویه از مثلث دیگر هم اندازه 
باشند، دو مثلث متشابه اند.

) B B ,C C ABC A B C
∧ ∧ ∧ ∧

′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ ∆ ∆ (

اثبات: روی ضلع های AB و AC پاره خط های AM و AN را به ترتیب هم اندازه 
A جدا می کنیم. C′ ′ A و  B′ ′ با 

B B′∠ = ∠ A و  B C A B C′ ′ ′∠ +∠ +∠ =∠ +∠ +∠ = °180 ١ــ 
A A′∠ = ∠ C بنابراین  C′∠ = ∠ و

 AM A B′ ′= AN و  AC= ′ ′ ∠ و  =∠ ′A A  
)ض زض(
⇒  ∆ ≅ ∆ ′ ′ ′AMN AB C ٢ــ 

⇒ MN B C= ′ ′ ∠ و  =∠ ′M B ∠ و  =∠ ′N C
 ∠ =∠ ′M B ∠ و  =∠ ′B B  ⇒ ∠ =∠M B  ⇒ MN BC 3ــ 

∆ ′ ′ ′ ∆AB C ABC ∆و در نتیجه:  ≅ ∆ ′ ′ ′AMN AB C ∆ ′ ′ ′ ∆AB C ABC ٤ــ طبق قضیهٔ اساسی تشابه، 

 قضیه 2:  هرگاه اندازه های دو ضلع از مثلثی با اندازه های دو ضلع از مثلث 
دیگر متناسب باشند و زاویهٔ بین آنها، هم اندازه باشند، دو مثلث متشابه اند:

A B A CA A , ABC A B C
AB AC
′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′∠ = ∠ = ⇒ ∆ ∆  

اثبات: روی ضلع های AB و AC، پاره خط های AM و AN را به ترتیب هم اندازهٔ 
A جدا می کنیم. C′ ′ A و B′ ′

را  آنها  برابر  اجزای  هم نهشت اند؟  حالتی  چه  به  A B C′ ′ ′ و  AMN مثلث های  ١ــ 
مشخص کنید.

آنها را قرار  با  اندازه  پاره خط های هم   ، A C′ ′ A و B′ ٢ــ در فرض مسئله به جای′
دهید. حال بگویید چرا MN || BC؟

٣ــ با توجه به قضیهٔ اساسی تشابه مثلث ها و نتیجهٔ قسمت )١( درستی حکم را ثابت 
کنید.
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از  اندازه های سه ضلع  با  مثلثی  از  اندازه های سه ضلع  3:  هرگاه   قضیۀ 
مثلث دیگر متناسب باشند، دو مثلث متشابه اند:

A B A C B C ABC A B C
AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′= = ⇒ ∆ ∆  

و  A B′ ′ ترتیب هم اندازه به  پاره خط های AM و AN را   ،AC و AB اثبات: روی
A جدا کنید. C′ ′

سپس  و  کنید  جایگزین  را  آنها  مساوی های  A C′ ′ و  A B′ جای′ به  فرض  در  ١ــ 
بگویید چرا MN  ||  BC؟ 

٢ــ از قضیهٔ اساسی تشابه، چه نتیجه ای می گیریم؟
با  تناسب ها  این  مقایسهٔ  از  بنویسید.   ABC مثلث  در  را  تالس  قضیهٔ  تعمیم  ٣ــ 

تناسب های فرض، نتیجه بگیرید:
MN B C′ ′=  

و AMN به چه حالتی هم نهشت اند؟ از اینجا درستی حکم  A B C′ ′ ′ ٤ــ مثلث های
را ثابت کنید.

مثال: مطابق شکل روبه رو، یک تیر )دکل( انتقال برق به ارتفاع 21 متر در اثر وزش 
باد خم شده است و در موقعیت جدید، نوک آن از زمین 18 متر فاصله دارد. می خواهیم 
با قرار دادن یک تیر فلزی به طول 15 متر، عمود بر آن، آن را به طور موقت سرپا نگه 

داریم. پای این تیر فلزی را باید در چه فاصله ای از پای تیر انتقال برق محکم کنیم؟
حل: اگر تیر برق را با یک پاره خط و تیر فلزی نگه  دارنده را نیز با پاره خطی دیگر 

مشخص کنیم، شکل روبه رو را دوباره رسم می کنیم.
حال در دو مثلث ABC و BDE داریم:

∠B  =∠B , ∠C  =∠E=90° ⇒

∆ABC ∼ ∆BDE ⇒
)در نوشتن نسبت تشابه، توجّه کنید که اضلاع روبه رو به زوایای مساوی در دو مثلث 

را در یک نسبت بر هم تقسیم کنید.(

  DE BD BE BD BD / m
AC AB BC

×
= = ⇒ = ⇒ = =

15 21 15
17 5

18 21 18

یعنی باید پای تیر فلزی را در فاصلهٔ 17/5 متری از پای دکل برق محکم کرد.

21 m

15 m

?

18 m

A

B C D

E

با استفاده از این سه قضیه )به خصوص 
قضیه 1( می توانیم تشابه مثلث های متشابه 
مسئله های  طریق  آن  از  و  کنیم  اثبات  را 

زیادی را حل کنیم.
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 B ٔرا مساوی زاویه  NMC ٔزاویه ،AC وسط M ٔاز نقطه ،ABC مثال: در مثلث
جدا کرده ایم. اگر NC=2 و NB=4، طول AC را به دست آورید.

حل: با کمی دقت مشاهده می کنید که مثلث های MNC و ABC دو زاویهٔ هم اندازه 
دارند و در نتیجه متشابه اند.

∠M = ∠B  ,  ∠C  =∠C ⇒∆MNC ∼ ∆ABC 

از آنجا با نوشتن نسبت تشابه داریم:  
MC MN NC
BC AB AC

= =

را قرار می دهیم:
 
 AC

2
 ، MC و به جای

  AC NC AC NC.BC NC(NC NB) AC
BC AC

( ) AC

= ⇒ = = + ⇒ =

× + = ⇒ =

2 22 2
2

2 2 2 4 24 2 6

را   x اندازهٔ  نوشته شده است.  آن  پاره خط روی  هر  اندازهٔ  مقابل  در شکل  مثال: 
به دست آورید.

حل: به کمک عددهای داده شده، بدیهی است که:
 و با توجّه به زاویهٔ مشترک  

 

AD بنابراین : 
AC

= و AE
AB

= =
6 1

12 2
A مثلث های ...... و ...... متشابه اند. نسبت تشابه را بنویسید و x را به دست آورید.

AÉ را هم   ، AB و روی AD را هم اندازه AD́  ، AC سؤال: در شکل، روی
D́É؟    ||  BC جدا کنید. چرا AE ٔاندازه

اثبات قضیۀ فیثاغورس و روابط طولی دیگر در مثلث قائم الزاویه 

1ــ در مثلث قائم الزاویهٔ A=90°( ABC( ارتفاع AH را رسم می کنیم. آیا می توانید 
 H
∧ B و 90°=…=

∧ دو زاویهٔ هم اندازه را در دو مثلث ABH و ABC نام ببرید؟ …=
به همین ترتیب دو زاویهٔ هم اندازه از دو مثلث ACH و ABC را نام ببرید. بنابراین 

می توانیم بگوییم:
∆ABH ∼ ∆ABC   ,   ∆ACH ∼ ∆ABC

چرا مثلث های ABH و ACH، خودشان با هم متشابه اند؟

A

CB N

M

A

B CH

A

C
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D
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مثلث  دو  به  را  آن  وتر،  بر  وارد  ارتفاع  قائم الزاویه،  مثلث  هر  در 
قائم الزاویه تفکیک می کند که هر دو با هم و با مثلث  اصلی متشابه اند.

2ــ نسبت تشابه دو مثلث ABH و ABC را بنویسید:
AH AB AB

AB
= = ⇒ = ×2

 

 

 

3ــ نسبت تشابه دو مثلث ACH و ABC را بنویسید و از آنجا ثابت کنید AC واسطهٔ 
هندسی BC و CH است.

4ــ نسبت تشابه دو مثلث ACH و ABH را بنویسید و از آنجا ثابت کنید AH واسطهٔ 
هندسی بین BH و CH است.

5ــ از روابط 2 و 3 داریم: 
)قضیهٔ فیثاغورس(  

AB2+AC2=BC*…+BC*…=BC)…+…(=BC.BC=BC2

در مثلث قائم الزاویۀ ABC روابط مهم زیر برقرارند. این رابطه ها را 
روابط طولی می نامیم؛ زیرا با اندازه های اضلاع سروکار دارند:

1(AB2=BC.BH                             2( AC2=BC.CH
                                                                                       3(AB2+AC2=BC2                         4( AH2=BH.CH
5(AH*BC=AB*AC

 x , y 1ــ در هر یک از شکل های زیر، تشابه مثلث ها را ثابت کنید و از آنجا مقادیر
را مشخص کنید:

A

B CH

A B

C

D E

y

3

5

8

x

2

x

1 2

6

6/6

3

80°

40°

3b3a

3c

x

2b2a

2c



43

2ــ در مثلث قائم الزاویهٔ A=90°( ABC(، ارتفاع AH را رسم کرده ایم. به کمک 
روابط طولی در مثلث قائم الزاویه در هر یک از موارد زیر با توجه به مفروضات داده شده، 

مقادیر مجهول را محاسبه کنید.

1( BH=9     ,     CH=4     ,     AH=?     ,     AB=?     ,     AC=?  
2( AB=10   ,     BC=12   ,     AC=?     ,     AH=?    
3( AB=8     ,     AC=6     ,     BH=?     ,     CH=?   
4( AB=8     ,     AH=4     ,     BC=?     ,     AC=?    

 ـ در شکل روبه رو  A1=∠B∠ و AC=4 و BD=6، طول BC را به دست آورید. 3ـ

4ــ در شکل روبه رو ABCD ذوزنقه است. طول قاعدهٔ CD را به دست آورید.

5 ــ در شکل مقابل، مثلثی با اضلاع 13 و 14 و 15 رسم شده است. به کمک قضیهٔ 
فیثاغورس در مثلث های ABH و ACH، مقادیر x و y را به دست آورید و از آنجا مساحت 

مثلث را محاسبه کنید.

6 ــ در حیاط یک دبیرستان، دو درخت بلند وجود دارد. معلم هندسه از دانش آموزان 
خواست که برای تعیین ارتفاع این دو درخت روشی را ارائه کنند. در اینجا روش های 
دو دانش آموز را می بینید. با توجّه به اطلاعات داده شده ارتفاع هر درخت را تعیین کنید.

الف( روش ترانه: ترانه یک چوب 2/5 متری را به صورت عمودی روی زمین در 
جایی محکم کرد. طول سایهٔ چوب در آن زمان 1/5 متر بود. هم زمان طول سایهٔ درخت 
این  ارتفاع  بگیرد؟  اندازه  را  درخت  ارتفاع  توانست  او  چگونه  اینجا  از  بود.  متر   12

درخت چند متر است؟

ب(  روش شهرزاد: شهرزاد آینه ای کوچک را که در مقیاس بزرگ می توان یک 
نقطه در نظر گرفت، )نقطهٔ O در شکل( روی زمین و در مسیر خط راستی که از پای 
درخت تا پای خودش کشیده است، قرار داد؛ سپس روی این خط آنقدر به جلو و عقب 
حرکت کرد تا بتواند، تصویر نوک درخت را در آینه ببیند. با توجّه به آنچه از خواص 
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B CH

B

CD

A

6
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 BO و AO با داشتن طول های انعکاس نور می دانید، بگویید چگونه می توان  آینه ها و 
به دست  را  درخت  ارتفاع  زمین(،  تا  او  )فاصله چشم  قد شهرزاد  اندازهٔ  و  زمین  روی 
آورد. اگر قد شهرزاد 160 سانتی متر و فاصلهٔ پای او از آینه 2/5متر و فاصلهٔ آینه از پای 

درخت 20 متر باشد، ارتفاع درخت چند متر است؟

 A رسم شده و نقطهٔ دلخواه O و به مرکز BC 7 ــ در شکل مقابل نیم دایره ای به قطر
روی محیط نیم دایره است.

الف( چرا زاویهٔ A قائمه است؟

ب( برای نقطهٔ A که به دلخواه روی محیط دایره انتخاب شده و OD شعاع دایره است. 
اندازه های AH و OD را با هم مقایسه کنید.

OD AH

پ( هر کدام از مقادیر AH  و OD را بر حسب x و y محاسبه کنید و در قسمت )ب( 
جایگذاری کنید.

a ؟ چرا؟ b ab+
≥

2
ت( آیا می توان برای هر دو عدد مثبت a و b گفت 

A

B CHOx y

D

8ــ با قضیه فیثاغورس آشنا شدید. این قضیه می گوید اگر زاویهٔ A از مثلثی مانند 
.a2 = b2 + c2 قائمه باشد، آنگاه ،ABC

الف( عکس این قضیه را بنویسید.
ب( با انجام دادن مراحل زیر نتیجه بگیرید که عکس قضیه فیثاغورس نیز درست است.
١( فرض کنیم مثلث ABC داده شده است و رابطهٔ a2 = b2 + c2 بین اندازهٔ  طول های 

اضلاع آن برقرار است.
بگیرید که  به گونه ای درنظر  مقابل  A را مطابق شکل  C′ ′ و   A B′ پاره خط های′  )٢

A B AB′ ′ = A  و  C AC′ ′ = A و 
∧
′ = 90

را   B C′ ′ پاره خط  اندازهٔ   ، A B C′ ′ ′ مثلث  در  فیثاغورس  قضیه  از  استفاده  با   )٣
. B C BC′ ′ = به دست آورید و ثابت کنید 

. A
∧
′ = 90 ، و نتیجه بگیرید  ABC A B C

∆ ∆
′ ′ ′≅ ٤( توضیح دهید چرا 

ج( قضیه فیثاغورس و عکس آن را به صورت یک قضیهٔ دو شرطی بیان نمایید.

A b C

B

c a

A ` C `

B `
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A

B
C

D

1 2

 1ــ قضیۀ نیمسازهای زوایای داخلی
 قضیه:  در هر مثلث، نیمساز هر زاویهٔ داخلی، ضلع روبه رو به آن زاویه را 

به نسبت اندازه های ضلع های آن زاویه تقسیم می کند. 

: حکم             A1 = ∠A2∠: فرض AB BD
AC CD

=

تا  اثبات: مطابق شکل، از نقطهٔ C خط راستی موازی نیمساز AD رسم می کنیم 
امتداد AB را در نقطهٔ E قطع کند.

الف( چرا A1=  ∠E∠ و چرا A2=  ∠C∠ ؟
ب( با توجّه به فرض، چه نتیجه ای دربارهٔ زوایای E و C می توان گرفت؟

مثلث AEC چه نوع مثلثی است؟
BD با کدام نسبت 

CD
ج( با توجّه به قضیهٔ تالس در مثلث EBC )AD ||  EC( نسبت 

برابر است؟ با توجّه به نتیجهٔ قسمت )ب( اثبات را کامل کنید:
  BD ABAD ||EC

CD
⇒ = =



 

یکی از نتایج فوری این قضیه این است که در هر مثلث، به سادگی می توان طول های 
قطعاتی را که هر نیمساز روی ضلع مقابل ایجاد می کند، با داشتن طول های اضلاع مثلث، 

محاسبه کرد.
مثال: در مثلث AC=5 ، AB=7 ، ABC و BC=8 طول های دو قطعه ای را که 

نیمساز زاویهٔ B روی ضلع مقابل ایجاد می کند، به دست آورید.
حل:

 AB AD AD CD AC
BC CD CD CD

+ +
= = ⇒ = ⇒ = ⇒

7 7 8 15

8 8 8

CD , AD AC CD×
= = = − = − =

8 5 8 8 7
5

15 3 3 3

A

B
C

D

1 2

E

A

B
C

D
؟

؟
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در شکل روبه رو نیمساز زاویهٔ C را رسم کنید و طول های دو قطعه ای را که این 
نیمساز روی AB جدا می کند به دست آورید. 

 2ــ نسبت اجزای فرعی، محیط ها و مساحت های دو مثلث متشابه

دو  هر  اندازه های  نسبت  آنگاه  باشند،  متشابه  مثلث،  دو  هرگاه  قضیه:    
جزءِ متناظر )ارتفاع ها، میانه ها، نیمسازها و محیط ها( مساوی نسبت تشابه و 

نسبت مساحت های آنها مساوی توان دوم )مربع( نسبت تشابه است.

 k متشابه باشند و نسبت تشابه آنها ABC و A′B′C′ به عنوان مثال اگر مثلث های
آنگاه:  A B A C B C( k)

AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

= = = باشد

الف( نسبت اندازه های ارتفاع های متناظر آنها k است:
A H k
AH
′ ′

=  

ب( نسبت اندازه های میانه های متناظر آنها k است:
C N k
CN
′ ′

=  

ج( نسبت اندازه های نیمسازهای متناظر آنها مساوی k است:
B D k
BD
′ ′

=  

در مورد محیط های دو مثلث نیز داریم: 
A B C

ABC

P A B A C B C k
P AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ +

= =
+ +

و در مورد مساحت ها داریم:
A B C

ABC

S k
S

′ ′ ′ = 2

اثبات: اگر درستی حکم را برای یکی از ارتفاع ها )میانه ها، نیمسازها( ثابت کنیم، 
درستی آن قابل تعمیم به سایر ارتفاع ها )میانه ها، نیمسازها( است. )چرا؟(

الف( ارتفاع ها

A B A C B CABC A B C , k
AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′∆ ∆ = = =فرض

A H k
AH
′ ′

حکم=

A

B
C

H

A´

H´ C´B´

A

B C
H

A´

H´ C´B´

A

B
C

N
A´

N´

C´B´

A´
D´

C´B´

A

B
C

D

2
1

A

B
C

7

8

5
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′ABH ∼ ∆A′B′H∆ )چرا؟( از آنجا درستی حکم  بنابراین:   ∠B  =∠B′ چرا 
را نتیجه گیری کنید.

ب( میانه ها

A B A C B CABC A B C , k
AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′∆ ∆ = = =فرض

A M k
AM
′ ′

حکم=

چرا ′B  =∠B∠ ؟
  B M A B B Mk

BM AB BM
′ ′ ′ ′ ′ ′

= = = ⇒ =








1
2
1
2

بنابراین A′B′M′ ~ ∆ABM∆ )چرا؟( از آنجا درستی حکم را نتیجه بگیرید.

ج( نیمسازها

A B A C B CABC A B C , k
AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′∆ ∆ = = =فرض

B D k
BD
′ ′

حکم=

چرا ′A=∠A∠، چرا  B2 =∠B′2∠؟
بنابراین A′B′D′  ∼ ∆ABD∆ )چرا؟(  از آنجا درستی حکم را نشان دهید.

د( محیط ها
به سادگی و به کمک ویژگی تناسب ها می توان نوشت:

 
A B A C B CA B C ~ ABC k
AB AC BC
′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′∆ ∆ ⇒ = = = ⇒

 
A B C

ABC

PA B A C B C k k
AB AC BC P

′ ′ ′′ ′ ′ ′ ′ ′+ +
= ⇒ =

+ +

هـ( مساحت ها
دیدیم که نسبت ارتفاع های نظیر، مساوی نسبت تشابه است؛ بنابراین داریم:

A H B C k
AH BC
′ ′ ′ ′

= =
         

A B C

ABC

A H .B CS A H B C k.k k
S AH BCAH.BC

′ ′ ′
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

= = × = = 2

1
2
1
2

A

B C
M

A´

M´ C´B´

A

B
C

H

A´

H´ C´B´

A

B
C

D

1
2

A´
D´

C´B´ 1
2



48

چهارضلعی های متشابه ′A′B′C′D و ABCD مفروض اند.
آنها  نسبت محیط های  کنید  ثابت  باشد،   k دو چهارضلعی،  تشابه  نسبت  اگر   ـ  1ـ

مساوی k است.

2ــ قطرهای AC و  ′A′C را رسم کنید. نشان دهید:

∆ACD ∼ ∆A′C′D′    ,    ∆ABC ∼ ∆A′B′C′       
نسبت  تشابه ها چیست؟

3ــ جاهای خالی را پر کنید:
A C D A B C A C D A B C

ACD ABC ACD ABC

S S S S,
S S S S

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+
= = ⇒ = ⇒ =

+


   



بنابراین نسبت مساحت های دو چهارضلعی، مساوی مربع نسبت تشابه آنهاست. به 
همین ترتیب می توانیم نسبت محیط ها و مساحت های هر دو n ضلعی متشابه را به صورت 

زیر ثابت کنیم:

هرگاه دو چند ضلعی با نسبت تشابه k متشابه باشند، نسبت محیط های آنها، 

مساوی k و نسبت مساحت های آنها k2 است.

مثال: محیط یک مثلث متساوی الاضلاع سه برابر محیط مثلث متساوی الاضلاع 
دیگر است. مساحت مثلث بزرگ تر، چند برابر مساحت مثلث کوچک تر است؟

بنابراین  )چرا؟(  متشابه اند  هم  با  همواره  متساوی الاضلاع  مثلث های  می دانیم  حل: 
S یعنی  k

S
= =
′

2 9 نسبت محیط های آنها، نسبت تشابه آنهاست، یعنی k=3 بنابراین:   
مساحت مثلث بزرگ تر، ٩ برابر مساحت مثلث کوچک تر است.

 هر دو n ضلعی منتظم، همواره با هم متشابه اند.

1ــ اندازهٔ محیط های دو مثلث متشابه به ترتیب 10 و 18 واحد است. اگر مساحت 
مثلث بزرگ تر 15 واحد سطح باشد، مساحت مثلث کوچک تر، چند واحد سطح 

است؟

A´

D´
C´

B´

B

D
C

A
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4 است. اگر محیط یکی از آنها 12 

9
2ــ نسبت مساحت های دو پنج ضلعی متشابه،

واحد باشد، محیط پنج ضلعی دیگر چند واحد است؟ )چند جواب داریم؟(

3ــ اندازه های اضلاع یک هفت ضلعی را سه برابر می کنیم؛ بدون اینکه اندازه های 
زاویه ها را تغییر دهیم. مساحت هفت ضلعی چند برابر می شود؟

و  است   O رأس  به  متقابل  زاویهٔ  دو  نیمساز   EF=10cm روبه رو  شکل  در   
 .∠B  =∠C

الف( چرا مثلث های OAB و OCD متشابه اند؟
OE چقدر است؟

OF
OB ، نسبت 

OC
=

2

3
ب( اگر 

ج( طول های OE و OF را به دست آورید.

1ــ طول های اضلاع یک مثلث 10 و 12 و 15 سانتی متر است و طول بلندترین ضلع 
مثلثی متشابه آن، 10 سانتی متر است. محیط مثلث دوم را به دست آورید.

برابر  هشت   MNCB ذوزنقهٔ  مساحت  و  است    BC || MN روبه رو  شکل  در  2ــ 
MB را به دست آورید.

MA
مساحت مثلث AMN است. نسبت 

3ــ در مثلث AB=7 ، ABC و AC=5 و BC=10 است. طول های دو قطعه  ای را 
که نیمساز زاویهٔ C روی ضلع مقابل به آن ایجاد می کند، به دست آورید.

نیمسازهای زوایای AMC و   MQ و MP و BC وسط M ،ABC 4ــ در مثلث
AMB هستند. ثابت کنید:

PQ || BC

A B

C
D

E

F

O

A

C

N

B

M

A

C

PQ

B M
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5ــ در شکل روبه رو AD نیمساز زاویهٔ A است و عمودهای DH و ′DH نیز رسم شده اند. 
و   ABD مثلث  دو  مساحت های  نسبت  اول،  درس  از   )2( نتیجهٔ  به  توجّه  با  الف( 

ACD را بنویسید.
ABD

ACD

S
S

=




بار دیگر  اوّل  از درس  نتیجهٔ )1(  این موضوع و  به  توجّه  با  ؟   DH=DH′ ب( چرا 
نسبت مساحت های دو مثلث را بنویسید:

ABD

ACD

S
S

=




ج( از نتایج فوق چگونه می توانید درستی قضیهٔ نیمسازها را نتیجه بگیرید؟

6ــ در شکل روبه رو می دانیم BE=2DE است. اولاً x و y را به دست آورید. ثانیاً 
نسبت مساحت مثلث BCD به مساحت ABE را بیابید.

7ــ در مثلث قائم الزاویهٔ A=90° ( ABC∠( ارتفاع AH را رسم می کنیم. می دانید 
که  ABH ∼ ∆ABC ∼ ∆ACH∆ است. با توجّه به این موضوع، 

الف( ثابت کنید:
 

  
ACHABH

ABC ABC

SS AB AC,
S BC S BC

   = =   
   

2 2

فیثاغورس را  ادامهٔ کار، درستی قضیهٔ  بالا و  با جمع کردن دو طرف تساوی های  ب( 
نتیجه گیری کنید.

8 ــ مطابق شکل، روی یک ساختمان، یک آنتن به ارتفاع  3/2 متر نصب شده  است. 
در فاصله 60 متری ساختمان، یک تیر برق 6 متری قائم وجود دارد و یک ناظر وقتی 
در فاصله 20 متری تیر می ایستد، انتهای آنتن و انتهای تیر برق را در یک راستا می بیند. 
اگر بدانیم فاصلهٔ چشمان ناظر از زمین 1/6 متر است، بلندی ساختمان را محاسبه کنید.

)از چشم ناظر خط راستی موازی زمین رسم کنید تا تیر برق و ساختمان را قطع کند. 
از قضیۀ تالس کمک بگیرید.(

A

C

B D

2a

3a

(2x - 7)°
(y + 15)° (x + y)°

(2x - 1)°

4b

6b

E

A

B
C

H

A

CB D

21

HH´

3/2m

6 m

20 m 60 m

h=?
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9 ــ در دوربین های قدیمی، موقع عکس برداری، روی یک حلقهٔ فیلم تعداد محدودی 
)مثلاً سی و شش عدد( تصویر منفی١ ثبت، و سپس این فیلم ظاهر می شود و عکس ها از 
روی آن چاپ می شوند. اگر فرض کنیم عرض یکی از این فیلم ها، 35mm و فاصلهٔ آن 
درون دوربین تا عدسی٢،  4/2cm و فاصله عدسی تا درختی که از آن عکس می گیرد، 

6m باشد، اندازهٔ واقعی درختی که از آن عکس گرفته می شود، چند متر است؟

35
 m

m 6m

 
با  اعداد فیثاغورسی به سه عددی می گویند که مجموع مربع های دو تا از آنها برابر 
 .a2 = b2 + c2 را فیثاغورسی گویند، هرگاه c و a ، b مربع سومی باشد؛ به عبارتی اعداد
اعداد فیثاغورسی اندازه های ضلع های یک مثلث قائم الزاویه )راست گوشه( را تشکیل 
از  پیش  بناها  نقاط جهان در ساخت  برخی  در  که  داده است  نشان  بررسی ها  می دهند. 

شناخت قضیه فیثاغورس از ویژگی اعداد فیثاغورسی استفاده می شده است.

خواندنی

١ــ واژهٔ »تصویر منفی« با تصویب فرهنگستان به جای واژهٔ »نگاتیو« به کار رفته است.
٢ــ واژهٔ »عدسی« با تصویب فرهنگستان به جای واژهٔ »لنز« به کار رفته است.
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 اثبات ویژگی های تناسب

a را در عدد غیر صفر bd ضرب کنید: c
b d
= 1   طرفین ــ وسطین کردن؛ طرفین تساوی 

 
a cbd bd ad bc
b d
× = × ⇒ =

2   ویژگی های )2( و )3( با طرفین ــ وسطین کردن، به سادگی نتیجه می شوند:
  a c d cad bc da cb
b d b a
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =  

  
a c b dad bc bc ad
b d a c
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =

3   ویژگی های 5 و 4 به صورت زیر با اضافه یا کم کردن عدد 1 به دو طرف تناسب نتیجه می شوند:

 
a c a c a b c d
b d b d b d

+ +
= ⇒ + = + ⇒ =1 1  

 a c b d b d a b c d a c
b d a c a c a c a b c d

+ +
= ⇒ = ⇒ + = + ⇒ = ⇒ =

+ +
1 1

ویژگی های تفضیل نسبت در صورت و مخرج را خودتان اثبات کنید.

4a   اثبات ویژگی  6: c a c bk dk k(b d)k a bk , c dk k
b d b d b d b d

+ + +
= = ⇒ = = ⇒ = = =

+ + +  
 a c a ck

b d b d
+

⇒ = =
+

 

به همین ترتیب می توان تعمیم این ویژگی  را هم اثبات کرد.
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 همه هنرمندان و معماران با هر سبك و در هر رشته  به دنبال آن 
هستند كه ديدگاه هاى خود را از زندگي  و جهان اطراف درآنچه خلق 
مى كنند و مى سازند به نوعى به نمايش بگذارند. هندسه و به ويژه 
چندضلعى ها يكى از ابزارهاى مهمى هستند كه به كمك آنها مى توان 

اين آثار را پديد آورد.

ان
هر

/ ت
ت

یع
طب

ل 
پ
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با پاره خط قبلاً  آشنا شده اید. مطابق شکل زیر در پاره خط AB، نقطه های A و B را 
دو سر پاره خط یا نقاط انتهایی پاره خط می نامند.

به شکل های روبه رو توجه کنید. هر شکل از تعدادی پاره خط تشکیل شده است؛ اما 
نقاط مشترک پاره خط ها در همهٔ شکل ها با هم یکسان نیستند.

در شکل )3( دو پاره خط AE و FC یکدیگر را در نقطه ای به جز نقاط انتهایی شان 
پاره خط ها را قطع  انتها بعضی  پاره خط DE فقط در یک  قطع کرده اند. در شکل )4( 
کرده و در انتهای دیگر هیچ پاره خطی را قطع نکرده است. اما در شکل های )1( و )2( هر 
پاره خط فقط دو پاره خط دیگر را آن هم در نقاط انتهایی قطع کرده است. چنین شکل های 
بسته ای را که از اجتماع پاره خط های متوالی هم تشکیل شده است، چند ضلعی می نامند.

در تمام این فصل شکل ها در صفحه درنظر گرفته می شوند.

 تعريف:  چندضلعى شكلى است شامل n ≤ 3( n( پاره خط متوالى كه:
1( هر پاره خط، دقیقاً دو پاره خط ديگر را در نقاط انتهايى خودش قطع كند.

2( هر دو پاره خط كه در يك انتها مشترک اند، روى يك خط نباشند.

هر یک از این پاره خط ها یک ضلعِ چند ضلعی است.
هر دو ضلع چندضلعی را که در یک انتها مشترک اند، دو ضلع مجاور و نقطهٔ مشترک 
آن دو را رأس می نامند. هر دو زاویهٔ چندضلعی را که هر دو در یک ضلعِ چندضلعی 
مشترک اند، دو زاویهٔ مجاور به آن ضلع در چندضلعی می نامند. مانند A∠ و B∠ در 

شکل های )1( و )2(
هر گاه تعداد ضلع های چند ضلعی n تا باشد، آن را n ضلعی می نامند.

کدام یک از شکل های مقابل چند ضلعی است و تعداد ضلع ها و رأس های آن چند تاست؟
برخی ضلع های مجاور هم و غیر مجاور هم را مشخص کنید.

B

A

C

D

E
F

B

A

C

D

E

B

A

C

D

E
F

G

B

A

C

D
E

B

A

CD

E

B

A

CE

F

B
A

C
D

E

)1(

)2(
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 قطر در چندضلعی ها

در هر n ضلعى، هر پاره خط را كه دو انتهاى آن، دو رأس غیرمجاور باشند، 
قطر مى نامند.

یک چهار ضلعی چند قطر دارد؟

n ضلعی A1A2…An را درنظر می گیریم. از رأس A1، ……… قطر می توان رسم کرد.
 n)n-3( ضلعی n رأس داریم، آیا می توان گفت تعداد قطرها در n با توجه به اینکه

است؟

با این فرمول، مستطیل چند قطر دارد؟

آیا جواب به دست آمده درست است؟

با چه تغییری در این فرمول به فرمول درست محاسبهٔ قطرها می رسیم؟ چرا این تغییر 
لازم است؟

n(n است. )− 3



در هر n ضلعى تعداد قطرها 

توجه  با  مفروض اند.  نیستند،  واقع  خط  یک  روی  آنها  سه تای  هیچ  که  نقطه   n
به استدلالی که در محاسبهٔ  تعداد قطرهای nضلعی به کار برده اید، نشان دهید از 
هر نقطه به نقاط دیگر ……… پاره خط رسم می شود. بنابراین، این n نقطه را با 
……… پاره خط می توان به هم متصل کرد. چه رابطه ای بین این تعداد پاره خط و 

مجموع تعداد قطرها و ضلع ها در n ضلعی وجود دارد؟

 تعريف:  n ضلعى را محدب گويیم؛ هرگاه با درنظر گرفتن خط شامل هر ضلع 
آن، بقیۀ نقاط چندضلعى در يك طرف آن خط واقع شوند.

هر »چندضلعى« را كه محدب نباشد، مقعر مى نامند.

A1

An

An-1

A2

A3

A4

B

A

C

D

E

چندضلعى محدب
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 چهارضلعی های مهم و ویژگی هایی از آنها
در چهار ضلعی  ABCD در شکل، دو ضلع AB و CD، همچنین دو ضلع AD و 
BC را ضلع های مقابل می نامند. در چهارضلعی هر دو ضلع غیرمجاور را دو ضلع مقابل 

می نامند.
ابتدا تعریف چهارضلعی های مهم را بیان می کنیم.

 تعريف ها: 
1ــ متوازى الاضلاع چهارضلعى اى است كه، هر دو ضلع مقابل آن موازى باشند.

2ــ مستطیل چهارضلعى اى است كه، همۀ زاويه هاى آن قائمه باشند.
3ــ لوزى چهارضلعى اى است كه، هر چهار ضلع آن هم اندازه باشند.

4ــ مربع چهارضلعى اى است كه هر چهار ضلع آن هم اندازه و حداقل يك 
زاويۀ آن قائمه باشد.

با توجه به تعریف های بالا درستی هریک از عبارت های زیر را توجیه کنید:
الف( مستطیل یک متوازی الاضلاع است.

ب( اگر در متوازی الاضلاع یک زاویه قائمه باشد، مستطیل است؛ چرا؟
پ( لوزی یک متوازی الاضلاع است.

در لوزی ABCD قطر AC را رسم می کنیم. دو مثلث ABC و ADC به حالت 
……..… هم نهشت اند. بنابراین دو زاویهٔ …..…… و ……… هم اندازه اند. 
 AD و BC موازی اند. به همین ترتیب دو ضلع مقابل CD و AB در نتیجه دو ضلع

نیز موازی اند. یعنی لوزی متوازی الاضلاع است.
بنابراین، لوزی متوازی الاضلاعی است که دو ضلع مجاور آن هم اندازه باشند. 

ت( مربع یک متوازی الاضلاع است.

 ویژگی هایی از متوازی الاضلاع

متوازی الاضلاع ABCD را درنظر بگیرید و قطر BD را رسم کنید. از موازی 
بودن ضلع ها چه نتیجه ای می گیرید؟

دو مثلث ABD و CDB به حالت ………… هم نهشت اند.
.AB = ………… و AD = ………… ،در نتیجه
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بنابراین قضیهٔ زیر ثابت شده است؛

 قضیۀ 1:  در هر متوازى الاضلاع هر دو ضلع مقابل  هم اندازه اند.

یک   ABCD متوازی الاضلاع  هر  در  وقتی  که  کردیم  مشاهده   )1( فعالیت  در 
پدید   CDB و   ABD هم نهشت  مثلث  دو  می کنیم.  رسم  را   BD قطر  مثلاً  قطر 
را   BD قطر  ABCD در یک چهارضلعی اگر  است،  این  پرسش  می آیند. حال 
رسم کنیم و ABD∆ و CDB∆ هم نهشت باشند، آیا چهارضلعی ABCD همواره 

متوازی الاضلاع است؟
اگر چنین است، آن را ثابت کنید و اگر نادرست است،  مثال نقض بیاورید.

 عكس قضیۀ 1:  اگر در يك چهارضلعى، ضلع هاى مقابل دوبه دو هم اندازه 
باشند، چهارضلعى متوازى الاضلاع است.

،……………… حالت  به  می کنیم.  رسم  را   BD قطر   ABCD چهارضلعی   در 
ABD ≅ ∆CDB∆ . از هم نهشتی این دو مثلث نتیجه می گیریم، اندازهٔ B1∠ برابر اندازهٔ 

……………… است.
بنابراین ضلع AB موازی ضلع …………… است. از چه قضیه ای آن را نتیجه 

گرفته اید؟

نتیجه می گیرید؟  یعنی ضلع های AD و BC را چگونه  دیگر  بودن دو ضلع  موازی 
بنابراین چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

چهارضلعی ABCD متوازی الاضلاع است.
با توجه به شکل، B2 = ∠C∠ است؛ چرا؟ B1∠ و B2∠ نسبت به هم چه وضعی 

دارند؟ بنابراین B1∠ و C∠ ………… می باشند.
بنابراین قضیهٔ زیر ثابت شده است؛

 قضیۀ 2:  در متوازى الاضلاع هر دو زاويهٔ مجاور مكمل اند.

BA

CD

1

1
2

2

BA

CD

E
1 2

2



58

باشند،  مكمل  آن  مجاور  زاويۀ  دو  كه هر  چهارضلعى  2:  هر  قضیۀ  عكس   
متوازى الاضلاع است.

در چهارضلعی ABCD، دو زاویهٔ B∠ و C∠ با هم مکمل اند. در این صورت ضلع 
AB موازی ضلع ……………  است.

به همین ترتیب دو زاویهٔ B∠ و A∠ نیز مکمل اند. در نتیجه، ضلع AD موازی ضلع 
………… است؛ بنابراین چهارضلعی ABCD ………… است.

 قضیۀ 3:  در هر متوازى الاضلاع، هر دو زاويۀ مقابل هم اندازه اند.

با توجه به قضیهٔ قبل آن را ثابت کنید.
می توانید از فعالیت )1( نیز استفاده کنید.

 عكس قضیۀ 3:  اگر در يك چهارضلعى هر دو زاويۀ مقابل هم اندازه باشند، 
چهارضلعى متوازى الاضلاع است.

فرض کنیم در چهارضلعی ABCD هر دو زاویهٔ مقابل هم اندازه باشند. یعنی B∠ و 
D∠ و همچنین C∠ و A∠ هم اندازه اند. می دانیم مجموع اندازه های زاویه های درونی 
هر چهارضلعی محدب °360 است. چگونه به کمک آن ثابت می کنید هر دو زاویهٔ مجاور 

مثلاً  B∠ و C∠ مکمل اند؟
بنابراین به کمک عکس قضیهٔ 2 ثابت کرده اید چهارضلعی متوازی الاضلاع است.

در متوازی  الاضلاع ABCD، دو قطر AC و BD را رسم می کنیم و نقطهٔ تلاقی 
آن دو را O می نامیم.  AOB ≅ ∆COD∆. چرا؟

بنابراین، …… = OB و …… = OA. در نتیجه؛

 قضیۀ 4:  در هر متوازى الاضلاع قطرها ………………………

نشان  چگونه  باشند.  یکدیگر  منصف  قطر  دو  چهارضلعی  یک  در  کنید  فرض 
می دهید این چهارضلعی متوازی الاضلاع است؟
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نقطه تقاطع دو قطر را O می نامیم.  AOB ≅ ∆OCD∆.چرا؟

اندازهٔ B1∠ برابر اندازهٔ ………  است. در نتیجه، ضلع AB موازی ضلع ……… 
نیز  دیگر  ضلع  دو  دهید  نشان  مشابه  طور  به  و  بگیرید  درنظر  را  دیگر  مثلث  دو  است. 

موازی اند.
بنابراین؛

باشند،  يكديگر  منصف  آن  قطرهاى  كه  ضلعى  چهار  هر   :4 قضیۀ  عكس 
متوازى الاضلاع است.

فرض کنید در یک چهارضلعی دو ضلع مقابل موازی و هم اندازه باشند. مثلاً در 
چهارضلعی ABCD، ضلع های AB و CD هم اندازه و موازی اند. قطر AC را رسم 

می کنیم.
اندازهٔ A1∠ با اندازهٔ ………  برابر است.

.∆ABC ≅ ∆CDA ،……… بنابراین، بنابر حالت هم نهشتی
در نتیجه اندازهٔ A2∠ برابر اندازهٔ زاویهٔ ………  است که از آن نتیجه می گیرید 
ضلع AD موازی ضلع ………  است. بنابراین، چهارضلعی متوازی الاضلاع است. 

یعنی؛

هر چهارضلعى كه دو ضلع مقابل آن هم اندازه و موازى باشند، متوازى الاضلاع 
است.

 ویژگی هایی از مستطیل و لوزی
کدام ویژگی از مستطیل است که در هر متوازی الاضلاعی که مستطیل نباشد، برقرار 

نیست؟ در مورد مربع چطور؟

در مستطیل ABCD، دو قطر را رسم می کنیم. از هم نهشتی کدام دو مثلث می توان 
نتیجه گرفت AC=BD ؟ این هم نهشتی را نشان دهید.

بنابراین در هر مستطیل قطرها ………… . 
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اگر دو قطر یک چهارضلعی هم اندازه باشند، آیا می توان نتیجه گرفت آن چهارضلعی 
مستطیل است؟ 

اگر این چهارضلعی متوازی الاضلاع باشد، چطور؟ آن را با دلیل بیان کنید. 

ویژگی مهمی در مثلث قائم الزاویه 
بر وتر  مثلث قائم الزاویهٔ ABC را که در آن A∠ قائمه است و AM میانهٔ وارد 

است درنظر می گیریم. 
 . AM = MD را چنان در نظر می گیریم که D نقطه AM روی نیم خط

چرا چهارضلعی ABDC متوازی الاضلاع است؟ 

چرا این چهارضلعی مستطیل است؟ 

در مورد قطرها چه نتیجه ای می گیرید؟ 

اندازهٔ AM چه رابطه ای با اندازهٔ BC دارد؟ آن را بیان کنید. 

در هر مثلث قائم الزاويه اندازۀ میانۀ وارد بر وتر ……… اندازۀ وتر است.

می توانیم عکس این ویژگی را نیز ثابت کنیم. 

اگر در مثلثى اندازۀ میانۀ وارد بر يك ضلع، نصف اندازۀ آن ضلع باشد، آن 
مثلث قائم الزاويه است. 

. روی نیم خط  BCAM =
2

در مثلث AM ،ABC میانه وارد بر ضلع BC است و 
.MD = AM را چنان در نظر می گیریم که D ٔنقطه AM

یکدیگرند؟  منصف   BC و  AD قطرهای و   AD = BC بگیرید نتیجه  می توانید  آیا 
چگونه نتیجه می گیرید A∠ قائمه است؟ 
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 ویژگی هایی که فقط در لوزی برقرارند
هر  یا  متوازی الاضلاع  هر  در  که  کنید  بیان  را  لوزی  از  ویژگی  یک  می توانید  آیا 

مستطیل، که لوزی نیست، برقرار نباشد؟ 

قطرهای لوزی ABCD رارسم می کنیم. چون لوزی متوازی الاضلاع است، قطرها 
منصف یکدیگرند. ABD∆ چه نوع مثلثی است؟ 

نقطهٔ تلاقی دو قطر را H می نامیم، در مثلث AH ، ABD چه پاره خطی است؟ 
چرا پاره خط AH بر قطر BD عمود است و روی نیمساز A∠ است؟ 

بنابراین؛ 

در هر لوزى قطرها …………… يكديگرند و قطرها روى ……………… 
زاويه ها مى باشند. 

١ــ نشان دهید متوازی الاضلاعی که قطرهای آن بر هم عمود باشند، لوزی است. 
٢ــ نشان دهید متوازی الاضلاعی که در آن لااقل یک قطر روی نیمساز یک زاویهٔ 

آن باشد، لوزی است. 
اکنون با توجه به ویژگی های مستطیل و لوزی نشان دهید در چه صورت مستطیل 

یا لوزی، مربع است. 

تشکیل  لوزی  یک  آن  بازوی  چهار  می بینید.  را  اتومبیل  جک  یک  شکل  در 
می دهند. آیا حالتی از جک وجود دارد که به شکل مربع درآید؟ 

اگر دو بازوی بالا با هم و دو بازوی پایین نیز باهم اندازه های مساوی داشته باشند، 
اما شکل جک لوزی نباشد، هنگام بسته شدن جک وقتی بخواهیم دو بازوی بالا 

روی دو بازوی پایین قرار گیرند چه مشکلی ایجاد می شود؟ 

 ذوزنقه 
کمی  کردیم،  بررسی  قبلاً  که  چهارضلعی هایی  با  که  است  چهارضلعی ای  ذوزنقه 

متفاوت است.

 تعريف:  ذوزنقه چهارضلعى اى است كه فقط دو ضلع آن موازى باشند. 
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ضلع  دو  از  یک  هر  و  قاعده  موازی اند،  که  را   CD و   AB ضلع  دو  از  یک  هر 
غیرموازی را ساق می نامند. از موازی بودن قاعده های AB و CD و قاطع های BC و 

AD در مورد زاویه ها چه نتیجه ای می گیرید؟ 

 ∠C و ∠B زاویه های زاویه های A∠ و D∠ …………… هستند. همچنین 
…………… هستند. 

آن را ذوزنقهٔ متساوی الساقین  باشند،  برابر  اندازه های دو ساق   اگر در یک ذوزنقه 
می نامند. 

هرگاه در یک ذوزنقه یک ساق بر یکی از قاعده ها عمود باشد، مسلماً برقاعدهٔ دیگر 
نیز عمود است؛ چرا؟ 

در این صورت ذوزنقه را قائم الزاویه می نامند. 

ذوزنقهٔ متساوی الساقین ABCD را که در آن AD = BC است، درنظر می گیریم. 
از رأس B خطی موازی ساق AD رسم می کنیم تا قاعدهٔ DC را در E قطع کند. در 

این صورت چهارضلعی ABED …………… است. 
چرا دو زاویهٔ D∠ و E1∠ هم اندازه اند؟ 

BC = BE چرا؟

بنابراین اندازهٔ E1∠ برابر اندازهٔ …………… است. 
اکنون C∠ و D∠ هم اندازه اند. چرا؟ بنابراین:

در هر ذوزنقۀ متساوی الساقین زاویه های مجاور به یک قاعده هم اندازه اند. 

آیا عکس این ویژگی نیز درست است؟ 
از B خطی  فرض کنید در ذوزنقه ABCD، دو زاویهٔ C∠ و D∠ هم اندازه اند. 
موازی ساق AD رسم می کنیم تا قاعده CD را در E قطع کند. از اینکه D∠ و E1∠ نیز 

 .BC = BE هم اندازه اند، پس دو زاویهٔ …………… هم اندازه اند و در نتیجه
 AD = BC ،نتیجه در   .AD = BE پس است،  متوازی الاضلاع   ABED چون

است؛ بنابراین:

اگر در یک ذوزنقه دو زاویۀ مجاور به یک قاعده هم اندازه باشند، ذوزنقه 
متساوی الساقین است. 
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به کمک ویژگی ذوزنقهٔ متساوی الساقین، ویژگی زیر به سادگی ثابت می شود. آن را 
ثابت کنید. 

در هر ذوزنقۀ متساوى الساقین، قطرها اندازه هاى مساوى دارند و بر عكس. 

:ABCD ٔدر ذوزنقه
AD = BC. از هم نهشتی کدام دو مثلث نتیجه می گیرید AC = BD است؟

اما اثبات عکس آن نیاز به تفکر بیشتر دارد. فرض کنیم DB = AC. آیا می توانید 
بودن  یا مساوی   AD = BC از آن پیدا کنید که  مثلث هم نهشت  مقابل دو  در شکل 

اندازه های دو زاویهٔ مجاور به قاعده نتیجه شود؟
با کمی دقت مشاهده می کنید چنین دو مثلثی ظاهراً وجود ندارند؛ اما یک ویژگی در 
مسئله هست که از آن هنوز استفاده نکرده ایم. دو قاعدهٔ ذوزنقه موازی اند یا رأس های 
A و B از قاعدهٔ CD به یک فاصله اند. با رسم دو ارتفاع AH و BE و هم نهشتی دو 
مثلث AHC∆ و BED∆ تساوی اندازه های دو زاویه را نتیجه بگیرید. به کمک آنها 
هم نهشتی دو مثلث ADC∆ و BCD∆ نتیجه می شود و به حل مسئله منجر خواهد شد. 

١ــ در کدام n ضلعی تعداد قطرها و ضلع ها برابر است؟ 

و  BC = B′C′ و   ∠B = ∠B′ و   AB = A′B′ مقابل  چهارضلعی  دو  در   ٢ــ 
′CD = C′D است. چگونه مساوی بودن اندازه های سایر ضلع ها و  ′C = ∠C∠ و 

زاویه ها را نتیجه می گیرید؟ 

،∠D = ∠D′ و  CD = C′D′ و ∠C = ∠C′ و BC = B′C′ و ∠B = ∠B′  اگر 
در این حالت چگونه مساوی بودن اندازه های سایر ضلع ها و زاویه ها را نتیجه می گیرید؟ 

3ــ از تقاطع نیمسازهای داخلی یک متوازی الاضلاع، چهارضلعی MNPQ پدید 
آمده است. ثابت کنید این چهارضلعی مستطیل است. اگر ABCD مستطیل باشد، نشان 

دهید چهارضلعی MNPQ مربع است.  
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4ــ در مسئلهٔ قبل، اگر اندازه های ضلع های مستطیل a و b باشند، اندازهٔ ضلع مربع 
را برحسب a و b محاسبه کنید.

 30° برابر   C∠ اندازۀ  ∠A قائمه و  ABC را که در آن  5ــ مثلث قائم الزاویهٔ 
 AMB و   AMC مثلث های  وتر را رسم کنید.  بر  میانهٔ وارد  نظر می گیریم.  است، در 
BCAB یعنی در هر مثلث قائم الزاویه اگر اندازهٔ  = 2

چگونه مثلث هایی هستند؟ نشان دهید 
°30 باشد، اندازهٔ ضلع مقابل آن نصف اندازهٔ وتر است. یک زاویه 

. AC BC3
2= سپس با استفاده از قضیهٔ فیثاغورث نشان دهید، 

°60 باشد، اندازهٔ ضلع مقابل آن   یعنی در هر مثلث قائم الزاویه اگر یک زاویه 
اندازهٔ وتر است. 

°45 باشد و نشان دهید  اکنون مثلث قائم الزاویه ای رسم کنید که اندازهٔ  یک زاویهٔ آن 
2 اندازهٔ وتر است.

2
که اندازهٔ هر ضلع زاویهٔ قائمه در آن 

با رسم میانه و  °15 است.  B برابر  ، اندازهٔ زاویهٔ  ABC 6ــ در مثلث قائم الزاویهٔ 
14 اندازهٔ وتر است. ارتفاع وارد بر وتر نشان دهید اندازهٔ ارتفاع وارد بر وتر 

 AD N به ترتیب وسط های ضلع های  M و   ، ABCD 7ــ در متوازی الاضلاع 
کنید  ثابت  آن  کمک  به  موازی اند؟   DN و   MB خط های  چرا  می باشند.   BC و 

 . AP PQ QC= =

8ــ ثابت کنید اگر وسط های ضلع های هر چهارضلعی را به طور متوالی به هم وصل 
کنیم، یک متوازی الاضلاع پدید می آید.

یا  مستطیل  متوازی الاضلاع  این  تا  داشته باشد  ویژگی ای  چه  باید  چهارضلعی  این 
لوزی شود؟

چه رابطه ای بین محیط متوازی الاضلاع پدید آمده با اندازه های قطر های چهارضلعی 
اولیه وجود دارد؟
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 یادآوری
در سال های قبل با مساحت چهارضلعی های مهم آشنا شده اید. 

١ــ اگر اندازهٔ یک ضلع مربع a باشد، S = a2 مساحت آن است. 
آنگاه  باشد،   ha ضلع  آن  نظیر  ارتفاع  اندازهٔ  و   a مثلث  ضلع  یک  اندازهٔ  اگر  ٢ــ 

aS ah=
1

2
به ترتیب  به  را   AB و  AC ،BC اندازهٔ ضلع های اگر   ABC مثلث هر  در   بنابراین 
b ، a و c و اندازه های ارتفاع های نظیر آنها را به ترتیب به hb، ha و hc نشان دهیم آن گاه، 
 

a b cS ah bh ch= = =2

 .S = ah ،باشد h و اندازهٔ ارتفاع نظیر آن a 3ــ اگر اندازهٔ یک ضلع متوازی الاضلاع
.S mn=

1

2
٤ــ اگر اندازه های دو قطر لوزی m و n باشند، 

باشد.   h آن  ارتفاع  اندازهٔ  و   b و  a ذوزنقه  یک  قاعدهٔ  دو  اندازه های  اگر  ٥  ــ 
. (a b)hS +

=
2

 AH باشد، ارتفاع a برابر ABC فرض کنیم اندازهٔ هر ضلع مثلث متساوی الاضلاع
را رسم می کنیم. ارتفاع AH میانه نیز است؛ چرا؟

. aS =
2 3

4
aAH و  =

3

2
به کمک قضیهٔ فیثاغورث نشان دهید 

در چهارضلعی ABCD دو قطر AC و DB برهم عموداند. 
 SADB = ………
 SDBC = ………
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با جمع این دو مساحت داریم، 
 ABCDS BD(... ...) BD...= + =

1 1

2 2

 بنابراین؛ 

در هر چهارضلعى كه دو قطر آن برهم عمود باشند، مساحت برابر است با، 
…………………

 کاربردهایی از مساحت
قبلاً با کاربرد مساحت در اثبات قضیهٔ تالس آشنا شدید. بعضی رابطه ها و ویژگی هایی 

را که با آن آشنا شده اید یادآوری می کنیم. 

 ويژگى 1.  در دو مثلث اگر اندازۀ قاعده ها برابر باشند، نسبت مساحت ها 
Sبرابر نسبت اندازۀ ارتفاع هاى متناظر اين قاعده هاست.  h

S h
=
′ ′  

 ويژگى 2.  در دو مثلث كه اندازۀ دو ارتفاع برابر باشد، نسبت مساحت ها 
برابر نسبت اندازه هاى قاعده هاى متناظر اين دو ارتفاع است. 

نشان دهید یک میانه در هر مثلث، آن را به دو مثلث با مساحت های برابر تقسیم 
می کند. 

اگر F هر نقطه ای روی میانهٔ AM به جز نقطهٔ M باشد آیا، SFBM = SFMC است؟ 
چرا؟

M و N و P وسط های سه ضلع مثلث ABC مطابق شکل اند. 

پاره خط PN موازی ضلع …… است و پاره خط PM موازی ضلع …… است؛ چرا؟ 

بنابراین چهارضلعی PNCM ……… است، در نتیجه، MNP ≅ ∆ NMC∆  ؛ چرا؟ 

به همین ترتیب برای بقیهٔ مثلث ها نیز می توان نشان داد که دو به دو هم نهشت اند. 
 

∆ APN ≅ ∆ MNP ≅ ∆ BPM
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اگر وسط هاى سه ضلع هر مثلث را به هم متصل كنیم، چهار مثلث هم نهشت 
و در نتیجه با مساحت هاى برابر پديد مى آيد. 

در این فعالیت ویژگی مهمی از سه میانهٔ مثلث را ثابت می کنید. 
دو میانهٔ AM و BN از ABC∆ را رسم می کنیم. یکدیگر را در نقطهٔ G درون مثلث 
قطع می کنند. از M وسط ضلع BC خطی را موازی میانهٔ BN رسم می کنیم تا ضلع 
 AC را در F قطع کند. چرا F وسط NC است؟ N وسط ضلع AC است؛ بنابراین،

AF = 3NF. چرا؟  در نتیجه، AM = 3GM. چرا؟ 

 G است؛ در نتیجه M و A بین G و AG .....=
2

3
GM و  .....=

1

3
بنابراین، 

می شود  ثابت  آن  مشابه   . AG AM=
2

3
که  است   AM نیم خط  روی  نقطه ای  تنها 

. پس برای هر دو میانهٔ دلخواه نقطهٔ G با این ویژگی به دست می آید در  BG BN=
2

نتیجه هر سه میانه در G همرس اند. 3
و   GMN مثلث دو  تشابه  از  و  کنید  به N وصل   M از می توانید  دیگر،  به روش 
اکنون    .BG=2GN و   AG=2GM پس   AB=2MN چون  کنید؛  استفاده   GAB

می توانید مانند روش قبلی ادامه دهید.

كه  طورى   به  همرس اند؛  مثلث  آن  درون  نقطه اى  در  مثلث  هر  میانهٔ  سه 
1 اندازۀ میانه نظیر اين ضلع است، 

3
فاصلهٔ اين نقطه تا وسط هر ضلع برابر 

2 اندازۀ میانه نظیر آن رأس است. 

3
و فاصله اش تا هر رأس 

با رسم سه میانهٔ مثلث نشان دهید، سه میانهٔ مثلث آن را به شش مثلث هم مساحت تقسیم 
می کنند. بنابر فعالیت قبلی  SBGM = SMGC = x. چرا؟ 

به همین ترتیب برای بقیه برقرار است. 
. y = ……… 2 در نتیجهz + x = ……… ،را درنظر بگیرید AM ٔاکنون میانه

میانهٔ BN را درنظر بگیرید ……… = 2z + y در نتیجه، …… = z. پس، ……

 ويژگى 3.  فرض كنیم دو خط AB و CD موازى باشند؛ به طورى كه دو خط 
. SADC = SBDC :متقاطع باشند. مى دانیم O در نقطه اى مانند BD و AC

چگونه از آن نتیجه مى گیريد، SOAD = SOBC ؟ 

این ویژگی که در هر ذوزنقه نیز برقرار است، در حل مسائل کاربرد خوبی دارد. 
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 یک مسئله.
در شکل دو مزرعهٔ I و II متعلق به دو کشاورز است. این دو کشاورز برای استفاده 
به یک  از ماشین های کشاورزی می خواهند مرز مشترک ABC بین دو زمین خود را 
پاره خط مستقیم تبدیل کنند به طوری که مساحت های زمین های آنها تغییر نکند. چگونه 

شما می توانید این کار را برای آنها انجام دهید؟ 
فکر اصلی این عمل براساس مسئلهٔ قبلی است.

 F و E رسم کنید تا دو مرز دیگر را در AC موازی خط B متصل، و از C به A از
قطع کند. اکنون نشان دهید این مرز مشترک جدید می تواند مرز AF باشد؛ چرا؟ البته 

می تواند مرز EC نیز باشد. 

در مثلث متساوی الساقین ABC که AB = AC است؛ نقطهٔ دلخواه M را روی 
ضلع BC بین B و C درنظر بگیرید. از M دو عمود MH و MG را به ترتیب بر دو 

ساق AC و AB رسم کنید. SAMC و SAMB را بنویسید. 
مساحت مثلث ABC∆ را نیز وقتی پاره خط AB یا AC قاعده باشند، بنویسید. 
چه رابطه ای بین این مساحت ها وجود دارد؟ آن را بنویسید. از این رابطه چه نتیجه ای 

می گیرید؟ 

در هر مثلث متساوی الساقین ABC که AB=AC است، مجموع فاصله های هر 
نقطه روی قاعده BC از …………… برابر …………… است. 

به همین ترتیب نشان دهید در هر مثلث متساوی الساقین ABC، قدرمطلق تفاضل 
فاصله های هر نقطه روی امتدادهای قاعدهٔ BC از خط های شامل دو ساق برابر اندازهٔ 

ارتفاع وارد بر ساق است.

نقطهٔ دلخواه M را درون یک مثلث متساوی الاضلاع با ضلع به اندازهٔ a درنظر بگیرید. 
سپس از M سه عمود بر سه ضلع رسم کنید. از M به سه رأس مثلث ABC متصل کنید.

مساحت های سه مثلث MBC ، MAC و MAB را محاسبه کنید. این مساحت ها 
با مساحت ABC∆ چه رابطه ای دارند؟ آن را بنویسید. از آن چه نتیجه ای می گیرید؟ 

MH + MN + MG = ......

برابر  از سه ضلع  متساوى الاضلاع  مثلث  نقطه درون  فاصله هاى هر  مجموع 
 ……………
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اگر در یک مثلث متساوی الاضلاع فاصله های نقطهٔ M درون مثلث از سه ضلع، برابر 
٢ ، ٤ و ٦ باشند. اندازهٔ ضلع مثلث را محاسبه کنید. 

 نقاط شبکه ای و مساحت 
مطابق شکل نقطه ها روی خط های افقی و عمودی واقع اند؛ به طوری که فاصلهٔ هر 
دو نقطه متوالی روی یک خط افقی )عمودی( برابر واحد است. چنین نقاطی را نقاط 
شبکه ای و چندضلعی هایی مانند ABCD را که تمام رأس های آنها روی نقاط شبکه ای 

واقع اند، چندضلعی های شبکه ای می نامند. 

نقاط شبکه ای روی رأس ها و ضلع های چندضلعی را نقاط مرزی و نقاط شبکه ای 
درون چندضلعی ها را نقاط درونی شبکه ای برای چندضلعی شبکه ای می نامند. 

به طور مثال در شکل بالا چهارضلعی ABCD یک چهارضلعی شبکه ای است که 
دارای ٤ نقطهٔ مرزی و ٣ نقطه درونی شبکه ای است. 

در این چهارضلعی، شبکه ای با به کاربردن مساحت مثلث های قائم الزاویه و مستطیل 
نشان دهید مساحت چهارضلعی ABCD برابر ٤ واحد سطح است. 

y نیز به صورت  ý و x́ x می توان نقاط شبکه ای را در دستگاه مختصات عمود بر هم
زوج مرتب های )y و x( که x و y هر دو اعداد صحیح اند، نشان داد. x و y مختص های 

هر نقطه اند.

در چندضلعی های شبکه ای، تعداد نقاط مرزی شبکه ای را با b و تعداد نقاط درونی 
شبکه ای را با i نشان می دهند. اکنون می خواهیم به طور شهودی رابطه ای بین مساحت 

چندضلعی شبکه ای و نقاط مرزی و درونی شبکه ای نظیر آن را پیدا کنیم. 

١ــ یک چندضلعی شبکه ای حداقل چند نقطهٔ مرزی می تواند داشته باشد؟ چرا؟ 

٢ــ یک چندضلعی شبکه ای حداقل چند نقطهٔ درونی می تواند داشته باشد؟ 

٣ــ در تمام چندضلعی های شبکه ای زیر تعداد نقطه های درونی شبکه ای صفر است، 
. b = و تعداد نقاط مرزی، ……، ٥ ، ٤ ، ٣ i = یعنی ٠

B FA

C

GD

E
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جدول زیر را با محاسبهٔ مساحت چندضلعی های شبکه ای کامل کنید. 
 i = ٠ ، b = ٥ ، ٤ ، ٣ ،……

876543 i تعداد نقاط مرزی

3

2
١1

2
مساحت

بین مساحت و تعداد نقاط مرزی چه رابطه ای وجود دارد؟
 bS .......

....
= − +0

٤ــ اکنون نقاط مرزی را ثابت نگه دارید و نقاط درونی را تغییر دهید. فرض کنید 
تعداد نقاط مرزی شبکه ای ٣ = b باشند. با توجه به شکل ها جدول زیر را کامل کنید. 
داشته  درنظر  كرده ايد  پیدا   )3( قسمت  در  كه  را   bS = − +1 0

2
)نتیجه گیرى 

باشید.(

٥٤٣٢١٠ i تعداد نقاط درونی

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

b
2

 - ١

3

2

1

2
S

با تکمیل جدول بالا و مقایسهٔ اعداد هر ستون تشخیص دهید که مساحت هر چندضلعی 
شبکه ای با تعداد نقاط مرزی و درونی چه ارتباطی دارد. از این جدول نتیجه بگیرید b و 

i با چه ضریب هایی ظاهر می شوند.
bS ....... .......
....

= − +

این  اثبات دقیق  پیدا کرده ایم.  به طور شهودی  را  فرمول  این  که  باشید  توجه داشته 
فرمول در حالت کلی نیاز به مقدمات بیشتری دارد. 

این فرمول به فرمول پیک معروف است که جرج الکساندر پیک )١٩٤٣ــ ١٨٥٩( 
آن را کشف کرد و از سال ١٩٧٠ به طور گسترده ای در کتاب های هندسهٔ مقدماتی به کار 

برده شده است. 
به کمک این فرمول می توانیم مساحت شکل های نامنظم هندسی را نیز به طور تقریبی 

پیدا کنیم. 
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به  ابتدا  بگیرید.  ١ــ چندضلعی های C ،B ،A و D را در شکل های زیر درنظر 
با  سپس  کنید؛  محاسبه  را  آنها  مساحت  می دانید،  قبل  از  که  هندسی  روش های 
تعیین تعداد نقاط مرزی و درونی، جدول زیر را تکمیل و فرمول پیک را در آنها 

تحقیق کنید. 

DCBA چند ضلعی
 b تعداد نقاط مرزی
 i تعداد نقاط درونی

مساحت

برگ  یک  باشد،  سانتی متر  یک  شبکه ای  نقطه های  فاصلهٔ  اگر 
آن  رسم  با  و  دهید  قرار  شطرنجی  صفحهٔ  یک  روی  را  درخت 

مساحت آن را به طور تقریبی محاسبه کنید. 
واضح است که با کوچک تر کردن واحد می توانیم مساحت را با 

تقریب بهتری محاسبه کنیم. 

A C D
B
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است.   1

3
قطر  دو  اندازه های  نسبت  و   2 10 هر ضلع  اندازهٔ  لوزی  در یک  ١ــ 

مساحت لوزی را پیدا کنید. 

آیا  است.   BC = CD و  AB = AD مطابق شکل  ،ABCD در چهارضلعی ٢ــ 
 AC قطرهای این چهارضلعی برهم عموداند؟ چرا؟ نشان دهید در این چهارضلعی قطر
∠C است. اگر اندازه های دو قطر ٨ و ٦ باشند، مساحت آن  ∠A و  روی نیمسازهای 
را محاسبه کنید. چهارضلعی ای با این ویژگی کایت نام دارد. نشان دهید در کایت یک 

قطر عمودمنصف قطر دیگر است.

٣ــ در شکل دو خط d و ׳d موازی اند و ABCD و ABEF هردو متوازی الاضلاع اند. 
 S باشد، مساحت دیگری برحسب S اگر مساحت یکی از این متوازی الاضلاع ها برابر

چقدر است؟ 

4ــ در ذوزنقهٔ شکل مقابل اندازه های دو قاعده  a و b و اندازه های دو زاویهٔ مجاور 
به یک قاعده °٤٥ است. مساحت ذوزنقه را برحسب a و b محاسبه کنید. از A و B بر 

قاعده DC عمود کنید. 

5ــ مساحت ذوزنقهٔ مقابل را به دو طریق به دست آورید. از مساوی قرار دادن آنها چه 
نتیجه ای به دست می آید؟ 

6ــ در متوازی الاضلاع M ،ABCD وسط ضلع BC است و پاره خط AM قطر 
BD را در N قطع کرده است. نشان دهید:

 . BMN ABCDS S=
1

12

B

A

C

D

A

B

C

E

dd´

D

F

BA

CD
45°

b

a
45°

c

c

b

b

a

a

BA

C

M

N

D

O
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. همچنین  AM
MB

=
1

2
و  است   BC موازی ضلع  MN خط ،ABC مثلث در  7  ــ 

PC است. SAQN و SMQPB چه کسری از مساحت مثلث ABC است؟
PB

=
1

3

 
آن  در  مساوی  به طور  نفر  دو  که  متر   ١٥ و   ٣٨ ابعاد  به  شکلی  مستطیل  زمین  8  ــ 
شریک اند، مفروض است. این زمین فقط از نقطهٔ M که ٢٠ = MC است به یک کوچه 
راه دارد. مرز MN را چگونه رسم کنیم تا زمین به دو قطعهٔ با مساحت های مساوی بین 

آن دو تقسیم شود.

9ــ سه چندضلعی متشابه روی سه ضلع یک مثلث قائم الزاویه می سازیم. ثابت کنید 
مساحت چندضلعی روی وتر برابر مجموع مساحت های ساخته شده روی ضلع های زاویهٔ 

قائمه است. 

را  سایه زده  قسمت  مساحت  شبکه ای،  چندضلعی های  مساحت  به  توجه  با  10ــ 
محاسبه کنید.

11ــ یک مستطیل شبکه ای با ضلع های افقی و قائم که اندازه های ضلع های آن m و 
n  واحداند مفروض است. مساحت آن را ابتدا به روش معمول و سپس به کمک فرمول 

پیک محاسبه و آنها را مقایسه کنید.

12ــ مساحت یک چندضلعی شبکه ای 3 واحد است. جدولی تشکیل دهید و تعداد 
نقاط مرزی و تعداد نقاط درونی را در حالت هایی که امکان دارد، مشخص کنید. اگر این 
چندضلعی شبکه ای مثلث باشد در هر حالت شکل آن را رسم کنید. در حالتی که نقاط مرزی 

بیشترین تعداد ممکن را دارند، شکل های چهارضلعی های نظیر آن را نیز رسم کنید.

A

CP

Q
N

B

M

BA

CD M

N

15

38

20
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مساحت یکی از مفاهیم اساسی هندسه است. 
وقتی با یک زاویهٔ هندسی AOB∠ روبه رو هستیم که اجتماع دو 
نیم خط OA و OB است، قسمت سایه زده مطابق شکل را درون 
زاویهٔ AOB∠ می نامند. به طور دقیق تر اشتراک طرفی از خط 
OA را که شامل B است با طرفی از خط OB که شامل A است، 

درون زاویهٔ AOB∠ می نامند. 

به همین ترتیب اشتراک درون زاویه های مثلث را درون مثلث می نامند. درون 
مثلث و روی مثلث را ناحیهٔ مثلثی می نامند. 

تعداد  اجتماع  به صورت  را  آن  بتوان  که  است  ناحیهٔ چندضلعی شکلی  سرانجام 
متناهی ناحیه های مثلثی تبدیل کرد به طوری که اگر دو ناحیهٔ مثلثی اشتراک داشته 
ناحیهٔ  هر  به  باشد.  هردو  از  رأسی  یا  هردو  از  ضلعی  روی  اشتراک  این  باشند، 

چندضلعی عددی حقیقی و مثبت نظیر می کنیم که مساحت آن نامیده می شود. 

فرض کنیم A هر ناحیهٔ چندضلعی باشد. عددی حقیقی و مثبت به A نظیر می کنیم که آن را مساحت A می نامیم 
و با )S)A نشان می دهیم که شرایط زیر در آن برقرار است: 

 S)A( > 0    1

2     اگر دو مثلث هم نهشت باشند، مساحت های آنها برابرند. 

3    اگر اشتراک دو ناحیهٔ چندضلعی فقط روی ضلع ها یا رأس ها باشد یا اصلاً اشتراک نداشته باشد، مساحت 
             اجتماع آنها برابر مجموع مساحت های آنهاست. 

4   مساحت مستطیل با ضلع های به اندازه های a و b برابر S = ab است. 

برای سادگی به جای مساحت ناحیهٔ چندضلعی، همان مساحت چندضلعی را به کار می بریم. 

 )خــوانـدنـی(

B

O A

B

A

C
A

B

CD

E
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ذوزنقه 
متساوی الساقین 

چهارضلعیمتوازی  الاضلاع مستطیل لوزی مربعذوزنقه 

ویژگی

مساوی بودن هردو ضلع مقابل
اندازهٔ ضلع ها

موازی بودن هردو ضلع مقابل
ضلع ها

کلًا وجود ندارد
به شرطی که 

مستطیل یا مربع 
باشد

عمود بودن 
ضلع ها 

زاویه های با 
اندازه های برابر 

زاویه های مکمل

اندازه های 
مساوی دارند

وضعیت قطرها 
نسبت به هم

ویژگی های چهارضلعی های مهم در یک نگاه
جدول زیر را تکمیل کنید. 
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 در بارۀچندضلعی های شبکه ای بیشتر بدانیم
نقطهٔ شبكه اى در دستگاه محورها، نقطه ای به مختصات )x،y( است كه x و y اعدادى صحیح اند. بنابر فرمول 
bS همواره عددى گویا و مثبت است.بنابر این اگر b زوج باشد  i= + −1

2
پیک مساحت هر چندضلعى شبكه اى 

، S عددی صحیح است.
است،  ومثبت  صحیح  مساحت  شبكه اى  مربع  هر  در 
باشند،  مربع  مجاور  رأس  دو   )c،d( و   )a،b( زیرا اگر 
 d و   c ،b ،a كه  S.)چرا؟(  (a c) (b d)= − + −2 2

شبكه اى  متساوى الاضلاعى  مثلث  اگر  حال  صحیح اند. 
داشته باشیم، بنابر فرمول پیک مساحت آن عددى گویا و 
مثبت است. از طرف دیگر اگر m اندازهٔ هر ضلع آن باشد، 

mS مساحت آن است . =
2 3

4

مثبت  و  صحیح  که   ،  m (a c) (b d)= − + −2 2 2 اما، 
m2 عددی گنگ یا اصم است  که متناقض با آن چیزی است كه از فرمول پیک به دست  3

4
است در نتیجه 

بنابراین  مى آید؛ 

هیچ مثلث متساوی الاضلاعى وجود ندارد كه مختصات تمام رأس های آن اعداد صحیح باشند.

در شکل زیر نقشهٔ ایران را مشاهده می کنید. می توانید با انتخاب واحدهای مناسب مساحت آن را به طور تقریبی 
پیدا کنید.

5

5

4

4

3

3

2

2

1

1

B (c,d)c-a

d-
b

(a,b)

C

D

A
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همدان  در  واقع  سینا،  ابوعلی  آرامگاه  راست،  سمت  تصویر   
است. در مورد تصویر سمت چپ چه حدسی می زنید؟
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مفاهیم نقطه، خط و صفحه از اساسی ترین مفاهیم در هندسه است که معمولاً برای 
نمایش آنها به صورت زیر عمل می کنیم:

P ٔیا صفحه ... ،BAC ،ABC ٔصفحه                              d یا خط ،BA یا AB خط

خط راست از هر دو طرف نامحدود است. صفحه نیز از هر طرف ادامه دارد 
و ضخامتی ندارد.

به این تصویر دقت کنید. توپ A داخل جیب یکی از بازیکن ها 
و توپ C روی راکت بازیکن دیگر است و بقیهٔ توپ های تنیس 

روی زمین افتاده اند.

الف( سه توپ نام ببرید که در یک راستا هستند.

راستا  هم  ولی  صفحه اند  یک  در  که  ببرید  نام  توپ  سه  ب( 
نیستند.

ج( چهار توپ نام ببرید که همگی در یک صفحه نیستند.

BA

C
P

A

B
d

C

A

B

D
E

F

G

H
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 حالت های مختلف دو خط در صفحه و فضا
به تصاویر روبه رو نگاه کنید.

دو خط در یک صفحه نسبت به هم موازی یا متقاطع یا منطبق اند.                                                                     

مکعب روبه رو را در نظر بگیرید. 
در هر مورد وضعیت دو خط را نسبت به هم مشخص کنید و بنویسید که آیا می توان 

صفحه ای شامل آن دو در نظر گرفت؟

:HDو HG                                           :HG و EF
 :FDو EC                                            : GCو EA
:ABو GD                                           :BC و HD

 تعریف:  دو خط را که نقطۀ اشتراکی ندارند، در نظر بگیرید:

1( اگر صفحه ای وجود داشته باشد که شامل هر دوی آنها باشد، آن دو خط 
را موازی می نامیم.

2( اگر هیچ صفحه ای وجود نداشته باشد که شامل هر دوی آنها باشد، آن 
دو خط را متنافر می نامیم.

دو خط در فضا نسبت به هم ........ یا ........ یا ........  یا ........ هستند.

١ــ به سؤالات زیر پاسخ دهید.
)می توانید از تصاویر کمک بگیرید.( 

ــ در صفحه از هر نقطه چند خط می گذرد؟ 
در فضا چطور؟  

ــ در صفحه از یک نقطه غیر واقع بر یک خط، چند 
خط موازی آن خط می توان رسم کرد؟ 

در فضا چطور؟

A

A

A

C
D

E F

G
H

B

d1

d2

d1 d2

d1

d2
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2ــ در شکل های زیر در صورت وجود، به خطوط موازی، متقاطع و متنافر اشاره کنید.

٣ــ دو خط موازی رسم کنید و آنها را d1 و d2 بنامید. 
حالا خط d3 را موازی با d2 رسم کنید. دو خط d3 و d1 نسبت به هم چه وضعی دارند؟

 نتیجه 1:  در یک صفحه دو خط موازی با یک خط .............................

آیا در فضا نیز این نتیجه برقرار است؟

4  ــ می دانیم که در صفحه دو خط عمود بر یک خط، با هم موازی اند.
آیا در فضا هم این رابطه برقرار است؟

5ــ خط d با صفحهٔ P متقاطع است. 
خط های موجود در صفحهٔ P نسبت به خط d چه 

وضعیت هایی می توانند داشته باشند؟

 حالت های مختلف خط و صفحه

خط و صفحه در فضا نسبت به هم .......... یا .......... هستند یا خط بر صفحه 
.......... است. 

d

P

اگر خط و صفحه با هم اشتراکی نداشته باشند، نسبت به هم ............... هستند.

مدادتان را طوری در دست بگیرید
که مداد یا امتداد آن، صفحۀ میز را قطع نکند.

اگر خط و صفحه بی شمار نقطۀ اشتراک داشته باشند خط بر صفحه واقع است.

مدادتان را روی میز قرار دهید.

اگر خط و صفحه در یک نقطه مشترک باشند، نسبت به هم ............... هستند.

نوک مداد را روی میز بگذارید. 
در این حالت مدادتان در یک نقطه با میز اشتراک دارد.
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١ــ به سؤالات زیر پاسخ دهید. )می توانید از تصاویر کمک بگیرید.(
ــ از یک خط در فضا چند صفحه می گذرد؟

ــ از دو خط متقاطع چند صفحه می گذرد؟ 
ــ از دو خط موازی چطور؟

ــ از یک نقطهٔ غیرواقع بر یک صفحه، چند خط موازی با آن صفحه می توان رسم 
کرد؟

به  با توجه  نقطهٔ A است.  متقاطع اند و صفحهٔ P شامل   A ٔنقطه ٢ــ دو خط در 
شکل های زیر حالت های مختلف خطوط متقاطع و صفحهٔ P را بررسی کنید.

٣ــ دو خط d1 و d2  در فضا با هم موازی اند. 
الف( اگر صفحه ای مثل P با یکی از این دو خط موازی باشد، نسبت به دیگری 

چه وضعی دارد؟ 

ب( اگر صفحهٔ P شامل یکی از این دو خط باشد، نسبت به دیگری چه وضعیتی 
دارد؟ 

ج( اگر صفحهٔ P با یکی از این خطوط متقاطع باشد، نسبت به دیگری چه وضعیتی 
دارد؟

4ــ مسئلهٔ قبل را برای حالتی حل کنید که دو خط، متنافرند. 

A

C
D

E F

GH

B

A A A

P P P
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 حالت های مختلف دو صفحه

دو صفحه در فضا نسبت به هم ........... یا .......... یا .......... هستند.

به این مکعب دقت کنید: 
الف( خط های GF و DA نسبت به هم چه وضعی دارند؟

HG و DC چطور؟ 
EF و GC چطور؟

ب( هر خط با چند خط دیگر متقاطع است؟
با چند خط موازی است؟ 
با چند خط متنافر است؟ 

ج( HD با کدام صفحه موازی است؟ 
با کدام متقاطع است؟
بر کدام منطبق است؟

د( دو صفحهٔ موازی و دو صفحهٔ متقاطع نام ببرید.

اگر دو صفحه با هم نقطه اشتراکی نداشته باشند، نسبت به هم .............. هستند.

یک برگه را طوری در دست بگیرید
که خودش یا امتداد آن صفحهٔ میز را قطع نکند.

اگر دو صفحه در یک خط راست مشترک باشند، نسبت به هم .............. هستند.

خط راستی که اشتراک دو صفحهٔ متقاطع است، فصل مشترک آن دو صفحه نامیده 
می شود.

برگه را طوری در دست بگیرید که خودش یا امتداد آن صفحهٔ میز را قطع کند.
 اشتراک صفحه ای که برگه قسمتی از آن است، با سطح میز به چه شکلی است؟

A

C
D

E F

GH

B

برگه را روی میز قرار دهید.
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 تعریف:  فرض کنید خط l در نقطۀ A صفحۀ P را قطع می  کند. خط l بر صفحۀ P عمود 
است؛ هرگاه برتمام خط های صفحۀ P که از نقطه A می گذرند، عمود باشد.

نوک مداد خود را مطابق شکل به صورت قائم بر صفحهٔ کتاب نگه دارید.
در این حالت مدادتان با بقیهٔ  خط های موجود در صفحه که از نقطهٔ تقاطع مداد و سطح میز 
می گذرند، چه وضعیتی دارد؟

آیا اگر خطی فقط بر یکی از خطوط صفحه ای عمود باشد،
می توانیم بگوییم آن خط به آن صفحه عمود است؟

l

P
A

L

A
B

Q

D
A

B
LC

t

 تعامد

 می توان نشان داد که:

اگر خطی بر دو خط متقاطع از صفحه ای، در محل تقاطع عمود باشد، بر آن صفحه 
عمود است.

 تعریف:  دو صفحه بر هم عمودند؛ هر گاه هر کدام شامل خطی باشد که بر دیگری 
عمود است.

می دانیم که در صفحه، دو خط عمود بر یک خط با هم موازی اند.

الف( آیا دو خط عمود بر یک صفحه همیشه با هم موازی اند؟

ب( آیا دو صفحهٔ عمود بر یک صفحه همیشه با هم موازی اند؟

ج( دو صفحهٔ عمود بر یک خط نسبت به هم چه وضعی دارند؟

د( اگر خطی بر یکی از دو صفحهٔ موازی عمود باشد، نسبت به دیگری چه وضعیتی 
دارد؟

با  دوم  خط  وضعیت  باشد،  عمود  صفحه ای  بر  موازی  خط  دو  از  یکی  اگر  هـ( 
صفحه را بررسی کنید.

)1()2(
A

C

B

D

Q

L

R
)3(

L2L1

A
CD B

)4(

)5(
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١ــ با توجه به شکل به سؤالات پاسخ دهید:
الف( چند صفحه در شکل می بینید، نام ببرید.
ب( سه نقطه پیدا کنید که در یک صفحه اند. 

ج( چهار نقطه پیدا کنید که در یک صفحه نیستند. 
د( دو خط AB و CE نسبت به هم چه وضعی دارند؟ AC و CE چطور؟

٢ــ خطوط d1 و d2 و نقاط A و B و C مانند شکل مقابل اند. صفحهٔ P را در حالت های 
زیر در نظر بگیرید و وضعیت نسبی آن را با هر یک از خطوط d1 و d2 بررسی کنید.

الف( صفحهٔ P شامل نقطهٔ C است.
ب( صفحهٔ P شامل A و C باشد؛ ولی شامل B نباشد.

ج( صفحهٔ P شامل نقاط C و B و A است.
د( صفحهٔ P شامل خط d1 و نقطهٔ B است.  

٣ــ دو صفحهٔ P1 و P2 را به گونه ای در نظر بگیرید که متقاطع باشند و خط d فصل 
مشترک آنها باشد )در هر دو حالت الف و ب تصویر مناسب را رسم کنید(.

الف( اگر ʹP صفحه ای باشد که با P1 موازی باشد، نسبت به P2 چه وضعیتی خواهد 
داشت.

ب( اگر ʹP صفحه ای باشد که با P1 متقاطع است، با P2 چه وضعیتی می تواند داشته 
باشد. 

4ــ شکل مقابل یک دیوار و یک در دو لنگه را که در دیوار قرار گرفته است، نشان 
می دهد. وضعیت خط ها و صفحه های زیر را مشخص کنید.

الف( وضعیت صفحات EFIH و ABCD و FGJI را دو به دو نسبت به هم بررسی 
کنید.

BC و FI ب( خطوط
AB و FI ج( خطوط
EF و FG د( خطوط
HI و FG هـ( خطوط

و( یکی از خطوط )به دلخواه( و یکی از صفحات 
)به دلخواه(

D

E

A

B

C

A

B
C

d1

d2

A

D

E

I JH

F G
B

C
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5 ــ تجسم کنید دو لنگهٔ در هرکدام 30º باز شده اند، وضعیت خط ها و صفحه های 
زیر را مشخص کنید.

و   ABCD و  EIKH صفحه های وضعیت  الف( 
JFGL را دو به دو نسبت به هم بررسی کنید.

EIKH ٔو صفحه FJ ب( خط
EIKH ٔو صفحه JL ج( خط

د( خط EH نسبت به هریک از صفحات
JF و EI هـ( خطوط

 FG و EI و( خطوط
BC و FJ ت( خطوط

6 ــ تصور کنید دو لنگهٔ در هرکدام 90º باز شده اند. وضعیت خط ها و صفحه های 
زیر را مشخص کنید.

الف( وضعیت صفحات  EIKH و ABCD و FGLJ را دو به دو نسبت به هم بررسی 
کنید.

 EIKH  ٔو صفحه FJ ب( خط
EIKH  ٔو صفحه JL ج( خط

FJ و EI د( خطوط
HK و FJ هـ( خطوط

٧ــ منشور سه پهلوی زیر را در نظر بگیرید و به سؤالات پاسخ دهید:
الف( سه جفت خط متمایز دو به دو موازی نام ببرید.

ب( سه جفت خط متمایز دو به دو متنافر نام ببرید.
ج( سه جفت خط دو به دو متقاطع نام ببرید.

د( سه خط همرس نام ببرید.
هـ( سه جفت خط و صفحهٔ موازی نام ببرید.

و( دو صفحهٔ موازی نام ببرید.
ز( سه صفحهٔ دو به دو متقاطع نام ببرید.

A

D

E

K

I

L

J

H

F

G

B

C

A

D

E
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L

J

H

F

G

B

C

A

D E

F

B

C



86

8 ــ از هر نقطه غیرواقع بر یک صفحه، چند خط می توان به آن صفحه عمود کرد؟

9ــ از هر خط غیرواقع بر یک صفحه، چند صفحه می توان گذراند که بر آن صفحه 
عمود باشد؟

الف( خط بر صفحه عمود باشد.
ب( خط بر صفحه عمود نباشد.

10 ــ دو صفحه P و Q برهم عمودند و خط d نیز بر صفحهٔ P عمود است. این خط 
نسبت به صفحهٔ Q چه وضعی دارد؟

11ــ دو صفحهٔ متقاطع P و Q بر صفحهٔ R عمودند. فصل مشترک این دو صفحه 
نسبت به صفحهٔ R چه وضعیتی دارد؟

A

P
Q R

P

Q

d
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ــ چهرهٔ پدر یا مادر خود را در ذهن تصور کنید. چه ویژگی هایی دارند؟ به نظر شما 
اگر ده سال جوان تر یا ده سال پیرتر بودند به چه شکل بودند؟

ــ در شکل روبه رو چند پرتقال روی میز چیده شده است؟

ــ سعی کنید برای دوستتان توصیف کنید که خانه تان به چه شکل است؟ تصور کنید 
این صورت خانهٔ جدید، چه شکلی  در  داشتید.  بزرگ تری  آشپزخانهٔ  یا  کمتر  اتاق  یک 

می توانست داشته باشد؟

ــ در بسیاری از موارد مانند آنچه در تصویر می بینید، لازم است تصویری از مسیر 
حرکتمان را ترسیم کنیم. شما هم طرح فوری١ مسیر خانه تا مدرسه را برای دوستتان رسم 

کنید.

ــ در شکل روبه رو چه می بینید؟ 
ــ اگر بدانید که این تصویر به یک جسم هندسی مربوط است که از بالا به آن نگاه شده 

است، چه جسم هندسی را تصور می کنید؟

در تمام حالت های بالا شما در واقع از تفکر تجسمی خود استفاده کرده اید.

استفاده  تفکر  برای  زبانی  و شیوه های  و جملات  عبارات  از  تفکر تجسمی  در 
نمی شود؛ بلکه این تصاویر هستند که در ذهن ما نقش می بندند و به ما کمک 

می کنند دربارۀ موضوع مورد نظر فکر کنیم.

١ــ »طرح فوری« با تصویب فرهنگستان به جای واژهٔ »کروکی« به کار می رود.
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از  متفاوت  می توانند  معمولاً  انسان ها  از  بسیاری  و  هنرمندان  نقاش ها،  عکاس ها، 
سایرین به اطراف خود نگاه کنند. حتماً شما هم تصاویری مشابه تصاویر زیر دیده اید. 

را  زیر چه چیزی  ــ تصویر 
به شما نشان می دهد؟

  آیا می توان ادعا کرد که 
یکی از این تصاویر نسبت به بقیه 

کامل تر یا بهتر است؟

  آیا می توان بدون چرخاندن
شکل یا تغییر زاویهٔ دید، تمام این 

تصاویر را دید؟

  آیا نمونه هایی شبیه به این موضوع را در زندگی واقعی دیده اید؟

تصویر زیر از نمای بالا، چپ و روبه رو رسم شده است.

نمای روبه رونمای چپ نمای بالا

نمای بالا

نمای چپ

نمای رو  به رو
نمای راست

نمای روبه رونمای چپ نمای بالا
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رسم  مختلف  نماهای  از  روبه رو  شکل  ١ــ 
از  هر تصویر  در  کنید  شده است. مشخص 

کدام جهت به شکل نگاه شده است؟

٢ــ سعی کنید از جهت های مختلف به هر شکل نگاه کرده و آن نما را رسم کنید.

نمای چپنمای بالانمای روبه  رو

٣ــ دو مکعب مستطیل را روی هم قرار داده ایم. ابعاد مکعب مستطیل بالایی از 
مکعب مستطیل پایینی کمتر است. تصویری از این دو مکعب مستطیل رسم کنید 

که نمای روبه رو و نمای بالا را نشان دهد.
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١ــ کدام قطعه، شکل سمت راست را به یک مکعب مستطیل کامل تبدیل می کند؟

٢ــ نمای روبه رو، چپ و بالای مکعب های سمت راست در ستون سمت چپ رسم 
شده است. هر شکل را به نماهای مربوط به آن وصل کنید.

٣ــ در هر شکل، نمای بالا، روبه رو و سمت چپ را رسم کنید.

123

45

نمای بالانمای چپنمای روبه  رو
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٤ــ تمام وجه های مکعبی را رنگ آمیزی کرده ایم.
ــ چند مکعب کوچک در این شکل وجود دارد؟

ــ چند مکعب، رنگ نشده است؟
ــ چند مکعب، رنگ شده است؟

ــ چند مکعب، فقط دو وجه رنگ شده دارد؟
ــ چند مکعب، سه وجه رنگ شده دارد؟ 

٥  ــ روی تمام وجه های مکعب هایی حرف A نوشته شده است. 8 تا از این مکعب ها 
را به شکل ستونی روی هم می چینیم. چند حرف A دیده می شود؟

٦ــ شکل سمت چپ از چند مکعب کوچک تشکیل شده است؟
حداقل چند تا و حداکثر چند مکعب باید برداشته شود تا نمای بالا به این شکل باشد؟ 

در هر شکل، مکعب گستردهٔ سمت چپ مربوط به کدام یک از مکعب های سمت راست است؟

    )٣(    ٢(    ١

    )٣(    ٢(    ١

    )٣(    ٢(    ١
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حتماً تا به حال ناچار شده اید که برای خوردن برخی میوه ها یا مواد غذایی دیگر، آنها 
را برش بزنید. آیا همهٔ میوه ها به یک شکل برش زده می شوند و شکل هندسی یکسانی از 

برش زدن آنها به دست می آید؟

حال فرض کنید که می خواهیم یک جسم هندسی را برش بزنیم.

 تعریف:  شکلی که از برخورد یک صفحه با یک جسم هندسی حاصل می شود، 
سطح مقطع آن نامیده می شود.

ــ سطح مقطع استوانه در برخورد با صفحه های افقی، عمودی و صفحهٔ مایلی که از 
قاعدهٔ استوانه عبور نکند به چه شکل است؟ 

ــ سطح مقطع یک مکعب مستطیل با صفحه های قائم، افقی و مایل به چه شکل است؟

در سال های آینده با تعریف دقیق تر 
بیضی آشنا خواهید شد.

............................ بیضی..............

.............. ..........................................
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به چه شکل  مایل  و  افقی  با صفحه های  برخورد  در  قائم  مقطع یک مخروط  سطح 
است؟ 

ــ مخروط قائمی را مطابق شکل با صفحه ای موازی قاعدهٔ آن برخورد داده ایم. این 
صفحه مخروط را به دو بخش تقسیم می کند. بخش بالایی به چه شکل است؟ 

بخش زیرین را مخروط ناقص می نامند. 
حاصل  مقطع  سطح  کند،  قطع  را  ناقص  مخروط  عمودی  شکل  به  صفحه ای  اگر 

چیست؟ 

١ــ دو استوانه را روی  هم قرار داده ایم. اگر صفحه ای به شکل عمودی با هر دو 
این استوانه ها برخورد کند، سطح مقطع حاصل به چه شکل خواهد بود؟

٢ــ در شکل زیر نصف یک استوانه داده شده است. سطح مقطع این شکل در 
استوانه عبور  قاعدهٔ  از  که  مایلی  افقی، عمودی و صفحهٔ  با صفحه های  برخورد 

نکند به چه شکل است؟ 

٣ــ سطح مقطع حاصل از برخورد یک صفحه با یک کره به چه شکل است؟
در چه صورت این سطح مقطع بیشترین مساحت ممکن را خواهد داشت؟

مقاطع  جزء  دایره  و  بیضی  سهمی، 
مخروطی  مقاطع  هستند.  مخروطی 
ستاره های  سیاره ها،  مدار  مطالعۀ  در 
کاربرد  مصنوعی  قمرهای  و  دنباله دار 
مطالعۀ  در  همین طور  دارند.  زیادی 
راهنمای  سامانه1 های  اتم ها،  ساختار 
وسایل  عدسی ها،  ساختن  هواپیماها، 
هوا،  پیش بینی  وسایل  و  نوری 
ساختن  و  مصنوعی  قمرهای  ارتباطات 

پل ها به کار می روند.

..............

..............

............................

صفحه مایل که موازی ..............
با یال مخروط، آن را 

را قطع می کند

دایره

١ــ واژهٔ »سامانه« با تصویب فرهنگستان به جای واژهٔ »سیستم« به کار می رود.
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١ــ فرض کنید منشور زیر، یک قطعهٔ چوبی توپر باشد. این قطعهٔ چوبی را طوری اره 
می کنیم که از سه نقطهٔ مشخص عبور کند. در هر حالت مشخص کنید سطح مقطع به چه 

شکل است و منشور به چه شکل های فضایی تجزیه می شود؟
AD و CF  ،BE وسط پاره خط های P و N ،M )الف

E و D ،C )ب
)AB وسط پاره خط( Q و F ،C )ج

2ــ قاعدهٔ هرمی، مستطیل ABCD است. رأس این هرم را O نامیده ایم. سطح مقطع 
حاصل از برخورد صفحهٔ P را با این هرم در هر حالت مشخص کنید.

الف( صفحهٔ P بر ارتفاع هرم عمود باشد.
ب( صفحهٔ P از O بگذرد و بر قاعدهٔ هرم عمود باشد.

ج( صفحهٔ P از O نگذرد؛ ولی بر قاعدهٔ هرم عمود باشد.

3ــ صفحهٔ P کره ای به مرکز O و شعاع 5 سانتی متر را قطع کرده است. 
اگر فاصلهٔ نقطهٔ O از صفحه 3 سانتیمتر باشد، مساحت این سطح مقطع چقدر است؟

٤ــ دو کره با شعاع های r و ′r یکدیگر را قطع کرده اند. نقاط مشترک واقع بر روی 
هر دو کره روی چه شکلی قرار دارند؟

اگر همهٔ این نقاط را به مرکز یکی از دو کره وصل کنیم، چه شکلی به دست می آید؟

A

D E

F

B

C

A

B

C

D

O

O
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جسم های  می توان  محور  یک  حول  هندسی،  متفاوت  شکل های  دادن  دوران  از 
هندسی مختلفی را تصور کرد.

ــ فرض کنید دو پاره خط برهم عمودند و یکی را حول دیگری دوران داده ایم. چه 
شکل هندسی ای ساخته می شود؟

داده ایم. شکل حاصل  دوران  آن  قطرهای  از  یکی  را حول   r شعاع  به  دایره ای  ــ 
چیست؟ 

ــ یک نیم دایره را حول قطر دوران می دهیم. شکل حاصل چه خواهد بود؟

ــ اگر همین نیم دایره را حول شعاع عمود بر قطر داده شده دوران دهیم، چه شکلی 
ساخته می شود؟

دایره را حول شعاع مشخص شده دوران دهیم، شکل حاصل چه  ربع یک  اگر  ــ 
خواهد بود؟
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ــ دو خط موازی را در نظر بگیرید. اگر یکی از خطوط را حول دیگری دوران دهیم، 
چه جسم هندسی ای ساخته می شود؟ 

ــ اگر یک مستطیل را حول طول یا عرض آن دوران دهیم، چطور؟

ــ اگر مستطیل را مطابق شکل، حول محور داده شده دوران دهیم، شکل حاصل چه 
خواهد بود؟

١ــ دو خط متقاطع را مطابق شکل درنظر بگیرید. اگر یکی از خطوط را حول دیگری 
دوران دهیم، چه جسم هندسی ای ساخته می شود؟ 

٢ــ در هر مورد مشخص کنید شکل حاصل از دوران چه خواهد بود؟ تصویر مناسبی 
رسم کنید.

الف( دوران یک مثلث متساوی الساقین حول ارتفاع آن:
ب( دوران یک مثلث قائم الزاویه حول یک ضلع زاویهٔ قائمه:

پ( دوران یک ذوزنقهٔ قائم الزاویه حول ضلع عمود بر قاعده ها:
ت( دوران یک مثلث متساوی الساقین حول قاعدهٔ آن:

٣ــ مربعی به ضلع a را حول محور d  دوران داده ایم. شکل حاصل را توصیف کنید. 

٤ــ شکل زیر را در نظر بگیرید. این شکل از دوران کدام شکل هندسی حول یک 
محور ساخته می شود؟ تصویر مناسبی برای آن رسم کنید.
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