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باسخنی

کتاب ریاضی و آمار پایهٔ دهم رشــتهٔ انســانی در جهت اهداف برنامهٔ درســی ملیّ و در ادامهٔ تغییر 
کتاب های درســی دورهٔ اول متوسطهٔ تألیف شده اســت.زمانی تأکید کتاب های درسی ریاضی بیشتر 
بر توانایی انجام دادن محاســبات بــود. در رویکرد جدید، ضمن توجّه به ایــن هدف، تأکید اصلی بر 
پرورش قوّة تفکّر و تعقّل و رشــد توانایی حلّ مسئله اســت. در واقع رویکرد » آموزش ریاضی برای 
حل مســئله« به » آموزش از طریق حل مســئله« تغییر کرده است. رسیدن به چنین هدفی، مشکلات و 
دشــواری های فراوانی دارد و به سرعت امکان پذیر نیســت ولی مدّ نظر قرار دادن آن می تواند جهت 
اصلی حرکت جامعهٔ آموزش ریاضی را تعیین کند. در این میان، اصلی ترین و مؤثرترین وظیفه بر عهدهٔ 
معلمّ قرار دارد. قدرت انعطاف و هماهنگی و همراهی معلمّان با برنامه های جدید ستودنی است. بر این 
اساس، مؤلفان کتاب حاضر سعی کرده اند برای انجام وظیفهٔ خویش در مورد آموزش معلمّان، ضمن 
اطلّاع رســانیِ مناسب و به هنگام دربارهٔ تألیف، کتاب راهنمای معلمّ و نیز فیلم های آموزشی مربوط را 

به موقع در اختیار همکاران عزیز قرار دهند.
ســاختار کتاب حاضر از ســه  بخش اصلیِ »فعّالیت«، »کار در کلاس« و »تمرین« و نیز مثال های 
حل شده و توضیحات به  صورت متنی، نکات مهم و تعاریف، تشکیل شده است. آنچه در هر »فعّالیت« 
به  طور عمده مدّ  نظر بودهّ آشــنایی دانش آموزان با مفهوم درس و ســهیم بودن او در ســاختن دانش 
مورد  نظر است. فعّالیت ها شامل مراحلی مانند درک کردن، کشف کردن، حلّ مسئله، استدلال کردن، 
بررســی کردن، حدس و آزمایــش، توضیح راه حل، مرتبّ کردن، قضــاوت در مورد یک راه حل و 
مقایسهٔ راه  حل  های مختلف است. هدایت فعّالیت ها ساده و آسان نیست و صد البتّه، اجرای مناسب 
آن ارزش زیادی دارد. فعّالیت ها در حدّ متوسّط طرّاحی شده اند؛ بنابراین معلمّ می تواند با توجّه به زمان 
و توانایی دانش آموزان خود، یک فعّالیت  را غنی تر کند یا با ارائهٔ توضیحات بیشتر و ایجاد تغییراتی، 

آن  را ساده تر نماید و حتی فعّالیتی مکمل در جهت آموزش همان مفهوم درسی طراحی کند. 
مؤلفان در کتاب ریاضی و آمار )1( بر این باورند که استفاده از مثال ها و مسائل کاربردی که رابطه ای 
با شاخه های مختلف رشتهٔ علوم انسانی داشــته باشد می تواند علاوه بر ایجاد انگیزه در دانش آموزان 

ّمعلم
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برای یادگیری ریاضی و آمار به پرورش تفکرّ ریاضی در آنها کمک کرده طوری که در مواجهه با 
مسائل و مشکلات روزمره از این ذهنیت استفاده لازم را برده و در آینده افرادی خلّق، متفکّر و 

با قدرتِ تجزیه و تحلیل و دلسوز برای خدمت به جامعه و ایران اسلامی تربیت شوند. 
 هنــگام انجــام دادن فعّالیت، هدایت گفت و گوی کلاســی یــا گفتمان ریاضی، کــه  در آن 
دانش آمــوزان به ارائهٔ دیدگاه ها و دفاع از اندیشــه های خود و نیز قضــاوت و ارزیابی افکار و 
روش های ریاضی دیگر دانش آموزان می پردازند، به عهده معلمّ اســت. به طور خلاصه، فراهم 
کــردن موقعیت های یادگیری و فرصــت دادن به دانش آموز برای اینکه خود به کشــف مفهوم 
بپردازد، می تواند یکی از دل مشغولی های همکاران عزیزمان باشد. »کار در کلاس« با هدف تثبیت 
و تعمیق و در مواردی، تعمیم یادگیری طرّاحی شده و انتظار این است که دانش آموزان بیشترین 
سهم را در انجام آن داشته باشند. مثال ها توسط همکاران محترم در کلاس بررسی شده و سعی 
می شود تا همانند کار در کلاس ها دانش آموزان به حل و بررسی آنها مشغول باشند و روی نکات 
مهــم و تعاریف که عمدتاً در داخل کادرهایی قرار دارند از طرف دبیران محترم تأکید لازم انجام 
خواهد پذیرفت. حلّ »تمرین« ها به عهدهٔ دانش آموزان است؛ اما ضرورت دارد که معلمّ زمینه را 

برای طرح پاسخ ها و بررسی آنها در کلاس فراهم سازد.
پس از آماده شدن نسخهٔ اوّلیهٔ کتاب، مؤلفان جلسات فشرده ای را برای نقد و اصلاح آن برگزار 
و برخی تغییرات و اصلاحات لازم را نیز در کتاب اعمال کردند. نظرات حاصل از اعتباربخشی و 
آرای معلمّان سراسر کشور نیز در این اصلاحات مدّنظر قرار گرفت. در اینجا لازم است مراتب 
تقدیر و تشــکّر خود را از همهٔ همکارانی که نسخهٔ اوّلیهٔ کتاب را مطالعه و نظرات و پیشنهادهای 
خود را به واحد تحقیق، توســعه و آموزش ریاضی ارسال کرده اند، ابراز نماییم. ده ها نقد رسیده 
از سراسر کشور نویدبخش حضور و مشــارکت مؤثرّ دبیران گرامی در تألیف کتاب های درسی 
اســت. علاوه بر آن، مشاورانی از مراکز آموزشی و پژوهشی نیز بخش هایی از کتاب را مطالعه و 
نقد کرده اند که جا دارد از آنها نیز قدردانی شود، همچنین از آقای مجید امیری برای استفاده از 
اشعار ایشان تشکر می کنیم. گروه تألیف، آمادگی دریافت  نظرات و دیدگاه های تمامی همکاران 
و عزیزان را از طریق وبگاه واحد تحقیق، توســعه و آموزش ریاضی1 دارد. به علاوه، بسیاری از 
مطالب مربوط به پشتیبانی کتاب از طریق وبگاه یاده شده قابل دریافت است. اطمینان داریم که با 
اتکّال به خدای متعال و تکیه بر تلاش، اراده و همّت شما دبیران محترم می توانیم به برآورده شدن 

اهداف کتاب امیدوار باشیم.
مؤلّفان

1. www.mathrde.ir                         
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 چند اتحاد جبری و کاربردها
در سال  قبل، با اتحادهای زیر آشنا شدید.

(a+b)2  =    a2  +  2ab  +  b2 	
(a- b)2  =   a2  -  2ab  +  b2 	
(a+b) (a- b)   =  a2  -  b2 	
(x+a) (x+ b) =  x2  +(a+b)x  +a b 	

کار در کلاس 

با استفاده از اتحادهای بالا، تساوی های زیر را کامل کنید.
	     ...  +  ...  + 2  = a2(a +  4) )الف
	             ...   +   2  = ...  -6a(3a -1)   )ب
)پ ( b) b+ = + +

2 21 1
2 2

22
 	

) )ت )( )+ − = − = 3 3 3 2 1 	
	         ... +  x2+   (...)  x   =   (x+3)  (x+4)   )ث
	         ...  -  ...  -  ... =(5-)(2)+(3x)(٥-2) +... =     (3x-5)  (3x+2)      )ج
	         x2 +3x+2  =   (...+ x)  (...+ x)      )چ

کار در کلاس 	

با استفاده از اتحاد مربع دوجمله ای، اتحاد مزدوج و اتحاد جمله مشترک، عبارت های جبری زیر را تجزیه 
کنید.

9x2  -  16  =  (3x  -...) (3x  +  ...) )الف 	

ba

a

b

a2

ab

ab

b2

(a+b)2= a2+2ab+b2



11

)ب x x x ( )x ( ) (x )+ + = + + = +
2 2 2 22 1 1 12

3 9 3 3
  	

  4x2  -  4x   +1  =  (  ...)2  -  2(2x)  +  (1)2  =  (2x - ...) 2 )پ 	
y2  +3y   -10  =  y2  + (5  - 2)y  -  (5)  (2)  = ( y - ...) (y +...) )ت 	
9x2  +  18x   + 8  =  (  3x)2  +  6 *   (3x ) +  8 )ث

 =  (3x)2  +  (... + ...)  (  3x)   +  (2 ) (4) 	
= (3x  +...)  (3x  +...)

کار در کلاس 

عبارت های جبری زیر را به صورت ساده ترین حالت، تجزیه کنید.
12x7    (x2  + 6)3 - 8x5 (x2  +  6)4 )الف 	

= 4x5  ( x2   +6)3  (3x2-2(x2  +  6) )   	
= 4x5  ( x2   +6)3  (... -... )   	
= 4x5   ( x2   +6)3  ( x - ... ) ( x + ... )   	

x8  -  64x4  =  x4  (x4  -  64) )ب 	
= x4   (... - ... ) ( ... + ... )  
= x4   (... - ... ) ( x + 8 ) (...  +  ...)   	

کار در کلاس 

بعضی از محاســبات عددی را می توان با کمک  اتحادها، به راحتی انجام داد. تســاوی های زیر را کامل 
کنید.

	     ... =2(١-1000) =  2(999) )الف
	    ...-...   =   (4 + ...) (4-100) =  104×96 )ب
	     = ...+...  = 2(2+100) =  ... )پ

ت( خودتان نیز یک مثال عددی بزنید که برای محاسبهٔ آن از اتحادها، کمک گرفته اید.	
ث( آیا کاربرد دیگری از اتحادها، به ذهن شما می رسد؟ لطفاً توضیح دهید.

آفرینش، دفترش تا باز شد
با »حساب« و »هندسه« آغاز شد

دستِ حق تا نقشِ عالم می نگاشت
در سِرشت »دایره« ، »پی« می گذاشت

شکل های  هندسی و »مُنتَظم«
او نهاده در نهادِ هر قلم

با »مثلثّ« ، »دایره«، یا »مستطیل«
می شود اندام این عالم شکیل!

آسمان، از اختران پر کرده است 
روز و شب را در »تناظر« کرده است

این همه مجموعه های بی نظیر
کهکشان های »شمارش ناپذیر«!

نظم این اعداد، در اوجِ کمال
در تناسب گشته عالم، بی مثال

زلفِ عالم تا پریشان می شود
این ریاضی، شانه های آن می شود!

یا به اِستقراء و یا »برهان خُلف«
می شود شانه، پریشانیِّ زلف!
باز، بین جغرافیای بی حدود

کوه ها بر دشت ها گشته »عمود«!
از حیات و از جَماد و از نبات

پرُ نمود این »دستگاه مختصات«

a- b

a-
 b

b
a

a

b

1

3

2

4

(a- b)2  =   a2  -  2ab  +  b2(1) (2) و ⇒

مساحت مربع:
)1(

)2(

s1=   (a-  b )2

s1=   s  -    s2 - s3  -    s4
= a 2  - b (a-  b )- b (a-  b )  -b2

=   a 2  - 2ab + b2
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کار در کلاس 	

عبارت جبری a+b(3( را به کمک اتحاد مربع دو جمله ای و حاصل ضرب عبارت های جبری ساده کنید.
)a+b(3 = )a+b(2 )a+b( = …… 	

برای ساده کردن a+b(4( ، چگونه عمل می کنید؟ آیا این پرسش را می توان برای توان های بزرگ تر از 4 نیز 
طرح کرد؟ آیا روشی وجود دارد که بتوان بدون ساده کردن عبارت های حاصل ضرب، جواب نهایی را به دست 

آورد؟

فعالیت زیر پاسخ مناسبی برای سؤال بالاست.

فعالیت

جدول زیر را درنظر بگیرید.

)a+b(0 =11

)a+b(1 = 1a + 1b1        1

)a+b(2= 1a2+ 2ab + 1b21        2        1

)a+b(3=1a3+3a2b +3ab2+ 1b31        3        3        1

)a+b(4=  a4+  a3b+  a2b2+  ab3+  b41        4        6        4        1

)a+b(5 = 1a  +5a     b +10a     b +10a     b  +5ab4+b51        5        10        10        5        1

.

.

.

.

.

.

1. در جدول بالا سمت چپ )مثلث خیام(، چه ارتباطی بین سطر دوم و سطر سوم وجود دارد؟ چه ارتباطی 
بین ســطر ســوم و سطر چهارم وجود دارد؟ چه رابطه ای بین ســطر چهارم و سطر پنجم وجود دارد؟

 مثلث خیام1
در اینجا بایــد به رخداد 
مهمی که با شناسایی کتاب 
جبر و مقابله خیام در اروپا 
صورت گرفــت بپردازیم.  
صورت  کــه  مـی دانــــیم 
بـسط یـافـتهٔ  دوجـمله ای 
بــه طراحی مثلثــی عددی 
پیش از این  کــه  می انجامد 
مثلث نیوتن ـ پاسکال نامیده 

می شد. 
در اواســط قرن بیســتم 
اروپــــایی  دانـشمنـــدان 
عـــاقه مند بــه بـــررسی 
در  ریـــاضیات  تــــاریخ 
سرزمـین هـــای اســامی 
پــرسیـدنـــد: خــود   از 
»  آیا ممکن است این روش 
 بـسط   دوجــمـله ای هـــا 
در ســرزمین های اسلامی 
دانشــمندان  وســیله  به  و 
گرفته  نیز صورت  اسلامی 
بررسی ها  نخستین  باشد؟« 
به حضــور این بســط در 
کتاب   مــفتاح الـــحساب 
جـــمشید  غیــــاث الدین 
کاشانی رســید و در ادامه 
به  این بسط  شــد  روشــن 
دانشمندی پیش از کاشانی 
یـــعنی  خواجه نصیرالدین 
طوســی بــاز می گــردد و 
در فصــل اول از کتــاب 
طوسی  جوامع الحســاب 
ادامه  مـــی شود.  دیـــده 
ردپــای  نیــز  پژوهش هــا 
این بســط را به کتاب جبر 
رســاند  خیــام  مقابلــهٔ  و 
و مشــخص شــد بــرای 
اولـین بار در سرزمین های 
اسلامی و حدود شش قرن 
قبل از نیوتن، خیام این دو 
جمله ای را در کتاب خود 

بسط داده است. 

 1. حکیــم، عمرخیــام   ـ     علی اکبر ولایتی 
انتشارات آفتاب، تهران. ١٣٨٩.
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2. آیا می توانید سطرهای هفتم و هشتم را کامل کنید؟

3. چه ارتباطی بین ســطرهای واقع در مثلث خیام و ضرایب عبارت های جبری ســطرهای جدول بالا در 
سمت راست وجود دارد؟

4. آیا می توانید ضرایب a+b(4( را در جدول سمت راست، کامل کنید؟

5  . آیا می توانید توان های a و b در عبارت a+b(5( در جدول سمت راست را کامل کنید؟

6. آیا توانسته اید حدس بزنید که چه ارتباطی بین اعداد سطرهای واقع در مثلث خیام و ضرایب توان های 
)a+b( وجود دارد؟

 )a+b(3=a3+3a2b+3ab2+b3 را براساس اتحاد )a-b(3 حاصل عبارت ،a-b = a +)-b( 7. با توجّه به اینکه
به دست آورید.

با توجّه به مثلث خیام، اتحادهای زیر را خواهیم داشت:
	

)a+b(3 = a3 + 3a2b+3ab2+b3

)a-b(3 = a3 - 3a2b+3ab2-b3

کار در کلاس 

با استفاده از اتحادهای بالا، تساوی های زیر را کامل کنید:

	     ...+ 3  = 8a3 +  ...  +  6a(٢a +  1) )الف

) )ب a ) ( a) ( )− = − + −3 21 1
2 3 2 8

3 3
   	

	   3  =   ...  -  ... +  ... -8b3(4a -  2b) )پ

+ ...  + ...  +  27a3   =  3(...  + ...) )ت 1

8
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کار در کلاس 

در تساوی های زیر، به جای علامت سؤال، عدد مناسب قرار دهید:
1 = 20 	
1 + 1 = 2? 	
1 + 2 + 1 = 2? 	
1 + 3 + 3 + 1 = 2? 	
1+ 4 + 6 + 4+1 = 2? 	

- چه ارتباطی بین توان های عدد2 و سطرهای واقع در مثلث خیام وجود دارد؟
- آیا می توانید الگویی برای توان های عدد2، برحسب سطرهای واقع در مثلث خیام حدس بزنید؟

- براساس این الگو مقدار 210 را به دست آورید.
- آیا می توانید مانند الگوی بالا، الگوهای دیگری از مثلث خیام حدس بزنید؟

کار در کلاس 

توان های مختلف 11 را، به دست آورید.
110 = 1  	
111 = 11 	

11٢ = (1+10)2=1+2*10+102=1+20+100=121 	
113 = (1+10)3=...+...+...+...=1+30+...+1000=1331 	
114 = (1+10)4=1+4*10+...+...+104=14641 	

- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 112 و اعداد واقع در سطر سوم مثلث خیام وجود دارد؟
- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 113 و اعداد واقع در سطر چهارم مثلث خیام وجود دارد؟

- چه ارتباطی بین توان به دست آمده در 114 و اعداد واقع در سطر پنجم مثلث خیام وجود دارد؟
- آیا می توانید بدون هیچ گونه محاســبه ای 115 را برحســب اعداد واقع در سطر ششم مثلث خیام به دست 

آورید؟
- چه نتیجه ای می توانید برای توان های مختلف 11، بگیرید؟
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کار در کلاس 

با توجّه به اتحادهایی که تاکنون آموخته اید، اتحادهای زیر را با اســتفاده از حاصل ضرب عبارت های جبری 
بررسی کنید و تساوی دوطرف را نشان دهید. سپس عبارت کلامی این اتحادها را بنویسید. 

	
(a - b)(a2 + ab +b2) = a3 - b3

اتحاد تفاضل مکعب دوجمله ای 
(a + b)(a2 - ab + b2) = a3 + b3

اتحاد مجموع مکعب دوجمله ای 

فعالیت

با استفاده از اتحادهای بالا، عبارت های جبری زیر را تجزیه کنید. 
8y3 - 1 = (2y)3 - 13 = (2y-1)  ((2y)2 + (2y) + 12) 	

= (2y - 1) (... + ... + ...) 	

 8a3 + 1 = (2a)3 + 13 = (... + ...) ((2a)2 - ... + 1) = 	

... + b3 = (2a)3 + b3 = (2a + ...)(... - 2ab + ...) 	

t6 - 1

8
 = (t2)3 - ( 1

2
)3 = (... - ...) (... + ... + ...) 	

تمرین

١. با استفاده از اتحادها، حاصل عبارت های زیر را بنویسید. 
t(x ) , (y ) , ( ) ,− + −2 2 21

1 2
4 3

a t( z ) , ( )− +3 31 1
2

2 4 3

b

(A -B)  (A2 + AB +B2) = A3 - B3

A

B

BB
AA

A3-B3

              

  
    

      














A

A

A
(A-B) (A-B)

(A-B)

B

BB








































A

B

B

B

A















  
    

      

  
    

  
   

(A-B) (A-B)

(A-B)
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S1

S3

S2

S4

a-b b

b

٢. با استفاده از اتحادها، در قسمت های نقطه چین، عبارت مناسب بگذارید. 
(a ) a+ = + +2 22 2 	

(٢ - ١x)2 = 1 - 4x + ... 	
( x) x+ = + + +3 23 3 3 3 3  	

٣. به کمک اتحادها، عبارت های زیر را تجزیه کنید. 
x6 - 1 ,  1 + z3 ,     8 - t6 	
9x2  -  6x  +1
25x2  +  25x  +6 	
4x2  +  14x  +12 	

٤. کدام یک از عبارت های زیر، نشــان دهندهٔ اتحاد مجموع مکعب دو جمله ای  یا اتحاد تفاضل مکعب 
دوجمله ای است؟ 

(3x + 5) (9x2 - 20x + 15)    ,     (x+ 2) (x2 - 2x + 4) 	
(4x + y)(16x2 + 4xy + y2)   ,   (7x - 2) (49x2 + 14x + 4) 	

5. عبارت های جبری زیر را به  ساده ترین عبارت ها تجزیه کنید.
12x6    (x2  + 5)3 - 10x4 (x2  +  5)4 )الف

x8     - 625x4 )ب 	

6. مربع رو به رو را که اندازهٔ، ضلع آن a است، درنظر بگیرید و فرض 
کنید مســاحت آن برابر با S است. ضلع آن را به دو پاره خط تقسیم 

کنید و طول یکی را b در نظر بگیرید. 
الف( مساحت های S3 ،S2 ، S1 و S4 را به دست آورید. 

 S4 و S3 ،S2 ، S1  را برحســب مســاحت های S ب( مســاحت
به دست آورید.

پ( اتحاد مربع دو جمله ای را از قسمت )ب( نتیجه بگیرید. 

7. با استفاده از اتحادهایی که آموختید، عبارت های عددی زیر را به دست آورید. 

              (١٠٠١)٣(١ - ١٠٠) = ٣(٩٩)                                               ... = ٣ = ...
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ابوعلی سینا، دانشمند مسلمان ایرانی که در قرن سوم و چهارم هجری 
قمری زندگی می کرده اســت، در کتاب شــفا، از اعــداد مثلثی، اعداد 

مربعی، اعداد مخمســی و … سخن گفته است و دربارهٔ خواص آنها، 
نکاتی را ذکر کرده است. 

در زیــر اعــداد مثلثی و اعــداد مربعی، به همــراه جمله ای بــه زبان خود 
ابوعلی سینا در مورد رابطهٔ بین این اعداد آمده است. 

همان گونه که مشــاهده می کنید 1 ، ٣ ، ٦ ، ١٠ ، ١٥ ، … اعداد مثلثی و ١ ، ٤ ، ٩ ، ١٦ ، ٢٥ ، … اعداد 
مربعی اند. 

حال مثلث خیام را یک بار دیگر نگاه کنید. 

این اعداد در این مثلث قابل مشــاهده اند  و می توان یک الگو براســاس اعداد واقع در مثلث خیام 
برای سایر اعداد به دست آورد. 

فَیَکونُ کُلُّ مُرَبَّعٍ مِن مُثلََّثٍّ فی دَرَجَتِهِ وَ مُثلََّثٍّ أنقَصََ مِن دَرَجَتِهِ بوِاحِدٍ 
مجموع هر عدد مثلث و عدد مثلث ماقبل آن مساوی است با عدد مربع همان مرتبه 

چگونــه می توانید ارتبــاط بین اعداد مثلثی، اعــداد مربعی و اعداد مخمســی از طریق مثلث خیام 
به دست آورید؟ 

١ 3 6 10 15

عددهای مثلثی

١ 4

9

16

25

عددهای مربعی

خواندنی 

 مثلث خیام

....
.

....
.

....
.

....
.

اعداد مثلثی  
1                                          

1       1                                     
    1          2      1                                 

    1        3       3        1                              
    1         4         6      4      1                          

    1        5      10        10     5          1                       
    1          6       15         20   15        6      1                   

    1           7           21         35    35    21     7      1               
    1           8      28       56     70  56    28    8      1            
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 عبارت های گویا

درس2

در سال گذشته با عبارت های گویا و ساده کردن آنها، همچنین با جمع و تفریق این عبارت ها آشنا شدید. از 
آنجا که امسال، چند اتحاد دیگر را آموختید، در ادامه به یادآوری و تکمیل این مطالب می پردازیم.

کســرهایی را که صورت و مخــرج آنها چند جمله ای باشــند، عبارت های گویا می نامنــد. اگر صورت یا 
مخرج کسری، پس از ساده شدن، چند جمله ای نباشد، در این صورت آن عبارت گویا نیست.

 
فعالیت

عبارت های گویا را با    و عبارت های غیرگویا را با  × مشخص کنید.

x
x

−
+

2 1
1

x +2 1
x −4

1

2

x
x x

−
− +2

3

2 3 5
   

x y
z

+
3

x
x
5  x x+ −2 3 4  

x
x

x +2 2
   

مقدار یک عبارت گویا وقتی با معنا است که مخرجش صفر نباشد؛ یعنی در حالتی که مخرج یک عبارت گویا 
x به ازای x   =   5 تعریف 

x
+
−

2

5
صفر شود، آنگاه مقدار عبارت گویا تعریف نشده است. برای مثال عبارت گویای 

نشده است؛ زیرا با قراردادن x   =   5 در آن، مخرج کسر برابر با صفر می شود و در این حالت کسر تعریف نشده 
است.     
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کار در کلاس 

کدام یــک از عبارت های زیر گویا و کدام یک غیرگویا هســتند؟ عبارت های گویــا به ازای چه مقادیری از 
متغیّرها تعریف نشده اند؟

z )الف
z

+
−

3 5

3 5
x )ب	  

x
+
−
9

3
x )پ	 x− +24 5 1

7 2 		

a )ت                                                                          
a

+
−

2

2

3

4
)ث	 x x

x
+

−
1

3  
)ج	 x

x
+
+

2

2

5 1

1  		

      ساده کردن عبارت های گویا    
اگر a و b و k عددهایی حقیقی باشند؛ به طوری که b, k  ≠0 در این صورت داریم:

( )ka a k,b
kb b

= ≠   	
زیرا با تقسیم صورت و مخرج کسر بر k  ≠0، کسر را ساده کرده ایم:

	ka
ka
kb

= k
kb
k

a
b

=

برای ساده کردن یک عبارت گویا، ابتدا باید صورت و مخرج آن را تجزیه کنیم، سپس با خط کشیدن روی 
عوامل مشترک از صورت و مخرج کسر، عبارت گویا ساده می شود. )یادآوری می کنیم، عامل مشترکی که از 

صورت و مخرج کسر خط می زنیم باید مخالف صفر باشد.(

کار در کلاس 
1. مانند نمونه های حل شده، کسرهای زیر را ساده کنید.

x )الف x (x )
(x )(x )x

+ + +=
− +−

2 2

2

6 9 3

3 39
 صورت کســر را به کمــک اتحاد مربع 	

دوجمله ای و مخرج کسر را به کمک اتحاد 
مزدوج تجزیه کرده ایم.

با شــرطx + 3 ≠ 0 از صــورت و مخرج 
کســر عامل )x+3( را خــط زده ایم. توجه 
 x - 3 ≠ 0 کنید که برای بامعنی بودن کسر باید

باشد.

(x ) (x )+ +
=

3 3

(x ) (x )− +3 3
 

(x )
(x )

+=
−

3

3
)ساده شدهٔ کسر(  



20

 )ب
x ( )( )

( )( )x
− − + +=

− +−

3

2
1
1

    

   

صورت کســر را بــه کمــک اتحاد 
تفاضل مکعب دوجمله ای و مخرج کســر 

را به کمک اتحاد مزدوج تجزیه کنید.

(x )( )
(x )( )
− + +=

− +
1

1
  

 

با شــرطx-1≠0 از صورت و مخرج 
کسر عامل (x-1( را خط بزنید. توجه کنید 
 x+1≠0 که بــرای با معنی بودن کســر باید

=باشد.  )ساده شدهٔ کسر(   

  

)پ x
x x

−
+ +

2

2
4 9

4 10 6
	

x )ت x
x x

−
− +

4

2

8

2 8 8
	

	
x )ث (x ) x (x )

x x
+ − +

−

5 2 2 3 2 3

8 4

6 4 4 4

16 	

2. کسر زیر به صورت نادرست ساده شده است. ایراد آن   را پیدا کنید و دربارهٔ آن توضیح دهید.

x y x y x
y y
+ += = +

3 2 3 2
3

2 2
2 2 2 1

3. فرض کنیم x=1 اســت، دانش آموزی با توجه به این فرض، ثابت کرده است که 1=٢    است استدلال زیر 
را دنبال کنید و بگویید اشتباه در کجا اتفاق افتاده است.

x  =  1 	
x2=  x 	
x2- 1 =  x -  1 	

x x
x

− −=
−

2 1 1

1 x −1
	

( x −1)(x )
x

+
−

1

1
=1 	

xx =+ = → =11 1 2 1 	
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مضرب مشترک دو  عبارت 
 (x   +1) ، (x   -1)

 (x2   -1) چند جمله ای
 (x2   -1)2 است. از طرفی
 (x2   -1)4 یا (x2   -1)3 یا 

مضرب های مشترک این دو 
 (x2   -1) عبارت هستند، اما
مضرب مشترکی است که 
از درجهٔ  x نسبت به متغیّر

کوچک تر است.

   جمع و تفریق عبارت های گویا   
بــرای جمع و تفریــق عبارت های گویا باید »مخــرج مشــترک« گیری کنیم. برای این منظــور ابتدا با 
 انجــام فعالیت زیر مفهوم مخرج مشــترک را درک می کنید؛ ســپس در ادامه جمــع و تفریق عبارت های گویا 

می آید.

فعالیت

چند جمله ای های P(x) = x2  -  2x  +1 و Q(x)  = x2  +  5x  -  6 را در نظر بگیرید.
1. چند جمله ای های بالا را تجزیه کنید.

2. عبارت های مشترک در تجزیهٔ این دو چند جمله ای را مشخص کنید.
3. عبارت های غیرمشترک در تجزیهٔ این دو چند جمله ای را مشخص کنید.

4. حاصل ضرب عبارت های مشــترک با بزرگ ترین توان را در عبارت های غیرمشــترک پیدا کنید و آن را 
A(x) بنامید.

A(x) را ساده کنید. A(x),
Q(x) P(x)

5. عبارت های 

6. با توجه به قسمت قبل آیا A(x) مضرب مشترک دو عبارت P(x) و Q(x) است؟
7. آیا می توانید مضرب های مشترک دیگری برای  P(x) و Q(x) پیدا کنید؟

8. از بین مضرب های مشترکی که برای  P(x) و Q(x) یافتید، کدام یک نسبت به متغیّر x درجهٔ کوچک تری 
دارد؟

برای پیدا کردن مضرب مشترک دو چند جمله ای P(x) وQ(x) به طوری 
که نسبت به x از کوچک ترین درجه باشد، ابتدا هریک از چند جمله ای ها 
را تجزیه می کنیم؛ سپس حاصل ضرب عبارت های مشترک با بزرگ ترین 
 A(x) تــوان در عبارت های غیرمشــترک را به دســت می آوریــم و آن را
می نامیــم. برای جمع یا تفریق دو عبــارت گویا که مخرج های آنها P(x) و 

Q(x) باشند؛ عبارت A(x) را مخرج مشترک دو کسر تعریف می کنیم.
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کار در کلاس 

1. در هر قســمت مضرب مشترکی از چندجمله ای ها  را به دســت آورید؛ به طوری که نسبت به متغیّر  a آن  
کوچک ترین توان را داشته باشد.

P (x) = a2+6a+9 )الف 	
Q (x) = a2 - 9 	

	    P (x) = a4-  b4    )ب
 Q (x) = a3  -  b3                                                                                                  

)  P (x) = a4+2a3  -3a2  =  a2    )پ .....+ .....-3) = a2 ( .....-1) (a  + .....  ) 	
Q (x) = a3  + 8a2  +15 a   =  a  ( .....+ .....+ x2) = a   (a  +  .....) (a  + .....  )              

 =جواب
  
a (a ) a )(a )+ × − +2

  

 

  
	

                                                                           حاصل ضرب عبارت های       حاصل ضرب عبارت های
                                                                                                   غیرمشترک               مشترک با بزرگ ترین توان

2. بــرای جمــع و تفریق عبارت های گویا، ابتدا مخرج مشــترک می گیریم. مخرج مشــترک همان مضرب 
 مشترک بین مخرج ها با کوچک ترین توان نسبت به x است. در زیر مخرج مشترک کسرها را مانند نمونه 

پیدا کنید.

)الف
x x (x )(x )

+
+ − +2 2
4 1

1 1
	

A (x)   =    x2  +  x    =    x  (x+1) مخرج کسر اول 	
B(x)  = (  x2  - 1)(  x  + 1)   =   (  x-1)  (  x+1)2 مخرج کسر دوم 	
x(  x-1)  (  x+1)2   = مخرج مشترک 	

x       )ب x
x x

− +−
− +

2 1

3 2
	

x          )پ x
xx x x

+ +− +
−−4 2

1 1 2

28
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فعالیت

xP(x) را در نظر بگیرید. با توجه به »کار در کلاس« قبل، مخرج مشــترک 
x x x

= +
+ −2 2

4

1
عبــارت 

این دو کسر برابر است با:    

                                                                   x(x-1) (x+1) = مخرج مشترک

xP(x)
x(x ) (x )(x )

= +
+ − +

4

1 1 1
زیرا :                                                                                

1. مخرج کسر اول را با مخرج مشترک مقایسه کنید. برای اینکه مخرج کسر اول مانند مخرج مشترک شود، 
باید صورت و مخرج کسر اول را در چه عبارتی ضرب کرد؟ این کار را انجام دهید.

x(x )
=

+
4

1
	

2. برای اینکه مخرج کسر دوم مانند مخرج مشترک شود، باید صورت و مخرج کسر دوم را در کدام عبارت 
ضرب کرد؟ این کار را انجام دهید.

 

x
(x )(x )

=
− +1 1

	

3.همان طورکه می بینید، مخرج کســرهای اول و دوم یکســان شــده اند. در زیر این دو کســر را با هم جمع 
کرده ایم، جای خالی را پرُ کنید.

(x ) xP(x)
x(x )(x ) x(x )(x )

− += =
− + − +

24 1

1 1 1 1
	

کار در کلاس 

حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.
 )الف

x x
+

+ −
1 1

1 1
	

می دانیم مخرج مشترک این دو کسر برابر است با: (x  -  1) (x  +  1) است؛ بنابراین داریم:
(x ) x x

x x (x )(x ) (x )(x ) (x )(x )
− ++ = + = =

+ − + − − + − +
1 1 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1
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y  )ب y y y
(y )(y ) y( )y y y y

+ − + −+ = +
+ − ++ − +2 2

8 2 8 2

22 2
	

y(y )(y ) y(y )(y )
= +

+ − + −2 1 2 1

)پ x x x
x

+ − − −
+

24 2
2

2        
	

)ت x x
x xx

+ −− −
− +−2

2 3 5 2 3

2 2 2 21                  

تمرین

1. عبارت های گویای زیر به ازای چه مقادیری از متغیّرها تعریف نشده اند؟

x )الف
x

+
−

2

2

1

1
x )ب   

x
+

+

2

2

2 1

4
 )پ

x x+2

5       

x )ت   x x
x(x )(x )

+ +
+ −

3 2

2

3 2

1 4
x )ث y xy

x
+2 2

2

3 6 a )ج      a m
am a

−
−

3 3

2

42 30

25   

b )چ x ab x
a b x a b x

−
−

3 4 3 3

2 2 2 3 2
x )ح     a

ax a x
−
−

6 6

3 3

2. حاصل عبارت های زیر را به دست آورید.

x )الف
x y

− +
2

4 5
1

9 6
x )ب	

x
+ −
−

1
1

1 	

m )پ
m

+

+

1
1

1
)ت	 x

x y x yx y
+ −

+ −−2 2

2 1 1

	

x )ث x
xx x x

+ +− −
−− + −2 2

3 2 5

36 9 9
y )ج	 y

yy y y
− +− −

−− − +2 2

3 2 2

24 4 4 	



معادلة درجة دوم دوم
درس١

درس2

معادله و مسائل توصیفی 

حل معادلۀ درجة ٢ و کاربردها

معادله های شامل عبارت های گویا درس3
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  معادله و مسائل توصیفی 
معادله4x  +  2  =  10ٔ را در نظر می گیریم. این معادله به  ازای  x  =  2 به یک تســاوی عددی تبدیل می شــود. 

		  x  =  2 را جواب معادله یا ریشهٔ معادله می نامند.
	

فعالیت

با توجه به شکل زیر یک معادله طرح کنید و ریشهٔ آن را بیابید.

x  
x  x  1

7

	
فعالیت

عددی را بیابید که دو برابر آن به علاوهٔ عدد یک، برابر با پنج برابر همان عدد منهای چهار باشد.
جواب: عدد مورد نظر را x در نظر می گیریم. با توجه به فرض:

 5x  -4 2 و پنــج برابر همان عدد منهای عدد چهار، معادلx  +1 دو برابــر آن عدد به علاوهٔ عدد یک معادل
است که باید با یکدیگر برابر باشند، یعنی:

2x  +1=....... 	
با بردن جملات شامل x به یک طرف تساوی و بردن اعداد ثابت به طرف دیگر تساوی:

5x -2x = 1+4        ⇒     3x=5 	

x = 5

3

و با تقسیم هر طرف تساوی بر عدد سه، جواب معادله به دست می آید:                                   
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کار در کلاس 

در جزیرهٔ قشم دید. به یکی  یک حواصیل خاکستری دسته ای از حواصیل های سفید را در جنگل حرا  *
از آنها گفت: اجازه می دهید من هم در گروه شما باشم و با شما پرواز کنم؟

یکی از آنها پاسخ داد: اگر معمای زیر را حل کنی، تو هم در گروه ما خواهی بود و ادامه داد:
»ما و ما و نصف ما و نصفه ای از نصف ما، گر تو هم با ما شوی، ما جملگی صد می شویم«.

لطفاً به پرنده کمک کنید تا تعداد پرندگان گروه را تعیین کند و عضوی از گروه آنها باشد.
اگر »ما« را x فرض کنیم:

١٠٠=١+ نصف نصف ما + نصف ما + ما + ما 	
x x+ + + + =1

1 100
2

  	
………   ⇒      x = ………… 	

آیا معادلهٔ به دست آمده، درجهٔ اول است؟ چرا؟
ضرایب a و b کدام اند؟

* شرحی از موقعیت و شرایط این جنگل در صفحهٔ بعد آمده است.	

هرمعادله به صــورت ax + b =0  را کــه در آن a و b اعداد 
حقیقی و a مخالف صفر است، یک معادلهٔ درجهٔ اول می نامند. 

bx به دست می آید. )چرا؟(
a

= − جواب این معادله از 
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* جنگل  حرا، جزیرۀ قشم
حرا درختی است که بیشتر در آب های جنوبی 
ایران می روید. در این میان جنگل های همیشه سبز 
دریایی حــرا از این درختان زیبا تشــکیل شــده 
اســت. این جنگل ها در حاشیهٔ شمال غربی قشم 
از زیباترین گردشگاه هایی است که همچون نگینی 
در پهنهٔ نیلگون خلیج فارس چشــم ها را می نوازد 
و دوســتداران طبیعــت را بــه تماشــای خویش 
فرا می خواند. این جنگل های ســبز مأمن بیش از 
٢٢٠ پرندهٔ بومی و مهاجر است. حواصیل سفید 
و خاکســتری دو گونــهٔ زیبا از ایــن پرندگان اند.

یادی از گذشته

   فعالیت کتاب نهم صفحۀ ٧٣   
2 باشد. 5 - محیط مربعی را به دست آورید که قطر آن 

به کمک رابطهٔ فیثاغورث داریم:
( )+ = 22 5  	

بنابراین:
2x2  =   .......   ⇒  x2=   .........  ⇒   x = ........ 	

پس اندازهٔ هر ضلع مربع با درنظرگرفتن اینکه اندازهٔ ضلع مثبت اســت، برابر ....... = x اســت و 
محیط مربع فوق برابر است با:

p = 4x       ⇒        p   =  ......... 	
معادلهٔ 2x2 =  20 را یک معادلهٔ درجه دوم می نامیم.

2 5 x  

x  
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فعالیت

1. عددی را بیابید که مربع آن، ٣ برابرخود همان عدد باشد.
اگر عدد مورد نظر x فرض شــود، مربع همان عدد برابر x2 و ســه برابر همان عدد برابر 3x است که باید دو 

عبارت با یکدیگر برابر باشند. یعنی:	
........ = 3x

جواب های این معادله را می توانید حدس بزنید؟ آیا این معادله بیش از یک جواب دارد؟
از میان مقادیر زیر کدام یک می تواند جواب معادله باشد؟ چرا؟

x=3     ,    x=4     ,      x=  -3     ,     x=1       ,            x=0 	
                                                                                        

به جز روش حدس، برای حل معادلهٔ فوق از روش تجزیه نیز می توانیم استفاده کنیم:
x2=3x    ⇒      x2 -3x  =0     ,      x(x-3)=0 ⇒     x   = ......   یا  x   = ...... 	

2. در شــکل زیر طول تمام پاره خط ها به جز دو پاره خط مشــخص شده در شــکل برابر x است. اگر اندازهٔ 
مساحت شکل برابر با اندازهٔ محیط آن باشد، مقدار x را به دست آورید.

2x 2x

…………… = ………… ⇒  اندازهٔ محیط شکل = اندازهٔ مساحت شکل

یادآوری:
اگر ٠=   a × b باشد

نتیجه می گیریم:
b  =0 یا  a  =0   

شــکل  بــه  معادلــه ای  دوم،  درجــهٔ  معادلــهٔ 
 ،x2 ضریب a  ≠0  اســت که در آن ax2 +  bx +  c  =0

b ضریب x و c عدد ثابت است.
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کار در کلاس 

نیما از پســرعمویش کیان، سه سال بزرگ تر اســت. اگر حاصل ضرب سن   این دو  4٠ باشد، پسرعموی 
کوچک تر چند سال دارد؟

اگر سن نیما برابر x باشد، طبق فرض مسئله، سن کیان برابر ……… است. بنابراین:

x  ×  ( ……… )   = 40 	

آیا می توانید جواب های معادلهٔ فوق را حدس بزنید؟ این معادله از درجهٔ چند است؟

 ایــن معادله چند جــواب دارد؟  آیا عدد منفی هم در معادله صدق می کند؟ این جواب در این ســؤال معنی 
دارد؟

تمرین

١. هرکدام از عبارت های زیر را به یک معادله تبدیل کنید.
الف( عددی را بیابید که پنج برابر آن به علاوهٔ دو برابر با سه برابر آن عدد منهای دو باشد.

ب( مربع عددی برابر با همان عدد به علاوهٔ عدد یک است.

٢. در یک کارخانه، حقوق یک مهندس دو برابر یک فن  ورز  )تکنســین( و   23    
مدیر بخش خود اســت. قسمت تولید این کارخانه ٣ مدیر بخش، ٨ مهندس  
و ١٢ فن  ورز دارد. مدیرعامل کارخانه برای این قسمت ماهیانه 55/5 میلیون 
تومان حقوق پرداخت می کنــد. حقوق یک فن  ورز در این کارخانه  ماهیانه 

چقدر است؟

٣. با توجه به پیش بینی درخواســت بازار آهن، کارخانهٔ ذوب آهن اصفهان، از روز شنبه هر روز تولید خود 
را دو برابر کرده اســت. در پایان روز چهارشنبه تولید فولاد به سقف 64 هزار تن رسیده است. مجموع 

تولید فولاد در این پنج روز چقدر بوده است؟

اختلاف تولید فولاد در پایان روز شنبه با تولید فولاد در پایان روز چهارشنبه چقدر است؟
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کارخانه ذوب آهن اصفهان
 ذوب آهــن اصفهان به عنوان یک صنعت مهم و مادر، در ســال1346 در دشــت طبس، 
واقــع در 45 کیلومتری جنوب غربی شــهر اصفهان، تأســیس و در ســال 1350 با ظرفیت 
محصولات فولادی ٥٥٠ هزار تن در ســال، به بهره برداری رســید. این کارخانه هم اکنون با 
تلاش شبانه روزی مســئولان و کارمندان آن به ظرفیت تولید بیش از ٢ میلیون تن محصولات 
فولادی و محصولات متنوع دیگر رسیده است. این کارخانه کمکی شایان به ساختن زیربنای 

کشور عزیزمان، ایران اسلامی دارد.

4  . اگر مجموع مساحت های سه شکل زیر برابر 7 باشد، طول ضلع مربع چقدر است؟
         

    
    

   شکل )3(                                        شکل )٢(                                           شکل )1(  

r

x

r x=
π

1
2

x
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    )بازی با حروف الفبا به کمک مدل سازی ریاضی )رمزنگاری    
5. حروف الفبای فارســی از »الف« تا »ی« را به ترتیب از ١ تا ٣٢ شــماره گذاری کرده ایم. هر حرف بدون 
 نقطه با شمارهٔ آن حرف از ١ تا ٣٢ مشخص می شود. حروف نقطه دار به صورت axn مشخص شده اند که
 در آن a شــمارهٔ حرف الفبا و n تعداد نقاط حرف مورد نظر اســت. به عنــوان مثال حرف »ح« با عدد ٨ 
مشخص می شود؛ زیرا هشتمین حرف الفبای فارسی است و حرف »ت« با عبارت ٤x2 مشخص می شود؛ 

.)n  =  2( و دارای دو نقطه است )a    =  4( زیرا چهارمین حرف الفباست

در این روش برای نوشتن کلمات از علامت جمع به صورت زیر استفاده می کنیم. 
مثلاً برای معادل ریاضی کلمهٔ »غنچه«:

غنچه:         غ   +    ن    +    چ    +     ه

↓         ↓         ↓           ↓                    

٧  +  ٣١x3  +  29x  +   ٢٢x               

                                                                                                                   معادل ریاضی
→ غنچه 22x  + 29x  + 7x3  +31 	

حال با توجه به توضیح فوق:

 الف( جدول زیر را کامل کنید:

کلمه به زبان فارسیالگوی ریاضی معادل آن

آب

3x3 + 1

ذرت

ب( الگوی ریاضی معادل کلمه »پیامبر رحمت« را مشخص کنید.

پ( آیا می توانید با این روش نام خود را با رمز ریاضی بیان کنید؟

ت( با الگوی فوق یک پیام کوتاه برای دوست خود بنویسید.

1 الف
2 ب
3 پ
4 ت
5 ث
6 ج
7 چ
8 ح
9 خ

10 د
11 ذ
12 ر
13 ز
14 ژ
15 س
16 ش
17 ص
18 ض
19 ط
20 ظ
21 ع
22 غ
23 ف
24 ق
25 ک
26 گ
27 ل
28 م
29 ن
30 و
31 ه
32 ی
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6. اگــر در یــک قالی با ابعــاد 2/80m * 2/10m)که عموماً ٣×٢ نامیده می شــود( تعــداد گره های قالی 
5/880/000 عدد باشد:

الف( این قالی چند رج1 است؟
ب( اگــر برای هر گره ١cm نخ قالی یا همان خامهٔ قالی اســتفاده شــود، در ایــن قالی چند متر نخ قالی 

استفاده شده است؟
پ( یک قالی باف حرفه ای در یک روز می تواند 6000 گره قالی ببافد. اگر این قالی باف ٥ روز در هفته 

کار کند، برای اتمام این قالی چند هفته باید کار کند؟
ت( اگر این قالی باف برای خرید مواد اولیهٔ قالی شــامل تار و پود، نخ قالی و … پنج میلیون و شش صد 
هزار تومان هزینه کرده باشد و بتواند در پایان بافت قالی، آن را به قیمت 35 میلیون تومان بفروشد، این 

قالی باف برای هر هفته کار خود چه دستمزدی دریافت کرده است؟

1.  »رَجِ   قالی«  عبارت اســت از تعداد گره های قالی در ٧cm طول یا عرض قالی.به عنوان مثال منظور از یک قالی ٥٠ رَج، وجود ٥٠ گره در یک ضلع مربع 
٧ * 7 است.
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صنعت قالی بافی
یکی از قدیمی ترین و زیباترین هنرهای 
دســتی مردم ایران، هنر قالی بافی اســت. 
در این حرفــه به نخی که قالی بــا آن بافته 
می شود خامه قالی )خومه( می گویند. این 
نخ ها بر روی رشــته های نخ افقی و قائمی 
بافته می شــوند که به این رشــته ها تار و پود 
قالــی می گویند. عموماً ارزش یک قالی به 
اصالت نقشــهٔ آن، قدمت قالی، بافندهٔ قالی 
و تعداد گره های قالی و جنس تار و پود قالی 

است. 
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 حل معادلۀ درجة ٢ و کاربردها 

درس2

بــر خلاف آنچــه در »کار در کلاس های درس اول«  دیدیم، در حالت کلی ممکن اســت نتوان جواب های 
معادله درجهٔ 2 را حدس بزنیم.

در این درس با سه روش برای حل معادله درجهٔ 2 آشنا می شویم.

     روش  اول: تجزیۀ عبارت های جبری   
در ســال قبل و در فصل اول این کتاب با مفهوم اتحاد و نیز با چند اتحاد جبری آشــنا شدید و استفاده از 
ایــن اتحادها را در تجزیه عبارت هــای جبری آموختید. تعدادی از این اتحادها را برای حل معادله های درجه 

دو به کار خواهیم برد. برای یادآوری این اتحادها را مرور می کنیم:

)اتحاد مربع دو جمله ای: )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

اتحاد مزدوج:

( )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

اتحاد جمله مشترک: 

( )
( )

( )( )

( )( ) ( )

a b a ab b

a b a ab b

a b a b a b

x a x b x a b x ab

 + = + +


− = − +

− + = −

+ + = + + +

2 2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

فعالیت

طرف دوم تساوی های زیر را به کمک اتحادهای خوانده شده کامل کنید: 

)الف

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

)        )ب                      )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )پ
( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )ت                     

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4

        )ث

( )
( )( )

( )( )

x ..... .....

..... ..... xy .....

x y ..... ..... x y

x ..... x x

x .....

 + = + +  

+ = + +

− + = −

− + = − −

 − = +  

2

2

2 2

2

2

1 12
2 4

2 12

2 4

12 6 2

3 9
2 4
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فعالیت
مطابق نمونه، اتحاد جبری پیشــنهادی در ستون اول را که مناســب برای حل معادلهٔ درجه دوم در ستون 

بعدی است، با یک خط به یکدیگر وصل کنید. سپس معادلهٔ فوق را در ستون آخر حل کنید. 
ستون اولستون دومستون سوم

x2+6x=0 ⇒ x(x+6)=0
    ⇒  x= 0  یا  x  =  -6

پس معادله دو ریشهٔ حقیقی متمایز دارد.
x2+6x=0 اتحاد مربع تفاضل

دو جمله

عامل یابی
)فاکتورگیری(

اتحاد 
جمله مشترک

اتحاد مربع مجموع
دو جمله

اتحاد مزدوج 
و روش ریشه گیری

x2+6x+9=0

x2-16  =0

x2+5x+6 =0

x2-10x+25=0

x2+ 6x  +9=(x  +  3)2=٠⇒
(x+3) (x+3)   =  0 ⇒  x=  -3  یا x  =    -3

(x+3)  (.....)  =  0

روش ١:
 x2-16    =0 ⇒ (x-4)(.....)   =   0
⇒x = …… یا ……
x2-16=0 ⇒ x2=16  ⇒ …       :2روش

:ax2+  bx+  c =0 1. با توجّه به معادله های فوق در حالت کلی در معادلهٔ درجه دوم
الف( اگر c  =0 از کدام روش بالا استفاده می کنید؟

ب( در چه صورتی از اتحاد مربع دو جمله ای استفاده می کنید؟
 پ( برای حل معادلهٔ درجهٔ دو به کمک اتحاد مزدوج یا ریشــه گیری، b در چه شــرطی صدق می کند؟

       آیا علامت های  a و   c مهم است؟
ت( در کدام یک از اتحادهای فوق جواب معادله، ریشهٔ مضاعف محسوب می شود؟

2. آیا می توانید معادلهٔ درجه دومی بنویسید که جواب نداشته باشد؟ دو نمونهٔ آن را مشخص کنید.

در یک معادلهٔ درجهٔ 2، اگر 
دو ریشه، با هم برابر باشند، 

اصطلاحاً  می گوییم، معادله  
ریشهٔ مضاعف دارد.
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کار در کلاس 
با استفاده از اتحادهای صفحه قبل معادله های زیر را حل کنید:

1) x2+  3x    -4 =0

از اتحاد یک جملهٔ مشترک، تساوی را تجزیه کنید:
⇒  (x.....) (x.....) =0
⇒  (x-.....)  =0 یا  (x.....)  =0 ⇒   x   = ..... یا  x =   .....

2) 4x2- (  2  - x)2   =0

با استفاده از اتحاد ... عبارت جبری سمت چپ تساوی را تجزیه می کنیم:
(2x -(  2  - x) )(2x +(  2  - x))  =0 ⇒  ..... 

تمرین
١. معادله های  زیر را حل کنید.

x -3  =  (x-3)  (x+2) )ب	 2x2 -  8 = 0 )الف x4 -  2x2 = 0  )پ	 	
x )ت x= −2 1

4
x2 -  5x+6 = 0 )ج	 2x2 -  8x = 0      )ث	

	
x  )چ x=

2

3
x2  =   5-x2 )ح	 x2 +  4x  +  4 = 0 )خ	 	

9x2 +  3x -2 = 0 )د 2 = 4(x -  3)  )ذ 	 		

2. از مربعــی به ضلع ٦cm ســه شــکل رو به رو 
 24cm2 بریده شده است. مساحت باقی مانده
اســت. طول ضلع کوچک بریده شده چقدر 

است؟

2x

6
x

x

2x

2x

3. معادلهٔ درجه دومی بنویســید که x  =  2 و x  =  -3 جواب های آن باشــد. آیــا این معادله منحصر به فرد 
است؟
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4. معادلهٔ درجه دومی بنویسید که x  =  1 ریشهٔ مضاعف آن باشد. آیا این معادله منحصربه فرد است؟

:(x-1)2  =  K ٔ5  . در معادله
الف( جواب این معادله را در صورت وجود به ازای K  =  0 ، K  =  4 ،K  =  2   و K  =-  9  به دست آورید.    

ب( به ازای چه مقادیری از k معادله ریشهٔ مضاعف دارد؟
پ( به ازای چه مقادیری از k معادله دو ریشهٔ حقیقی دارد؟
ت( به ازای چه مقادیری از k معادله ریشهٔ )حقیقی( ندارد؟

6.  برای ساخت تابلوی راهنمایی »یک طرفه« روی یک پل، مطابق شکل زیر از برچسب های آبی و سفید 
استفاده می شود. هزینهٔ ١cm2 برچسب سفید ٣٠ تومان و هزینهٔ ١cm2 برچسب آبی ١٠ تومان است. 

مجموع هزینهٔ برچسب های سفید و آبی 27/000 تومان شده است.

الف( اندازهٔ x چقدر است؟
ب( اگر در این تابلوی راهنمایی، مطابق شــکل روبه رو 
از خطوط برچسب شبرنگ زرد استفاد کنیم که هزینهٔ   
1cm آن 100 تومان اســت، هزینهٔ رنگ آمیزی تابلو 
 x ٔ34/800 تومــان می شــود. در این حالــت اندازه

2xچقدر است؟ 

4x60
cm x x

40cm

x
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      روش دوم: مربع کامل    
a 2 ±2ab + b2 =(a  ± b)2

مثال: معادلهٔ درجه دوم  2x 2 +3x  - 5 =0 را حل کنید.

    ابتدا قرینهٔ عدد ثابت معادله؛ یعنی ……………… را به دو طرف معادله اضافه می کنیم:
2x 2 +3x  =............                 )١( 	

     اگر ضریب x2 مخالف ١ باشد، دو طرف معادله را به ضریب x2 تقسیم می کنیم. بنابراین، در معادلهٔ 
بالا دو طرف تساوی را بر عدد ……… تقسیم می کنیم:

x x+ =2 3 5
2 2

                               )٢( 	

 a 2 +2ab + b2=(a+b)2 بــا در نظــر گرفتــن اتحــاد مربــع دوجملــه ای x3

2
        در عبــارت 

    را در عدد٢ ضرب و تقسیم می کنیم: x3

2
،٢ab ٔبرای ایجاد جمله

x x x x = × × = × × = ×  
3 1 3 1 3 32 2 2
2 2 2 2 2 2

3 را به دو طرف تساوی )٢( اضافه می کنیم:     

4
-  سپس مربع عدد 

x x    + + = +      

2 2
2 3 3 5 3

2 4 2 4
  )3( 	

١

2
١

3
2

١
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  به کمک اتحاد مربع دو جمله‌ای سمت چپ تساوی )3( را به 2)a+b( تبدیل می‌کنیم:

x x ( ) x x ( ) (x )

a b a b (a b)

↓ ↓
↓ ↓ ↓

+ + = + × + = +

× +

2 2 2 2 2

2 2 2

3 3 3 3 3
2

2 4 4 4 4 	

                        بنابراین:
 
   
(x ) (x )+ = + → + =2 23 5 9 3 49

4 2 16 4 16
   )4( 	

  با استفاده از ریشه‌گیری از 2 طرف تساوی، مقدار x به‌دست می‌آید:

x x+ =± ⇒ = − + = =3 7 3 7 4
1

4 4 4 4 4
x  یا    = − − = − = −3 7 10 5

4 4 4 2    
  

پس جواب‌های معادله2x2+3x-5=0ٔیا همان ریشــه‌های معادله، دو عدد حقیقی    
هستند. x =− 5

2
x=1 و 

 مراحل حل معادلهٔ ذکر شده را از پلهٔ دوم به بعد به کمک تعبیر هندسی 
زیر نیز می‌توان بیان کرد:

x3 را مساحت مستطیلی به 

2
- اگر x2 را مســاحت مربعی به ضلع x و 

3 و عرض x در نظر بگیریم:

2  
طول

3 در تساوی)1( و تبدیل آن به دو مستطیل به طول.....در تساوی)2(:

2
- با نصف کردن مستطیل به طول

3
4

5

2
١

3
4

2
١

خواندنی 

x3

2

3

2

5

2

5

2

x
x

x =+ 1

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4
x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3

2
4 4 4

3

4

3

4

3

4

3

4

x xx
x x

x=

=

+

+

+

+

+

x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3
2

4 4 4
x ( )x x x+ + = + ×2 23 3 3

2
4 4 4


