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فصل چهارم: معادله درجه دوم

فصل چهارم

معادلۀ درجۀ دوم
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طرح کلی مفاهیم فصل چهارم )نقشۀ مفهومی(

جواب های معادله جواب ندارد

روش هندسی روش جبری

غیرخطی

خطی

درجه دوم

معادله

مجهول

y1 =  x2

y2 =  ax + b

y1 =  x2   y2 = ax + b

 ∆ =  b2 − 4ac

 ∆ = 0
 ∆ > 0

 ∆ < 0

x =  − b
       2a

x1 =  − b +   ∆
              2a

x2 =  − b −   ∆
              2a

نمودارهای
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دی
این

فر
ی 

ها
رد

دا
تان

اس

مثالتوضیح فرایندفرایند

له
سئ

ل م
ح

ساخت دانش ریاضی از طریق 
حل مسئله

و  بخش  هر  ورودی  متون  طریق  از  ذهن  در  سؤال  ایجاد 
پاسخ گویی به سؤال و در نتیجه ساختن مفهوم در قالب انجام 

ورودی متن  از  بعد  فعالیت 

شناخت و به کارگیری 
استراتژی های مختلف برای 

حل کردن مسائل و یا انتخاب 
مناسب آنها

ـ روش حل هندسی و یافتن نقطۀ تلاقی تقریبی
ـ روش حل جبری )∆( و یافتن جواب های معادله در صورت 

وجود

می
کلا

ط 
تبا

ار

سازماندهی تفکرات ریاضی خود 
و انتقال آن به دیگران

به معادلۀ  او در رسیدن  ـ بحث بین مادر زهرا و مشاور مالی 
دوم درجۀ 

استفاده از زبان ریاضی برای 
بیان ایده های ریاضی

ـ برای یافتن نقطۀ برخورد دو منحنی مسائل فعالیت ٣ و کار 
در کلاس بعد از آن را به زبان ریاضی بنویسد و مفهوم نقطۀ 

تلاقی را بیان کند.

ت
ثبا

و ا
ل 

دلا
ست

ا

به کارگیری استدلال

ـ بیان دلیل برای تشخیص معادلۀ درجۀ دوم
ـ بیان دلیل برای تشخیص و شناسایی بین رابطه های خطی 

غیرخطی و 
فصل  آخر  مسائل  در  را  رابطه ها  نادرستی  یا  درستی  دلیل  ـ 

کند. بیان 
ـ بیان دلیل برای تشخیص جواب معادله از طریق هندسی

ـ بیان دلیل برای تشخیص تعداد جواب های معادلۀ درجۀ دوم
ت

الا
تص

و ا
ها 

ند 
یو

تشخیص و به کارگیری مفاهیم پ
ریاضی در خارج از ریاضی

حل  و  آن،  ریاضی  مدل سازی  و  تحریر  میز  کارگاه  مسئلۀ  ـ 
مسئله

ـ مسئلۀ کارگاه صنایع دستی و مدل سازی ریاضی آن، و حل 
مسئله

تشخیص چگونگی ارتباطات بین 
مفاهیم ریاضی

ـ روش های حل معادلۀ درجۀ دوم به دو صورت هندسی وجبری
ـ نقطه تلاقی دو منحنی و ارتباط آن با جواب معادلۀ برخورد 

دو منحنی

ها
ی 

مای
ازن

ب

ارائه نمایش های مختلف یک 
حل معادلۀ درجۀ دوم به روش هندسی )مثال ٣(مفهوم

سایر 
مهارت های 

تفکر

مانند مقایسه کردن، ارزیابی 
کردن، تعمیم دادن، الگویابی 

و ...

ـ توانایی مقایسۀ جواب معادله x2 = ax + b و نقطۀ تلاقی 
 y  = x2 و y = ax + b نمودارهای

ـ یافتن اختلاف بین دو رابطۀ خطی و غیرخطی
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اهداف کلی فصل

 آشنایی با معادلۀ درجۀ دوم
 استفاده از معادلۀ درجۀ دوم برای مدل سازی پدیده ها
 آشنایی با رابطۀ غیر خطی و تفاوت آن با رابطۀ خطی

 درک مفهوم جواب یک معادله
 آشنایی با روش هندسی حل معادلۀ درجۀ دوم و یافتن ریشه ها به صورت تقریبی 

در صورت وجود
 آشنایی با روش جبری حل معادلۀ درجۀ دوم

عملکرد مورد انتظار از هنرجویان: 
هنرجویان باید قادر باشند:

 از معادله های درجۀ دوم در حل مسائل زندگی روزمره استفاده کنند.
 توانایی رسم نمودار معادله های y = x2 و y =  ax+b را داشته باشند.

 معادله های درجۀ دوم را با روش های جبری و هندسی حل کنند.

پیش نیازها:
 آشنایی با معادلۀ درجۀ اول و عملیات جبری ساده روی آنها و حل آنها

 آشنایی با چند جمله ای ها و یافتن مقدار آنها به  ازای مقدار عددی برای متغیر
 تعیین مختصات نقطۀ مشخص شده در صفحۀ مختصات و برعکس

 آشنایی با رسم رابطه های خطی 

نگاه کلی به فصل : 
مدل سازی  در  می دهند.  تشکیل  را  ریاضی  از  مهمی  بخش  آنها  و حل  معادله ها 
معادله های درجۀ  برخورد می کنیم که  معادله هایی  به  واقعی، همواره  پدیده های 

انواع سادۀ آن است. دوم یکی از 
این فصل با طرح یک مسئله آغاز می شود تا معادله های درجۀ دوم در یک زمینۀ 
واقعی ساخته شوند. هدف بعدی، آشنایی با شیوه های حل معادله های درجه دوم 
است. برای بیان روش هندسی در حل معادله های درجۀ دوم لازم است رابطه های 
غیرخطی را بشناسیم. به همین دلیل بخش بعدی دربارۀ رابطه های غیرخطی است. 
شناخت رابطه های خطی و معادلۀ درجۀ اول در سال های قبل انجام شده است و 
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در این فصل با چند رابطه غیرخطی آشنا می شویم که نوع خاصی از آن، رابطه های 
درجۀ دوم است.

روش هندسی حل معادله های درجۀ دوم نیازمند درک مفهوم نقطۀ تلاقی نمودار 
واقعی  مسئله  یک  در  خط  دو  تلاقی  نقاط  ابتدا  دلیل،  همین  به  است.  رابطه ها 
بررسی شده و نقطۀ تلاقی و مفهوم آن معرفی شده است. سپس روش های حل 
معادله های درجۀ دوم و یافتن جواب های آن در صورت وجود مطرح می شود. در 

این فصل دو روش هندسی و جبری حل معادله های درجۀ دوم ارائه می شوند.
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بخش اول: معادله های درجۀ دوم

اهداف بخش

 آشنایی بامعادله های درجۀ دوم و تشخیص آن از بین چند معادله
 درک مفهوم جواب معادله های درجۀ دوم

 استفاده از معادله های درجۀ دوم در مدل سازی پدیده ها
واژه های کلیدی:

معادلۀ درجۀ دوم، جواب معادله

نگاه کلی به بخش :
در این بخش با طرح یک وضعیت مسئله گونه در زندگی روزمره و سعی در حل آن 
به یک معادلۀ درجۀ دوم می رسیم. مهم ترین فعالیت آموزشی این بخش مدل سازی 
ریاضی برای رسیدن به معادلۀ درجۀ دوم می باشد تا این معادله ها به طور طبیعی 
مطرح شوند. همچنین مفهوم جواب این معادله ها طرح می شوند زیرا جواب اصلی 

موقعیت های مسئله گونه در بین جواب های این معادله ها است.

فعالیت آموزشی

اهداف موضوعی: 
 آشنایی با معادله های درجۀ دوم 

مهارت ها و  فرایندها: 
 مدل سازی وضعیت های واقعی با معادله، استدلال، بازنمایی های چندگانه،  مهارت 

تفکر، پیوندها و اتصال ها



85

فصل چهارم: معادله درجه دوم

xp −= 60000
300  1

                                                                                                   R =  p.x      2

                                                                      x x xR ( )x− −= =
260000 60000

300 300
  3

4 از درجۀ 2 است. 

x x x x− = ⇒ − + =
2

260000 3000000 60000 900000000 0
300

       5

در ادامه تعریف معادله های درجۀ دوم ارائه شده است و مثال هایی از آن در زمینۀ 
ریاضی و زمینۀ واقعی آمده است.  

اهداف:
 تقویت مهارت تشکیل معادلۀ درجۀ دوم، پرورش مهارت مقایسه کردن و مدل سازی

قبل از انجام محاسبه، مناسب است کنجکاوی هنرجو دربارۀ مثال قبل برانگیخته شود 
سپس  می افتاد.  اتفاقی  چه  می نوشتیم  دیگر  متغیر  حسب  بر  را  معادله  اگر  که 

محاسبه را انجام دهیم. 

  (x y) x y x y+ = ⇒ + = ⇒ = −2 100 50 50               
 xy ( y)y y y= ⇒ − = ⇒ − + =2600 50 600 50 600 0  

متوجه می شویم که ضرایب عددی معادلۀ درجۀ دوم پدید آمده در مثال 2 با کار در 
کلاس یکسان است و فقط نام متغیر عوض می شود. آیا می توانید دلیل این یکسانی 

دو معادله را توضیح دهید؟    
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بخش دوم : رابطه های غیرخطی

اهداف بخش
 

 آشنایی با رابطۀ غیرخطی
 شناخت تفاوت بین رابطه های خطی و غیرخطی

 درک مفهوم نقطۀ برخورد دو خط
به جای  از طریق جایگذاری عدد   y = x2 با روش رسم نمودار رابطۀ  آشنایی 

متغیر آن)نقطه یابی(

واژه های کلیدی: 
رابطۀ غیرخطی، نقطۀ برخورد دو خط

نگاه کلی به بخش :
در  آشنا  رابطه هایی  رابطه های خطی مطرح می شود. سپس  اساسی  ویژگی  ابتدا 
طریق  این  از  و  ندارند  را  ویژگی  این  که  می شوند  مطرح  روزمره  زندگی  زمینۀ 
رابطه های غیرخطی مطرح می شوند. سپس با انجام فعالیت هایی  که طرح شده اند 
هنرجویان با رابطه های غیر خطی آشنایی بیشتری می یابند و نمودار این رابطه ها 
را نیز به دست می آورند. به طور خاص نمودار رابطه y = x2  به طور دقیق تر مورد 
بررسی قرار می گیرد. همچنین در یک فعالیت مفهوم نقاط برخورد نمودار رابطه ها 

در این بخش آموزش داده می شود.
                    

ورود به مطلب:
 در فصل های قبل با رابطه های خطی برای مدل سازی کمیت های متناسب بسیار 
که  کنید  را مطرح  این سؤال  زمینه ای می توانید  داشتن چنین  با  کار شده است. 
برای  که  رابطه هایی  از  می توانید  هستند؟  متناسب  مرتبط  کمیت های  همۀ  آیا 
هنرجویان آشنا هستند استفاده کنید. البته لازم است در ضمن طرح این سؤال یا 
پیشاپیش ویژگی اساسی رابطه های خطی را به دست  آورید و این ویژگی را در مورد 

رابطه های آشنا بررسی کنید.                                   
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فعالیت آموزشی 

اهداف موضوعی:
 آشنایی با رابطه های غیرخطی، مقایسۀ رابطۀ خطی و غیرخطی

مهارت ها و فرایندها:
 مدل سازی جبری رابطه ها، بازنمایی های چندگانه )مقایسه کردن، تفکر بصری(
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صورت  به  مربع  ضلع  طول  با  مربع  مساحت  و  محیط  بین  رابطۀ  فعالیت  دراین 
معادله، جدول و نمودار خواسته شده تا تفاوت بین رابطۀ خطی و غیر خطی در این 

سه قالب دیده شود.

S = x2                                               1  مساحت و P = 4x محیط  

2
                                                           

  x )طول ضلع مربع(54٣21
P )محیط مربع(20161284
S )مساحت مربع(2516941

                       3

4

  x )طول ضلع مربع(از 1 به 2از 2 به ٣از ٣ به 4از 4 به 5

میزان افزایش محیط4444

میزان افزایش مساحت975٣

5   بله، به ازای هر 1 واحد افزایش طول ضلع 4 واحد محیط اضافه می شود.
6 خیر، به ازای 1 واحد افزایش طول ضلع افزایش مساحت ثابت نیست و بستگی 

به مقدار طول ضلع دارد.   
7 بله، زیرا میزان افزایش محیط یکسان است.

8 خیر،  زیرا میزان افزایش مساحت یکسان نیست.
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اهداف: 
 آشنایی با رابطۀ غیر خطی خاص

 پرورش مهارت های حل مسئله و استدلال کردن، ارائه بازنمایی های مختلف برای 
یک مفهوم، برقراری پیوند و اتصال با زندگی روزمره، تقویت مهارت مقایسه

اهداف:
 آشنایی با رابطه های غیر خطی مختلف

 پرورش مهارت های حل مسئله و استدلال کردن، ارائۀ بازنمایی های مختلف برای 
یک مفهوم، برقراری پیوندها و اتصال با زندگی روزمره تقویت، مهارت مقایسه کردن

رابطۀ وزن انسان و زمان خطی نیست، پس دو نمودار سمت چپ جواب نیست. 
نمودار سمت راست هم جواب  انسان صفر نیست، پس  تولد وزن  در هنگام 
نیست. نمودار روبه رو جواب مسئله است زیرا میزان تغییرات وزن انسان نسبت 

به تغییرات زمان ثابت نیست و در ابتدای تولد نیز انسان مقداری وزن دارد.



90

تعمیق درک روابط غیرخطی، تقویت مهارت رسم نمودار  y = x2، تقویت مهارت 
با ماشین حساب کار 

                 y = x2                                                                                       1
2

21/81/61/41/210-1-1/2-1/4-1/6-1/8-2x

4٣/242/561/961/441011/441/962/56٣/244y

3  این نقاط را در محورهای مشخص شده نمایش 
دهید و آنها را به هم وصل کنید و شکل دقیق تر  را 

با استفاده از  جئوجبرا رسم کنید.

فعالیت آموزشی
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4  با استفاده از شکل می توان دید، مختصات 

اصلی،  واحدهای  در  است.    
 
 

5
2

برخورد  نقطۀ 
قیمت  و  کالا   500 معنای  به  مختصات  این 

است. تومان   200000
5  یعنی با تولید تعداد 500 کالا هزینۀ تولید 

و درآمد حاصل از فروش یکسان می شود ولی 

اهداف موضوعی:
 حل معادله، درک ویژگی نقطه برخورد دو منحنی در بافت مسئله

مهارت ها و فرایندها: 
   حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن، بازنمایی های چندگانه، فرضیه سازی

1

600500400٣002001000
طول سیم های فروخته 

شده )متر(

هزینۀ تولید )تومان(206000200000194000188000182000176000170000

24000020000016000012000080000400000
درآمد حاصل از فروش 

)تومان(

هزینۀ تولید x کالا برای فروش                             C y= = = +1 170000 60x         2

R درآمد حاصل از فروش x کالا                                         y= = =2 400x  

3  برای آنکه محورهای مختصات را با واحدهای جدید در نظر بگیریم، از آنجا که 
y بر حسب تومان است و می خواهیم Y جدید بر حسب 100000 تومان باشد، 
x جدید  و می خواهیم  است  متر  بر حسب   x و چون     100000Y= y داریم: 
به دست  رابطه های  در  با جایگذاری   .100X =   x داریم  باشد  متر  برحسب 100 

نتیجه می شود: آمده 
/ /= + × ⇒ = +1 1100000 170000 60 100 1 7 0 06Y X Y X  

/= × ⇒ =2 2100000 400 100 0 4Y X Y X                       
با رسم نمودار این دو خط، شکل زیر به دست می آید.
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از آن چون نمودار درآمد بالای نمودار هزینه قرار می گیرد کارگاه شروع به  بعد 
سود دهی می کند یعنی حداقل 500 کالا باید تولید شود تا ضرر نکند.            

6 چنین نقطه ای روی نمودار هر دو خط است، یعنی نقطۀ برخورد این دو خط 
است.

با این فعالیت مفهوم نقطۀ برخورد و اهمیت آن ذکر می شود. 
اگر  این فعالیت دو طرفه است یعنی  بیان کنند که نتیجۀ  نکته: دبیران محترم 
مختصات نقطه ای در معادلۀ هر دو خط صدق کند آن نقطه همان نقطۀ برخورد یا 
نقطۀ تلاقی نمودارهای دو خط است و بر عکس مختصات نقطۀ برخورد دو خط، 

در معادلۀ دو خط صدق می کند.    
با قرارگرفتن هنرجو در یک وضعیت مسئله گونۀ دیگر از زندگی روزمره، آنها را در 

درک مفهوم نقطۀ برخورد ارزیابی می کنیم:
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اهداف: 
 کسب مهارت حل معادله، پرورش مهارت های  

 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، استدلال کردن، بازنمایی های چندگانه، مهارت های تفکر
1 قیمت ها و هزینه ها را بر حسب هزار تومان می نویسیم.

تعداد میزهای تولید شده در یک ماه40٣020100

هزینۀ تولید ) بر حسب هزار تومان(1120920720520٣20

درآمد حاصل از فروش )بر حسب هزار تومان(1200900600٣000

 R x , C x= = +30000 320000 20000                                      2
به صورت زیر در  بالا  رابطه های  بر حسب صدهزارتومان  تغییر واحد قیمت  با   3

می آیند.
R / x , C / / x= = +0 3 3 2 0 2                          

البته در نمودار واقعی نقطه ها جدا از هم هستند.

 می دهد  که  
 
 

32
960000

4  از روی شکل نقطه برخورد با تبدیل واحدها به ازای 

به معنی ٣2 میز و 960 هزار تومان است که با حل معادلۀ زیر نیز همین جواب 
به دست می آید.

+ = ⇒ =320 20 30 10 320x x x                                             
R= ⇒ = × =32 30 32 960x                                 

5  یعنی با تولید ٣2 میز هزینۀ کارگاه و درآمد حاصل از فروش این تعداد میز 
یکسان است و بعد از آن سود دهی شروع می شود.
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بخش سوم: روش های حل معادلۀ درجۀ دوم

اهداف بخش

 آشنایی با روش هندسی حل معادلۀ درجۀ دوم
 آشنایی با روش جبری حل معادلۀ درجۀ دوم

 کسب مهارت در تعیین جواب های تقریبی معادله به روش هندسی
 کسب مهارت در تعیین تعداد و جواب های معادله به روش جبری

 تشخیص وجود یا عدم وجود جواب ها به روش هندسی
 توانایی به کارگیری فرمول های کلی برای تشخیص وجود و یافتن جواب های 

معادلۀ درجۀ دوم

واژه های کلیدی:
روش هندسی، روش جبری، عبارت∆، جواب معادلۀ درجۀ دوم

نگاه کلی به بخش:
در قسمت های قبل با معادله های درجۀ دوم و نمودار رابطه های خطی و غیرخطی 
یافتن جواب های  و  معادله ها  این  فصل حل  این  اصلی  آشنا شدیم. هدف  خاص 
و   5 و   4 فعالیت های  انجام  در  هنرجویان  هدایت  با  دلیل  همین  به  است.  آنها 
صورت  )در  آنها  جواب های  یافتن  و   2 درجه  معادله  حل  مختلف  روش های   ،  6
وجود( آموزش داده می شوند. در روش هندسی حل معادله های درجۀ دوم، مفهوم 
تلاقی نمودار رابطه ها نقش اصلی را بازی می کند. البته، روش هندسی برای حل 
معادله های پیچیده تر نیز قابل استفاده است ولی در این بخش فقط معادله های 
درجۀ دوم مطرح می شود و هنرجویان فقط با حل این نوع معادله ها آشنا می شوند. 
لازم به ذکر است که در روش هندسی معمولاً  نمی توانیم جواب دقیق را بیابیم و 

فقط تقریبی از جواب به دست می آید.                                    
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فصل چهارم: معادله درجه دوم

ورود به مطلب: 
مناسب است که یک معادلۀ درجۀ دوم با ضرایب حقیقی مشخص را بنویسید و از 
هنرجویان بخواهید راه های پیشنهادی خود را برای حل آن بگویند. ممکن است 
و  راهنمایی کنید  را  ارائه کند، می توانید هنرجویان  راه حل خاصی  نتواند  کسی 
با تغییر شکل معادله به صورت تساوی x2 با معادلۀ یک خط و تجربه ای که در 
را به سمت محل برخورد نمودار  برخورد خط ها به دست آمده است، هنرجویان 
رابطۀ y = x2  و نمودار یک خط برسانید. سپس می توانید از فعالیت طراحی شده 

در کتاب استفاده کنید.

فعالیت آموزشی 

اهداف موضوعی: 
 آشنایی با روش هندسی حل معادله های درجۀ دوم 

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، استدلال کردن، پیوندها و اتصال ها، بازنمایی های چندگانه، ارزیابی کردن 

1

٣210-1-2x
941014x2

975٣1-12x+٣
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2

− نقاط برخورد این دو نمودار هستند. 
    

1
1

 و  
 
 

3
9

3  از روی شکل دو نقطۀ 

4 بله، زیرا                                       ٣ + )٣(2 = 2)٣( و ٣  + )1-(2 = 2)1-(                                                                   

)5 بله   ) ( )
 

( ) ( )

 = +       ⇒ =


− = − +   ⇒ =

2

2

3 2 3 3 9 9
1 2 1 3 1 1   

در انتهای این فعالیت باید نتیجه گیری شود که جواب های یک معادلۀ درجۀ دوم به 
  y    =  ax + b را می توان با یافتن طول نقطه های برخورد نمودار خط x2   =  ax + b صورت

و منحنی y    =  x2 پیدا کرد.
این روش همان روش هندسی حل معادلۀ درجۀ دوم می باشد به این صورت که 
برای حل معادلۀ  0=٣  -  x2   -2x ابتدا جمله x2 را در یک طرف و بقیه را به طرف 
دیگر می بریم، سپس نمودار رابطه های  ٣ + y1 = 2x و y2 = x2 را رسم می کنیم. 
نقطه های   می توان طول   x2  -2x - ٣ =0 دوم درجۀ  معادلۀ  یافتن جواب های  برای 

برخورد دو نمودار رابطه های بالا را در صورت امکان به دست آورد. 
در سه مثال بعد انواع حالات ممکن معادله های درجۀ دوم از نظر تعداد جواب ها 

بررسی شده اند.
تعداد جواب های معادلۀ درجۀ دوم )با توجه به معادله(، یکی یا دو تا یا هیچ می باشد. 



97

فصل چهارم: معادله درجه دوم

اهداف:
 کسب مهارت استفاده از روش هندسی برای حل معادله های درجۀ دوم و تشخیص  

تعداد جواب ها 
شکل های مربوط به این سه معادله به صورت زیر است.

کسب مهارت به کارگیری نرم افزار، پرورش تفکر بصری      
                   )الف(                                   )ب(                                 )پ(

x=1 جواب معادله است             x=1 و x=-1 جواب های معادله هستند          جواب ندارد

مسئله ها 

با کمک  یا  باید در دو سؤ ال 1 و2  تثبیت روش حل هندسی معادلۀ درجۀ دوم هنرجویان  برای 
جئوجبرا یا با جدول مقادیر و رسم نمودار آنها طول نقطه های برخورد دو منحنی را در صورت وجود 

به طور تقریبی تعیین نموده و آن را به عنوان جواب تقریبی معادلۀ درجۀ دوم مطرح نمایند. 

مهارت ها و فرایندها: 
 تفکر بصری، تخمین زدن،
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هرکدام از حالت های بالا را باید به صورت x2   =  ax + b در آورده  و با رسم نمودارها، 
معادله را حل کنیم. 

= و حالت )ب( را به صورت +2 3 5
2 2

x x برای مثال حالت )الف( را به صورت 

= می نویسیم و مشابه کار در کلاس )5( حل می کنیم.  −2 2x x

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها، تفکر بصری

در این مسئله می خواهیم ضرایب a و b را در معادلۀ درجۀ دوم x2   =  ax + b  طوری 
بیابیم که جواب های آن، طول نقطه های داده شده روی نمودار است. در این حالت  
= را در  2y x معادله خط y  =  ax + b را باید به صورتی به دست آوریم که نمودار 
 x2   =  ax + b را یافته سپس معادله b و a نقطه هایی به طول های 1 و٣ قطع کند. مقادیر
را می سازیم. این معادله همان معادلۀ درجۀ دوم مورد نظر می باشد. برای یافتن a و 

= و  +1 a b  روی این خط باشند، بنابراین داریم  
 
 

3
9

 و  
 
 

1
1

b باید دو نقطۀ  

. = −3b = و  4a . با حل این دستگاه نتیجه می شود  = +9 3a b

فعالیت آموزشی 

5( از دو طرف تساوی جذر بگیرید و دو جواب برای x به دست آورید.
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فصل چهارم: معادله درجه دوم

اهداف موضوعی: 
 حل یک معادلۀ درجۀ دوم به صورت جبری با هدف آماده سازی برای تعمیم این 

روش در حالت کلی

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، اکتشاف هدایت شده )دنبال کردن دستورالعمل ها(

x2+  6x  =7     1

= ⇒ =26 3 3 9
2

    2

+ + = + ⇒ + + =2 26 9 7 9 6 9 16x x x x     3

( )+ =23 16x      4

 | |+ = ⇒ + =3 4 3 4x x + یا  = − ⇒ =3 4 1x x = یا  −7x       5

این فعالیت زمینه ساز یافتن فرمول کلی برای حل معادله های درجۀ دوم به صورت 
جبری را فراهم می سازد.

اهداف:
تقویت مهارت دنبال کردن دستورالعمل ها به منظور درک رویه ها

− + =2 3 2 0x x  

 
−  =    − = − → − + = − ⇒ − =  

23 9 2
2 42 2 9 9 3 13 2 3 2

4 4 2 4
x x x x x

→ − = ⇒ − =3 1 3 1
2 2 2 2

x x − یا  = − ⇒ =3 1 1
2 2

x x = یا  2x  

تذکر: می توانید قبل از اینکه فعالیت زیر را انجام دهید از هنرجویان سؤال کنید 
آیا همیشه می توان از این راه به جواب رسید؟ آیا معادله همیشه جواب دارد؟ آیا 
روشی برای یافتن وجود و تعداد جواب ها بدون رسم و روش هندسی وجود دارد؟
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فعالیت آموزشی 

اهداف موضوعی: 
 یافتن فرمول کلی روش حل معادلۀ درجۀ دوم، تشخیص وجود جواب و تعداد 

جواب ها

مهارت ها و فرایندها : 
 حل مسئله، استدلال، اکتشاف هدایت شده

    + + = ⇒ + + =2 20 0b cax bx c x x
a a

        1
         

                 + = −2 b cx x
a a       2

                                                                     
     = ⇒ =  

2 2

22 2 2 4
1

b
b b ba
a a a

   3

 
                                                                    

   + + = −
2 2

2
2 24 4

b b b cx x
a aa a

  4
                                                                      

      ( ) −+ =
2

2
2
4

2 4
b b acx
a a

    5
                                                                                

باید عددی  توان دو است پس سمت راست  به  رابطه  این  6 چون سمت چپ 
باشد.              منفی  غیر 
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فصل چهارم: معادله درجه دوم

پس است  مثبت  همواره  عددی  مخرج  چون  و   − ≥
2

2
4 0

4
b ac

a
باید  یعنی 

b ac− ≥2 4 که  0 دارد  جواب  صورتی  در  معادله  − این  ≥2 4 0b ac
b می توان از طرفین رابطه به دست آمده در بند  ac− ≥2 4 0 بند )7( حال اگر 

)5( جذر  گرفت؛ خواهیم داشت :

− ± −+ = ⇒ + =
2 2

2
4 4

2 2 24
b b ac b b acx x
a a aa

 

⇒ −+ = +
2 4

2 2
b b acx
a a

+− یا  = −
2 4

2 2
b b acx
a a

 

و از آنجا خواهیم داشت :
− − − + −= + =

2 24 4
2 2 2
b b ac b b acx
a a a  

یا − − − − −= − =
2 24 4

2 2 2
b b ac b b acx
a a a     

 

به کمک فعالیت 6 روش جبری یا فرمول کلی برای یافتن جواب های هر معادلۀ 
= برای  −2 4b ac∆ درجۀ دوم، در صورت وجود، بیان می شود. در این فعالیت از

بررسی وجود جواب و تعداد جواب ها استفاده می شود.

اهداف:
 کسب مهارت استفاده از فرمول های محاسبه جواب معادله درجه دوم

+ + =25 2 1 0x x حل قسمت الف(    
 ( ) ( )( )= − = − = − <             ⇒2 24 2 4 5 1 16 0b ac∆ معادله جواب ندارد            
⇒ − =2 6 0x قسمت ب(     

    ( ) ( )( )= − = − − = >2 24 0 4 1 6 24 0b ac∆  
 ( )− −→ = = −1

0 24 6
2

x ) و )− += =2
0 24 6

2
x
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− =2 3 0x x قسمت پ( 

 ( ) ( )( )∆ = − = − − = > ⇒2 24 3 4 1 0 9 0b ac    
( )− − += =1

3 9 3
2

x ) و )− − −= =2
3 9 0
2

x   

مسئله ها

مهارت ها و فرایندها: 
 استفاده از روش جبری برای حل معادله

توصیۀ آموزشی: 
بهتر است هنرجویان قوی تر معادله ها را با استفاده از هر دو روش حل کنند. 

در این قسمت شش معادلۀ درجۀ دوم داده شده که باید حل شوند همه را می توان 
به دو روش هندسی و جبری حل نمود هدف آموزشی این سؤال حل معادله های 

درجۀ دوم دلخواه می باشد.
) −= 5

2
x الف( حل به روش جبری )جواب ها x =0 و 

) − −=2
13 133

6
x − و  +=1

13 133
6

x ب( حل به روش جبری )جواب ها 

 ( )+ =2 5 8x x 2 تقسیم نمود    پ( می توان طرفین را بر
     ( )+ = ⇒ + − =25 2 5 2 0x x x x و ( ) ( )( )∆ = − = + =25 4 1 2 5 8 13  

   − −=2
5 13
2

x − و  +=1
5 13
2

x     
هدف آموزشی این سؤال دیدن معادلۀ درجۀ دوم به شکلی دیگر و تشخیص همه 
2 بخش پذیرند و ساده نمودن ضرایب جهت محاسبات ساده تر و  ضرایب که بر 

نهایتاً حل است.
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فصل چهارم: معادله درجه دوم

∆ و توجه به اینکه ∆ منفی است معادله جواب ندارد. = −7 ت(  با یافتن
ث(  روش اول : سمت چپ را به توان 2 می رسانیم

( ) ( )( ) +∆ = − − − = → =2
1

1 51 4 1 1 5
2

x 2=− و 
1 5

2
x  

روش دوم : از طرفین جذر می گیریم

 
                                                                  + − = ⇒ − − = → − − =2 2 24 1 4 5 4 4 4 0 1 0x x x x x x

 همه جملات را بر 4 تقسیم می کنیم 
                             

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله

می دانیم جواب معادله، تساوی رابطه را برقرار می کند پس:
( ) ( )− + − + = ⇒ − + = ⇒ = −25 3 13 3 0 45 39 0 6c c c  

+ است. − =25 13 6 0x x پس معادلۀ درجۀ دوم به صورت 

− = ⇒ − =2 1 5 2 1 5x x −+ یا   = − ⇒ =1
1 52 1 5

2
x x 2=− و  

1 5
2

x

ج(  مثال چالش برانگیز: )این نوع مسائل ذهن هنرجو را پویا می کند(
چون سمت چپ معادله غیرمنفی و سمت راست معادله منفی است معادله جواب ندارد.

( ) ( )( ) − +∆ = − − = ⇒ =2
1

13 28913 4 5 6 289
10

x − و −=2
13 289

10
x

− +⇒ = =1
13 17 2
10 5

x − و  −= = −2
13 17 3
10

x  

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله،  پیوندها و اتصال ها

= مساحت × = = ⇒ − = ⇒2 23 3 300 3 300 0x x x x

  ( ) ( )( )− =   ⇒  ∆ = − − = >2 2100 0 0 4 1 100 400 0x

⇒ = =1
400 10
2

x =− و  = −2
400 10
2

x

3x

x
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جواب منفی قابل قبول نیست و مسئله فقط یک جواب دارد. مستطیل با عرض 10 
و طول ٣0 جواب است. 

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها

ابتدا با توجه به فرمول مساحت یک ذوزنقه داریم

) مساحت ذوزنقه )( )+= 3 12 4
2

x x  
( )( )+⇒ = ⇒ + − = ⇒23 12 4 108 12 48 216 0

2
x x x x

همه جمله ها را بر 12 تقسیم می کنیم
+ − = ⇒ ∆ = + =2 4 18 0 16 72 88x x   

− +⇒ =1
4 88

2
x − و  −=2

4 88
2

x
       

 
= فقط جواب x1 قابل قبول است که مثبت  − +1 2 22x = و  − −2 2 22x

است زیرا طول نمی تواند منفی شود.

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله

عدد کوچک تر را با x نشان می دهیم. عدد متوالی بعد از آن x+1 خواهد بود. بنابرفرض 
مسئله

 
( ) ( )( )( ) ∆= − − =+ = ⇒ + − = →

21 4 1 132 52921 132 132 0x x x x
  

− += =1
1 529 11

2
x − و  −= = −2

1 529 12
2

x
 

 
هر دو جواب قابل قبول هستند. دو عدد متوالی 11 و 12 و دو عدد متوالی12-  

و11-  هر دو جواب هستند.



105

فصل چهارم: معادله درجه دوم

مهارت ها و فرایندها:
 حل مسئله

این عدد طبیعی را با n نشان می دهیم.
 

 
    

, ( ) ( )( )+ = ⇒ − − = ∆ = − − − = + =2 2 22 35 2 35 0 2 4 1 35 4 140 144n n n n

+⇒ = =2 12 7
2

n =−  و  = −2 12 5
2

n  
جواب منفی قابل قبول نیست زیرا عدد طبیعی مثبت است.

مهارت ها و فرایندها:
 استدلال کردن

می دانیم اگر عددی جواب یک معادله باشد باید با جایگذاری آن عدد به جای مجهول 
معادله، تساوی معادله برقرار  شود. پس شرط جواب بودن را بررسی می کنیم.

( ) ( )− + + − + − = ⇒21 2 2 1 2 1 0  
+ − − + − = ⇒ =1 2 2 2 2 2 2 1 0 0 0  

چون این عدد تساوی را برقرار کرده است، یک جواب معادله است.

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوندها و اتصال ها

مساحت  است.   y2  کوچک تر مربع  مساحت  و   ( )+ 23 2y بزرگ تر مربع  مساحت 
) است. با توجه به فرض مسئله:  )+ −2 23 2y y قسمت رنگی بین این دو مربع 

صورت: این  در   . ( )+ − =2 23 2 40y y
+ + − − = ⇒ + − =2 2 29 4 12 40 0 8 12 36 0y y y y y  

طرفین را بر 4 تقسیم می کنیم
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مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله

عدد را x فرض می کنیم.
  + + = ⇒ + − =    

21 1 1 71 1 20 19 0
3 4 12 12

x x x x  
طرفین را در 12 ضرب می کنیم.

,∆= − ±+ − = → = ⇒ = − =9612
1 2

7 317 228 0 19 12
2

x x x x x

جواب منفی قابل قبول نیست، زیرا مقدار پول منفی نمی تواند باشد.

مهارت ها و فرایندها: 
 حل مسئله، پیوند و اتصال، 

 ارتفاع ×  قاعده الف( 
__________ = مساحت مثلث

2          
( )( )− += ⇒ + − =23 1 324 3 8 51 0

2
x x x x

 
⇒ =1 3x = و  −2

17
3

x  
جواب منفی قابل قبول نیست زیرا طول قاعده و ارتفاع منفی نمی تواند باشد. 

) ارتفاع قاعده )= − = − =3 1 3 3 1 8x ب(  

= اندازه ارتفاع + = + =3 3 3 6x   

,∆= + − ±+ − = → = = − =9 722
1 2

3 9 32 3 9 0 3
4 2

y y y y y

= اندازه ضلع مربع کوچک = 3
2

y  

 اندازه ضلع مربع بزرگ = + = + =  
3 133 2 3 2
2 2

y  
و جواب منفی قابل قبول نیست.
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توسعۀ دانش

مجهول، متغیر، پارامتر: 
سه اصطلاح مجهول و متغیر و پارامتر در ریاضی بسیار به کار می روند. این اصطلاحات 
بسیار به هم نزدیکند و ممکن است با هم جابه جا به کارگرفته شوند. اصطلاح مجهول 
در ارتباط با مفهوم معادله است. هر کجا عددی نامعلوم باشد ولی اطلاعاتی از آن در 
دسترس باشد و بخواهیم از طریق آن اطلاعات عدد نامعلوم را به دست آوریم،  مفهوم 
مجهول و معادله رخ می دهند. آن عدد نامعلوم را با نمادی نشان می دهیم که مجهول 
نامیده می شود و اطلاعات مربوط به مجهول را به طور جبری می نویسیم که عموماً 
به صورت تساوی دو مقدار است و آن را یک معادله می نامند؛ مثلًا آیا عددی هست 
  x که ضرب آن در خودش با جمع آن با خودش مساوی باشد؟ اگر چنین عددی را با
. این  × = +x x x x نشان دهیم در اینجا x  مجهول است و اطلاعات مسئله می گوید

2= نوشته می شود.  2x x یک معادله است که ساده شده آن به صورت 
حل یک معادله به معنای یافتن عدد یا اعدادی است که اگر جای مجهول قرار 

این مثال 0 و 2 جواب هستند. برقرار می شود. در  گیرند، تساوی 
تابع  یک  اثر  بخواهیم  اگر  است.  تابع  مفهوم  با  ارتباط  در  بیشتر  متغیر  اصطلاح 
از دامنه آن نشان دهیم نمادی را در نظر می گیریم که  را روی مقدار دلخواهی 
نشان دهندۀ یک مقدار دلخواه در دامنۀ تابع باشد. این نماد را متغیر تابع می نامند. 
فقط  ندارد  وجود  نیز  معادله ای  و  نیست  معنای مجهول  به  متغیر  نماد  اینجا  در 

با یک فرمول بیان می شود.  تابع روی متغیر عموماً  اثر  چگونگی 
مثلًا اگر تابعی که مساحت یک مربع را بر حسب طول ضلع آن نشان می دهد با  
fD  و اگر نماد x را به عنوان عضو دلخواهی از  ( , )= +∞0 f  نشان دهیم داریم 
 f ( ) = 2x x fD به کار بریم x  متغیر این تابع است و اثر تابع روی x به صورت 
نوشته می شود. در این نمادگذاری ها مجهولی وجود ندارد تا به دنبال آن بگردیم. 
اما اگر سؤالی به این صورت مطرح شود که به ازای چه مقداری در دامنه مقدار تابع 
برابر 4 می شود،  در اینجا با یک معادله و یک مجهول روبرو می شویم. اگر نمادی 
که مجهول را نشان می دهد با همان x نشان دهیم باید داشته باشیمf)x( =  4 . این 

یک معادله است و نماد x  در اینجا مجهول است. 
اینکه یک نماد به عنوان مجهول به کار گرفته شده است یا متغیر، مربوط به کاربرد 
آن است. اگر معادله ای در کار است و حل معادله هدف است نماد آن مجهول است 
ولی اگر معادله ای وجود ندارد و شیوۀ عمل یک تابع توصیف می شود نماد به کار 

رفته متغیر است.
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مفهوم پارامتر به مفهوم متغیر بسیار نزدیک است. پارامتر نیز با یک نماد نمایش 
پارامتر هم در  نظر می گیرند.  برای آن در  تغییرات  از  دامنه ای  داده می شود که 
است  ممکن  معادله ها  برخی  در  دهد.  رخ  است  ممکن  توابع  در  هم  و  معادله ها 
اعدادی نامعین و دلخواه وجود داشته باشند که آنها را پارامتر می نامند. به ازای 
هر مقداری برای پارامتر، یک معادلۀ مشخص و جدید خواهیم داشت. عملًا این 
یا  پارامتر  به  دهی  مقدار  ازای  به  و  هستند  معادله ها  از  دسته ای  معادله ها  گونه 
مثلًا  می شوند.  ساخته  معادله ها  دسته  این  از  اعضایی  آن  در  موجود  پارامترهای 
− را در نظر بگیرید. در این معادله a عدد معینی نیست  + =2 2 0x ax a معادلۀ
و به ازای هر مقداری که برای آن در نظر بگیریم معادلۀ جدیدی ساخته می شود. 
 a مجهول معادله و x است. در اینجا a این، یک دسته معادله بر حسب پارامتر

ثابت است.  پارامتری است که نشان دهندۀ عددی دلخواه ولی 
اینکه در معادلۀ داده شده کدام نماد مجهول و کدام نماد پارامتر است  خود به 
و  نماد مجهول  باید مشخص کند کدام  معادله  ارائه دهندۀ  و  نیست  معلوم  خود 
کدامیک پارامتر است. در مثال بالا کاملًا ممکن بود ما a را مجهول و x را پارامتر 

در نظر بگیریم.
ایجاد  آنها  نقش  که  دهند  رخ  پارامترهایی  است  ممکن  نیز  توابع  قانون  بیان  در 
دسته ای از توابع است که به ازای مقادیر مختلف پارامتر به وجود می آیند. مثلًا در 
f نماد a یک پارامتر است که نشان دهنده یک  ( ) ( )= − −2x x a a تابع با قانون

عدد دلخواه ولی ثابت است. با تغییر مقدار a توابع مختلفی ایجاد می شوند. 
تشخیص اینکه یک نماد به صورت مجهول، متغیر، یا پارامتر به کار رفته است یا از 

طریق متن گفتگو مشخص می شود یا به طور مستقیم باید بیان شود. 

معادله ها:
بسیار رخ می دهد. در حالت کلی  معادله  آن، مفهوم  کاربردهای  و  ریاضیات   در 
مفهوم معادله از طریق مفهوم تابع بیان می شود. در هر معادلۀ عددی که مجهول 
آن یک عدد است، تابعی با متغیر عددی مانند f وجود دارد و معادله به صورت
f هستند که  تابع  اعدادی در دامنه  این معادله،  ) می باشد. جواب های  ) =f x c
برخورد  از  معادله  این  جواب های  نموداری،  لحاظ  از  می کنند.  برقرار  را  تساوی 

نمودار تابع f و خط y =c به دست می آیند. 
در حالتی که f تابعی چندجمله ای از درجه n باشد، معادله را معادلۀ چندجمله ای 
از درجه n  می نامند. قبلًا با معادله های درجۀ اول و در این فصل با معادله های 
درجۀ دوم آشنا شده اید. برای معادله های درجۀ سوم و چهارم نیز روش هایی برای 
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حل آنها وجود دارد، اما گالوا و آبل ثابت کردند که برای حل معادلات چندجمله ای 
درجات بالاتر روش و فرمولی برحسب رادیکال ها وجود ندارد.

را  آنها  که  است  شده  ابداع  دیگری  روش  های  معادله ها،  حل  در  دلیل  همین  به 
روش های عددی می نامند. در این روش ها، هدف یافتن جواب دقیق نیست، بلکه 
یافتن تقریبات اعشاری جواب با دقت کافی هدف خواهد بود. عملًا جواب های تقریبی 
با دقت کافی به همان خوبی جواب های دقیق هستند و چیزی از آنها کم ندارند. بر 
فرض جواب دقیق یک معادله را هم که بیابیم در به کارگیری این جواب برای حل 
یک مسئله عملی، دقت ابزار ما فقط در حد خاصی است و نمی توان از جواب در همان 
حد دقیق بودنش استفاده کرد. مثلًا فرض کنید جواب دقیق یک معادله باشد 
و دقت ابزار ما فقط در حد اعداد اعشاری دو رقمی باشد. در این حالت مقدار دقیق  
2 برای کار ما کافی است.  برای ما فایده ای ندارد و همان تقریب اعشاری 1/41 از 
پس، اگر معادله را با روش های عددی حل می کردیم و جواب تقریبی 1/41را به دست 

2 نداشت. می آوردیم هیچ کمبودی نسبت به حل دقیق با جواب
معادله ها با توجه به نوع تابع f  به انواع و اقسامی از معادله ها تقسیم بندی می شوند 
که برخی از آنها قابلیت حل دقیق را دارند و بسیاری از آنها به طور دقیق قابل 
و در مورد هر  دارند  اکثر روش های عددی حل معادله ها عمومیت  نیستند.  حل 
روش های  ساده ترین  از  یکی  کردن  نصف  روش  هستند.  بردن  به کار  قابل  تابعی 
حل معادله ها است که در سر کلاس هم می توان آن را به کار برد و جواب هایی با 
تقریب های مناسب به دست آورد. در روش نصف کردن تابع    f باید پیوسته باشد و 
روی یک بازۀ بسته ]a, b[ تعریف شده باشد و مقدار )a( f  و  )f )b  با علامت های 
یک  حداقل   ( ) =0f x معادله  قضیه ها(  )طبق  باشیم  مطمئن  تا  باشند  مختلف 

جواب در بازۀ ]a, b[ دارد. 
=+ وسط این بازه را در نظر می گیریم 

2
a bc برای یافتن یکی از این جواب ها نقطۀ 

( ) ≠0f c ) به جواب رسیده ایم و اگر   ) =0f c را حساب می کنیم. اگر ( )f c و مقدار
 .  f )b( تفاوت دارد است یا با علامت  f )a( به علامت آن نگاه می کنیم که با علامت
با هر کدام تفاوت داشت بازۀ جدیدی تشکیل می دهیم که یک سر آن c است و سر 
دیگر آن a یا b  است. اگر این عملیات را n      بار تکرار کنیم به بازه ای می رسیم که یک 
n است. برای  n به اندازه کافی بزرگ 

−
2

b a جواب معادله در آن بازه است و طول بازه 
طول این بازه بسیار کوچک می شود به گونه ای که دو سر بازه تا چند رقم اعشار با هم 
مساوی اند و یک جواب این معادله عددی با همین رقم های اعشار است. برای دقیق تر 

کردن جواب تعداد مراحل تکرار را باید بیشتر کنیم.


