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—U²H~AOÄ

t?Ð U?N?M?ð t?� ¨d?ðu?O?á?�U� ÂuKŽ Áó¹ËÅtÐ È˛u�uMJð Ë ÂuKŽ X?dAOÄ qO�œ tÐ dOš« ÈU¼Å‰UÝ —œ

œ—«œ —«dJ t²ÝuOÄ  UO{U¹— ÈÅtDOŠ —œ t� ©‰«d~²�« Ë qOW�«dH¹œ »UWŠ® ÊUÐUWŠ ÊuÇ v¹U¼Å”—œ

å UO³O�dðò ̈ åt²WWÖ  UO{U¹—ò ÊuÇ vM¹ËUMŽ X×ð È—UOWÐ ÈU¼Å»U²� Ë U¼Å”—œ tJKÐ ̈ œuýÅv� tłuð

UÐ t� U¼Å»U²� Ë U¼Å”—œ s¹« VKž« Æb�—«œ —«dJ tłuð œ—u� eO� b�«ÅÁbý tz«—« åv¼UM²�  UO{U¹—ò Ë

¨v?ý—U?Lý ÈU¼Å‘Ë— ¨U¼Å·«dÖ ¨b�—«œ —U�ËÅÅdÝ «—ÅÅULý ÈU¼ÅtŽuL−� UÐ ÁUÖË v¼UM²� ÈU¼ÅtŽuL−�

È—U~�e�— Ë È—«cÖb� ÊuÇ v¹U¼œdÐ—U�Ë ‰UL²Š« Ë œ«bŽ« ÈÅt¹dE� “« v¦ŠU³� ̈ vðUO³O�dð ÈU¼—U²šUÝ

U?³¹dIð „«d²ý« tłË Æb�«Åq�Uý «—Îv?Ý—d?Ð X?×ð YŠU³� XFO³Þ ÊœuÐ t²WWÖ U¼ÅtMO�“ s¹« ÈÅtL¼ 

Ë b�¬—U� ÈU¼—«eÐ« tÐ v�Ë ̈ b�«ÅÕdD� d²L� v�uLF� v~²ÝuOÄ Ë bŠ ÊuÇ vLO¼UH� U¼ÅÊ¬ —œ t� XÝ«

Ê«Ë«d?? q?zU?W?� œu?łË Ë v?¹U?¹u?Ä Æb?�eN−� Èd~¹œ ÈU³¹“ ÁœUF�«Å‚u?«d?¼U?þ Ë Áb?A� qŠ Î“« ÁœUÝ 

“« v?šd?Ð ÂU?−?�« —œ v?Ö—e?Ð r?N?Ý Á“Ëd?�« t?šU?ý s?¹« v?K?�—u?ÞÅtÐ Æb�«ÅtšUý s¹« d~¹œ  UB3A�

“« È—U?O?W?Ð t?łu?ð œ—u?� Ê¬ Èœd?Ð—U?� ÈU?¼ÅtMO�“ vÖœd²WÖ tÐ tłuð UÐ Ë œ—«œ vLKŽ ÈU¼Åg¼ËóÄ

JHð ‘—ËdÄ —œ t²WWÖ  UO{U¹— t� vð—bJ Ë v¹U³¹“ qO�œ tÐ Ë q¹ôœ s¹« tÐ ÆXÝ« ÊU¼ËóÄÅg�«œÒd

È—UOWÐ tDÝu²� ÈÅÁ—Ëœ vÝ—œ ÈU¼Åt�U�dÐ —œ Ê¬ v�U³� ‘“u�¬ t� XÝ« vðb� œ—«œ œ«d?« v{U¹—

UII×� Ë XÝ« Ábý “Už¬ U¼—uA� “«ÎÆXÝ« Â“ô v¼U~A�«œÅgOÄ ÈÅÁ—Ëœ —œ Ê¬ f¹—bð eO� Ê«d¹« —œ 

U?d- Ë t²ý«œ v�uLŽ Ë È«Åt¹UÄ ÈÅt³Mł t� «— v³�UD� ÊUH�R� »U²� s¹« —œÎt²WWÖ v²FO³Þ 

 UŽöÞ« “« všdÐ Æb�«ÅÁœËe?« rO¼UH� Êbý sýË— tÐ Ê«Ë«d? ÈU¼Å‰U¦� tz«—« UÐ Ë Áœd� ÕdD� b�—«œ

Æb�«ÅÁb�¬ v{U¹— ÈÅtK−�  —u- tÐ bM²WO� vÝ—œ ÈÅt�U�dÐ ¡eł t� eO� v?U{«



v¼U~A�«œÅgOÄ ÈÅÁ—Ëœ “u�¬Åg�«œ ÊuÇ t� bM�Åv� VKł t²J� s¹« tÐ «— Âd²×� Ê«dOÐœ tłuð

XJË vL� qO�œ tÐ eO� Ë œ“«œdáÐ vŽd? V�UD� „—œ Ë U¼Ås¹dLð qŠ tÐ vB3ý ÈÅtF�UD� UÐ œuš b¹UÐ

Ÿu� d¼ “« t�QW� p¹ qŠ ªb�uý ÕdD� ”ö� —œ U¼Ås¹dLð ÈÅtL¼ t� Xý«œ —UE²�« b¹U³� ¨f¹—bð

ÆXÝ« v?U�

“« Ë bM²W¼ «d¹cÄ dJAð UÐ «— bOH� ÈU¼dE� Ë U¼œUNMAOÄ ÊUH�R� t� r¹uýÅv� d�c²� ÊU¹UÄ —œ

—œ t� ”—œ s¹« vý“u�¬ ÈU¼ÅÁ—Ëœ —œ ÊUÖbMM�ÅX�dý Áó¹Ë tÐ ÊU¹u−A�«œ Ë Ê«dOÐœ ̈ Ê«œU²Ý« ÈÅtL¼

ÆbMM�Åv� v�«œ—bJ t�ULOL- b�«ÅÁœuÐ U� ÈULM¼«— »U²� f¹uMAOÄ qOLJð



‰Ë« XL��

Ê¬ ÈUœd�—U� Ë UÅ·«dÖ

t�bI�

Ær¹uýÅv� UMý¬ g¹U¼œdÐ—U�Ë U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE� ÈU³H�« UÐ XÝ« qB# tÝ q�Uý t� XL%& s¹« —œ

UðbLŽÎË ”u?L?K?� ÈU?¼Å‰U?¦� UÐ Ë r¹bMÐÅv� —U�ÅtÐ «— œuNý ¨rOM�Åv� ÁœUH²Ý« U¼Å·«dÖ »«cł XFO³Þ “« 

—œ Ë r?¹u?ýÅv?L?� œu?N?ý r?O?K?%ð X%Ð—œ ‰UŠ sOŽ —œ Ær¹“UÝÅv� sýË— «— rO¼UH� ÊuÖU�uÖ ÈU¼ULF�

X?Ý« s?J?L?� t?� r?O?M?�Åv?� ÁœU?H?²?Ý« v¹U¼œdÐ—U� “« ÁUÖ ÆrO¼œÅv� tz«—« «— U¹UC& oO&œ  U³Ł« Èœ—«u�

LF� eÖd¼ U�« ¨bMÝdÐ dE� tÐ vN¹bÐ ÈbŠUðÒ«d¼Uþ qzU%� Ë U¼UÎr� XÝœ b�«ÅgGÐ ÁeO~�« t� «— pÇu� 

Æb�«ÅÁœuÐ v{U¹— rN� ÈU¼Åt¹dE� v²Š Ë U¼ÅÁb¹« “Už¬dÝ qzU%� t�uÖÅs¹« È—UO%Ð œ—«u� —œ «d¹“ ̈ r¹dOÖÅvL�

—U?� tÐ «— œuš ÈU¹uÄ s¼– r¹—«œ —UE²�« b�«Åt²ý«cÖdÝ XAÄ «— ÊU²ÝdOÐœ ÈÅÁ—Ëœ t� v�U¼ËóÄÅg�«œ “«

s?²?� —œ t?� v?¹U?¼ÅgÝdÄ U¹ ¨bMM�Åv� ÕdÞ œuš t� È«ÅÁb¹bŽ ÈU¼Å‰«RÝ tÐ v¹u~GÝUÄ È«dÐ Ë b�“«b�«

s¾LD� Ë bM¼œ —«d& tłuð œ—u� «— U¼Å·«dÖ ’Uš ÈU¼ÅÁœ— bFÐ Ë ÁœUÝ ÈU¼Å‰U¦� «b²Ð« b�uýÅv� ÕdD�

ÊU�«bO{U¹— s¹dðÅ¯—eÐ ̈ ÊUOÐ vÖœUÝ sOŽ —œ t� bMM� ÕdD� «— vKzU%� bM�«uðÅv� tMO�“ s¹« —œ t� bMýUÐ

ÆbMýUÐ ełUŽ U¼ÅÊ¬ qŠ “« eO�

±



ـ آشنايى با گراف�ها١فصل

≤

qB� ±

UÅ·«dÖ U� v�UM�¬

U?Ð «— Ê¬ Ë r?O?M?�Åv?� ÁœU?�¬ U?¼Å·«dÖ Ÿ«u�« n¹dFð È«dÐ «— tMO�“ ‰U¦� bMÇ ÊUOÐ UÐ qB# s¹« —œ

ÆrO¼œÅv� ÊU¹UÄ œ«œ—«d& Ë n¹dFð bMÇ ÈÅtz«—«

±‡‡±‰U¦� bMÇ ‡‡

Ábý qOJAð Ád¹eł Ëœ Ë t�UšœË— p¹ qŠUÝ Ëœ “« ̄ d³%~O�u� dNý ÈœöO� r¼b−O¼ Êd& —œ

LF� Æb�œd�Åv� q^Ë r¼ tÐ «— tIDM� —UNÇ s¹« qÄ XH¼ ÊU�“ Ê¬ —œ ÆœuÐÒ«— Ê«b�ËdNý U¼Å‰UÝ d¹“ ÈU

Ë —UÐ p¹ qÄ d¼ “« ¨œ“ v²AÖ dNý —œ oÞUM� s¹« “« vJ¹ “« “Už¬ UÐ œ—«œ ÊUJ�« U¹¬ ∫œuÐ Áœd� ÂdÖdÝ

 ‰UÝ —œ dK¹Ë« øXAÖ“UÐ ‰Ë« ÊUJ� tÐ Ë ̈ XýcÖ —UÐ p¹ UNMð±∑≥∂¯d³%~O�u� ÈU¼ÅqÄ ÈÅt�Q%� qŠ UÐ 

hOBGð «— t×H^ “« È«ÅtDI� tIDM� —UNÇ s¹« “« p¹ d¼ tÐ ÈË ÆXý«cÖ ÊUOMÐ «— U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE�

s?¹b?Ð Æœd� rÝ— U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� ÈÅtDI� Ëœ sOÐ v�UL� U¹ jšÅÁ—UÄ ¨tIDM� Ëœ sOÐ qÄ d¼ È«“« tÐ Ë œ«œ

 qJý oÐUD� VOðdð±ÆX#U¹—œ XÝ« vHM� t� «— ULF� aÝUÄ vÖœUÝ tÐ Ë X#U¹ XÝœ v{U¹— v�b� tÐ 
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 p¹ «— ‰b� s¹« Á“Ëd�« ·«dÖ—uÞÅtÐ ¨tDI� Ëœ sOÐ jš ÕöD^« tÐ åbMÇò œułË V³Ý tÐ ¨U¹

 p¹ dðÅoO&œt�UÖbMÇ ·«dÖU¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE� ÊUÐ“ tÐ «— vHK²G� qzU%� rO�«uðÅv� r¼ U� pM¹« ÆbM�U�Åv� 

 qJý±Ê¬ tÐ ◊uÐd� ·«dÖ Ë ¯d³�~O�u dNý ÈUL� ‡‡
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≥

ÆrOM� ÊUOÐ

 ‰U¦�±∫ ÈU¼ÅÂU� tÐ rOð ZMÄ rOM�Åv� ÷d# a ̈b ̈c ̈d Ë eÆbM¼bÐ tIÐU%� d~¹bJ¹ UÐ Ëœ tÐ Ëœ b¹UÐ 

∫t� rOMOÐÅv� ÈbMÇ “« fÄ

a UÐ b ¨c Ë eÆ©XÝ« Ábý “ËdOÄ v~L¼ dÐ ËÅÅ® Áœ«œ tIÐU%� 

b UÐ a Ë dÆ©XÝ« Áœ—uš X%Jý Ëœ d¼ “« ËÅÅ® Ábý Ë—ÅtÐË— 

c UÐ a ¨d Ë e dÐÅÅ® Áœ«œ tIÐU%� d Ë e “« Ë Ábý “ËdOÄ aÆ©XÝ« Áœ—uš X%Jý 

d UÐ b ¨c Ë e ËÅÅ® Áœd� È“UÐ b Ë e “« Ë Áœ«œ X%Jý «— cÆ©XÝ« Áœ—uš X%Jý 

e UÐ a ¨c Ë d ÈU¼ÅX%Jý Ë U¼ÅÈ“ËdOÄ® XÝ« Áœ«œ tIÐU%� eö³& ÎÆ©b�«ÅÁbý hGA� 

p¹ rOð d¼ È«“«ÅtÐ ÆrOM� hGA� t×H^ —œ —«œuL� p¹  —u^ tÐ rO�«uðÅv� «— XOF{Ë s¹«

r¼ UÐ dþUM²� ÈU¼ÅrOð ÁUÖd¼ rOM�Åv� q^Ë r¼ tÐ v�UL� U¹ jšÅÁ—UÄ UÐ «— tDI� Ëœ Ë r¹dOÖÅv� dE� —œ tDI�

 qJý ÆbMýUÐ Áœ«œ tIÐU%�≤Æb¼œÅv� ÊUA� «— XOF{Ë s¹« tÐ ◊uÐd� ‰b� 
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 ‰U¦� tÐ ◊uÐd� qJý tÝ        ±

 qJý≤
 qJý  ≥ qJý  ¥

ÂU−�«  UIÐU%� tÐ ◊uÐd� —«œuL� Ê¬ Ë œ«œ X³%� r¼ Èd~¹œ —«œuL� XOF{Ë s¹« tÐ XÝ« sJL�

U?Ð «— t?D?I?� Ëœ —U?Ð s?¹« Ë r?¹dOÖÅv� dE� —œ tDI� p¹ rOð d¼ È«“«ÅtÐ r¼ “UÐ —U� s¹« È«dÐ ÆXÝ« ÁbA�

s?¹« t?Ð ◊u?Ðd?� —«œu?L?� Æb?M?ýU?Ð ÁœdJ� È“UÐ r¼ UÐ ◊uÐd� rOð Ëœ ÁUÖd¼ rOM�Åv� q^Ë r¼ tÐ vDšÅÁ—UÄ

 qJý —œ t� XOF{Ë≥tÝ  UIÐU%� “« —Ëœ s¹« qOLJð È«dÐ t� b¼œÅv� ÊUA� XÝ« Ábý Áœ«œ g¹UL� 

Æb�uý —«eÖdÐ b¹UÐ d~¹œ tIÐU%�

U?L?²?Š  U?I?ÐU%� s¹« t� rOM�Åv� ÷d#Îö?³?& «— ÊU?Öb?�d?Ð®ÆbMýUÐ t²ý«œ r¼ Áb�dÐ b¹UÐ Îh?GA� 
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 qJý VOðdð s¹« UÐ ÆbýUÐ Áb�“UÐ ÈuÝ tÐ Áb�dÐ “« Ê¬ XNł¥b¼œÅv� ÊUA� ·«dÖ s¹« Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 
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¥

ö¦� t�Î r?Oð e rOð tÝ “« a ¨c Ë d «— v?#«d?Ö sOMÇ ÆXÝ« ÁbA� Áb�dÐ “uM¼ Ë Áœ—uš X%Jý ·«dÖ

—«œÅXNłÆrO�U�Åv� ∆

 ‰U¦�≤∫bM¼œÅv� X³%� v¹U¼—«œuL� Ábý ŸU³ý« ÈU¼ÅsÐd�Ë—bO¼ tÐ t� r¹«ÅÁb¹œ vLOý ”—œ —œ 

 qJý —œ Æb�—«c~Ð g¹UL� tÐ «— U¼ÅÊ¬ v¹UOLOý —U²šUÝ Uðµ‰u�d# t� «— U¼ÅsÐd�Ë—bO¼ s¹« “« t�uL� bMÇ 
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 qJýµU¼ÅsÐd Ë—bO¼ “« t�uL� bMÇ ‡‡ÅÅÅÅÅ

ö¦�ÎX?O?#d?þ b?¼œÅv?� ÊUA� «— U¼ÅÊ˛Ë—bO¼ Ë U¼ÅsÐd� b�uOÄ v~�u~Ç t� ÊUð« tÐ ◊uÐd� —«œuL� 

 q?J?ý —œ Æb?M?�Åv� hGA� eO� «— Ê˛Ë—bO¼ Ë sÐd�µËœ Ê˛Ë—b?O?¼ Áœ Ë s?Ðd?� —UNÇ UÐ t� rOMOÐÅv� 

U²FO³Þ øvÇ Uð Ëœ “« gOÐ Æb�—«œ œułË ånK²G�ò ÈÅÁbý ŸU³ý« sÐd�Ë—bO¼ÎÈ«dÐ ‰«RÝ s¹« tÐ aÝUÄ 

n “« d²Ö—eÐ ÈU¼¥ÆX%O� ÊUÝ¬ ∆

 ‰U?¦?�≥∫ X?&Ë ÂU?L?ð q?G?ý —U?N?Ç È«d?Ð X?Ý« q?¹U� v²�dý 
  
A1 ¨

  
A2 ¨

  
A

3
 Ë 

  
A4b?M?�—U� 

 ÈU¼ÅÂU� tÐ dH� ZMÄ ÆbM� Â«bG²Ý«
  
B1 ̈

  
B2 ̈

  
B

3
 ̈

  
B4ÅÅÅÅÅÅÅË

  
B5b�uýÅv� VKÞË«œ U¼ÅqGý s¹« ÈbBð È«dÐ 

∫b�—«œ «— —U� p¹ “« gOÐ ÈbBð XOŠö^ všdÐ d¹“ XÝdN# o³Þ t�

  
B1 qGý tÝ b�«uðÅv� 

  
A1 ¨

  
A2 Ë 

  
A

3
ÆbM� Á—«œ« «— 

  
B2 qGý Ëœ b�«uðÅv� 

  
A

3
 Ë 

  
A4Æœd¹cáÐ «— 

  
B

3
 ÈU¼ÅqGý “« p¹ d¼ XÝ« —œU& 

  
A2 ¨

  
A

3
 Ë 

  
A4Æb¼œ ÂU−�« «— 

  
B4 Ë 

  
B5 qGý ÈbB²� UNMð bM�«uðÅv� r¼ 

  
A

3
ÆbMýUÐ 

b?M?Ç t?�Q?%?� s?¹« øb?M?� «bOÄ ÈbB²� v�Uš ÈU¼ÅX%Ä È«dÐ b�«uðÅv� X�dý ¨dH� ZMÄ s¹« UÐ U¹¬

øœ—«œ »«uł

tDI� —UNÇ ¨t×H^ —œ t�  —u^ s¹« tÐ Ær¹“UÝÅv� ‰b� p¹ r¼ “UÐ XOF{Ë s¹« vÝ—dÐ È«dÐ

Ë r?¹d?O?ÖÅv?� d?E?� —œ —u�c� VKÞË«œ ZMÄ UÐ dþUM²� d~¹œ ÈÅtDI� ZMÄ Ë dE�œ—u� qGý —UNÇ UÐ dþUM²�

ÊUðuÐËe¹«∫∫ÊUðuÐ ∫ÊU²� ∫ÊUð« 
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µ

 qJý oÐUD�∂ ÈÅtDI� d¼ bi ̈  1≤ i ≤ 5 ÊuÇ vÞUI� tÐ v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ U¹ jšÅÁ—UÄ UÐ «— ̈a j ̈
  
1≤ j ≤ 4¨

 VKÞË«œ t� rOM�Åv� q^Ë vð—u^ —œBi ÈÅtDI� UÐ t� bi qGý ÂU−�« XOŠö^ XÝ« dþUMð —œ A j

 ÈÅtDI� UÐ t� «—a jÆbýUÐ t²ý«œ XÝ« dþUMð —œ 

b4 b5b3b2b1

a 4a 3a 2a 1

 qJý∂ ‰U¦� tÐ ◊uÐd� ·«dÖ ‡‡ÅÅÅÅ≥

 ÈbBð È«dÐ t� XÝ« ̀ {«Ë
  
A1 tÐ qGý s¹« «c� Ë œ—«œ œułË VKÞË«œ p¹ UNMð 

  
B1hOBGð 

 U?NMð ‰UŠ ÆœuýÅv� Áœ«œ
  
B

3
 ÈbBð È«dÐ 

  
A2 ÊuÇ Æb�U�Åv� v&UÐ 

  
B2 Ë 

  
B

3
“«d?Š« ÊU³KÞË«œ UNMð 

 X%Ä
  
A4 Ë bM²%¼ 

  
B

3
ö³& Î —U�ÅtÐ 

  
A2 ¨XÝ« Ábý t²ýULÖ 

  
A4U�«e�« b¹UÐ Î tÐ 

  
B2‰UŠ Æœuý ÁœdáÝ 

 ÈbBð È«dÐ
  
A

3
 ∫bM�U�Åv� v&UÐ VKÞË«œ Ëœ 

  
B4 Ë 

  
B5X�dý Ë œ—«œ »«uł Ëœ UNMð t�Q%� s¹« fÄ Æ

 X?Ý« —u?³−�
  
B1 —U?�ÅtÐ «— 

  
A1 ¨

  
B

3
 —U?�ÅtÐ «— 

  
A2 ¨

  
B2 —U�ÅtÐ «— 

  
A4 Ë 

  
B4 U?¹ 

  
B5 —U?�ÅtÐ «— 

  
A

3

Æœ—UL~Ð∆

±‡‡≤œ«œ—«d8 Ë n¹dFð bMÇ ‡‡

v�b� “« r¹—u³−� U¼ÅÊ¬ qŠ È«dÐ t� r¹—ušÅv�dÐ v�«Ë«d# qzU%� tÐ È“Ëd�« ÈÅÁbOâOÄ vÖb�“ —œ

ÂUN�« UÐ Ë r¹—Ë¬—œ œd−�  —u^ tÐ «— U¼ÅXOF{Ë s¹« XÝ« Â“ô «c� ÆrOM� ÁœUH²Ý« ·«dÖ bM�U� v{U¹—

V?O?ðdð sOL¼ tÐ U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE� Ær¹“«œdáÐ  «œd−� s¹« ÈU¼ÅvÖó¹Ë vÝ—dÐ tÐ qzU%� sOL¼ “« s²#dÖ

ÆXÝ« v¹U#uJý Ë bý— ‰UŠ —œ XŽdÝ tÐ Ë Áb�¬ œułËÅtÐ

ö¦� Æb�—«œ ÊuÖU�uÖ Ÿ«u�« U¼Å·«dÖ r¹b¹œ t� t�uÖÅÊUL¼ÎÆb�«Åt�UÖbMÇ všdÐ Ë —«œÅXNł všdÐ 

U¼Å·«dÖ Ÿ«u�« sOÐ —œ pM¹« Æb�—«œ jš X¹UN�ÅvÐ U¹ tDI� X¹UN�ÅvÐ t� UMF� s¹« tÐ ̈ b�«Åv¼UM²�U� r¼ všdÐ

U?³?¹d?I?ð X?L?%?& s?¹« —œ Ær?O?M�Åv� tz«—« «— Ÿu� s¹dðÅÁœUÝ vLÝ— n¹dFðÎs?O?L?¼ U?Ð U?� —U�ËdÝ Uł tL¼ 

ÆXÝ« ©ÁœUÝ® ÈU¼Å·«dÖ
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∂

∫n¹dFð ©ÈÅÁœUÝ® ·«dÖ G® ÊuÇ Vðd� vłË“ V,E Ê¬ —œ t� XÝ« ©Vv¼UM²� È«ÅtŽuL−� 

 Ë XÝ« vNðU� ËE ÈuCŽ Ëœ ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ ÂULð ÈÅtŽuL−� “« È«ÅtŽuL−�d¹“ VÈUCŽ« ÆXÝ« 

V «—  ÈU?¼Å”√—G ÈU?CŽ« Ë E «—  ÈU?¼Å‰U¹G ÈU?¼Å”√— ÈÅt?Žu?L?−?� Ær?O�U�Åv� G UÐ «— V(G)Ë 

 UÐ «— Ê¬ ÈU¼Å‰U¹ ÈÅtŽuL−�E(G)ÆrO¼œÅv� g¹UL� r¼ 

ö¦� ÆœuýÅv� d¼Uþ Ê¬ —œ —UÐ p¹ UNMð tŽuL−� p¹ uCŽ d¼ t� bOýUÐ t²ý«œ œU¹ tÐÎrO%¹u�ÅvL� 

a,a,a, b, b{ } rO%¹u�Åv� tJKÐ a,b{ }Æ

 ‰U??¦?�¥∫ d?Ö« V = a,b,c,d,e{ } Ë E = a,d{ }, b,c{ }, b, e{ }{ }¨n??¹d??F?ð t?Ð U?M?Ð ÁU?ÖÅÊ¬ 

G = (V,E)Æœ—«œ ‰U¹ tÝ Ë ”√— ZMÄ t� XÝ« v#«dÖ  ∆

∫œ«œ —«d8 ·«dÖ —œ dÖ« G ̈u,v ∈V(G) Ë u,v{ }∈E(G) ÈUł tÐ ̈ vÖœUÝ È«dÐ ̈u,v{ }
 rO%¹u�Åv�uv —œ rO¹uÖÅv� Ë G ”√— Ëœ u Ë vb�—ËU−� ”√— œuýÅv� t²HÖ v¼UÖ  —u^ s¹« —œ Æ

u ”√— sOMâL¼® v ‰U¹ dÐ ©uv  l8«Ë —œ t� XÝ« s¹« d~¹œ Z¹«— ÕöD^« ÆXÝ«G ‰U¹ uv”√— “« 

u ”√— “« sOMâL¼® v © œ—cÖÅv� U¹ÆbM Åv� —Ëd� ÈU¼Å”√— u Ë v ‰U¹dÝ Ëœ uvÆb�—«œ ÂU� 

 ‰U¦�µ∫ d?Ö« V = a,b,c,d,e{ } Ë E = ab,ac,ae,bd,cd,ce,de{ }¨n?¹dFð tÐ UMÐ ÁUÖÅÊ¬ 

G = (V,E)ö¦� ·«dÖ s¹« —œ Æœ—«œ ‰U¹ XH¼ Ë ”√— ZMÄ t� XÝ« v#«dÖ Î ”√— Ëœ a Ë bb�—ËU−� 

 «d¹“ab ∈E ”√— Ëœ v�Ë b Ë e «d¹“ ̈ bM²%O� —ËU−� be ∉E”√— “« ·«dÖ s¹« —œ t� XÝ« ̀ {«Ë Æ

a ”√— “« Ë ‰U¹ tÝ bÆœ—cÖÅv� ‰U¹ Ëœ ∆

 tÐ ÂuÝu� ¨—«œuL� p¹ UÐ Ê«uðÅv� «— ·«dÖ d¼ t� b¹—«œ tłuð·«dÖ —«œuL�Æœ«œ g¹UL� eO� ¨

 ”√— d¼ È«“«ÅtÐ —U� s¹« È«dÐGö¦� ¨v¼«uG�œ pÇu� ÈÅÁd¹«œ U¹ tDI� Îr¹dOÖÅv� dE� —œ ¨t×H^ —œ 

Ëœ “« qJA²� ÈÅtŽuL−� t� vÞdý tÐ rOM�Åv� q^Ë r¼ tÐ v�UL� U¹ jš Á—UÄ UÐ «— e¹UL²� ÈÅtDI� Ëœ Ë

 “« ÈuCŽ tDI� Ëœ Ê¬ UÐ dþUM²� ”√—E ‰U¦� ·«dÖ —«œuL� p¹ ÆbýUÐ ¥ qJý —œ «— ≥—«œuL� p¹ Ë 

 ‰U?¦� ·«dÖµ q?Jý —œ «— ≤ q?J?ý Ær?¹«ÅÁœ«œ g¹UL� ∂ ·«d?Ö “« È—«œuL� G = (V,E)g?¹U?L� «— 

∫Ê¬ —œ t� b¼œÅv�

  
V = a1,a2,a

3
,a4 , b1, b2, b

3
, b4 , b5{ }

  
E = a1b1,a2b1,a2b

3
,a

3
b1,a

3
b2,a

3
b

3
,a

3
b4 ,a

3
b5 ,a4b2,a4b

3{ }
 ”√— “« ·«dÖ s¹« —œ

  
a

3
 ”√— Ëœ “« p¹ d¼ “« v�Ë ªbMM�Åv� —Ëd� ‰U¹ ZMÄ 

  
a1 Ë 

  
b5p¹ UNMð 

Æœ—cÖÅv� ‰U¹
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∑

 ‰U¦�∂∫ dÖ« V(G) = a,b,c,d{ } Ë E(G) = ab,ac,bd{ } ÁUÖÅÊ¬ G—UNÇ t� XÝ« v#«dÖ 

Ær¹«ÅÁœd� rÝ— d¹“ ÈU¼ÅqJý —œ «— ·«dÖ s¹« “« —«œuL� tÝ Æœ—«œ ‰U¹ tÝ Ë ”√—

ba

c d

dc

b a

c

b

d

a

 qJý∑
 qJý ∏

 qJý  π

 ‰U¦� ·«dÖ tÐ ◊uÐd� —«œuL� tÝ∂

 ÈU¼ÅqJý —œ t� XÝ« ̀ {«Ë∏ Ë π ÈU¼ÅÊUL� œ—ušdÐ ÈÅtDI� ac Ë bds¹« ”√— êO¼ UÐ dþUM²� 

ÆX%O� ·«dÖ∆

 «— ”√— qO�œ sOL¼ tÐ Ë r¹dOÖÅv� vJ¹ Ê¬ œuš UÐ «— ·«dÖ —«œuL� v¼UÖ v²Š«— È«dÐ tDI�‰U¹Ë

 «—j?šb?¹U?Ð Ë œu?ýÅv?� r?Ý— V?K?D?� d?²?N?Ð „—œ È«d?Ð ·«d?‡?Ö —«œu?L� t� b¹—«œ tłuð ÆrO�U�Åv� r¼ 

ÆbýUÐ ÁœUÝ ÊUJ�ô«Åv²Š

 ‰U¦�∑∫ ·«dÖ bOM� ÷d# G UÐ 
  
V(G) = v1, v2, v

3
, v4 , v5{ } Ë 

  
E(G) = v1v2, v1v3

, v2v
3{ }

 ÁUÖÅÊ¬ ÆXÝ« Ábý Áœ«œGö¦� ·«dÖ s¹« —œ Æœ—«œ ‰U¹ tÝ Ë ”√— ZMÄ Î ”√— 
  
v4 d~¹œ ”√— êO¼ UÐ G

 —«œuL� ÆX%O� —ËU−�GÆœ—«œ år¼ “« «bł gGÐò tÝ t� XÝ« d¹“  —u^ tÐ 

v4

v2

v5

v3

v1

 qJý±∞ ‰U¦� tÐ ◊uÐd� ·«dÖ ‡‡∑

 ‰U¦�∏∫ qJý —œ t� ÊUðuÐ tÐ ◊uÐd� ·«dÖ µ XÝ« Ábý rÝ— ±¥ Ë ”√— ±≥s¹« Æœ—«œ ‰U¹ 

ö¦� Ê¬ —œ Ë œ—«œ ågGÐò p¹ UNMð ·«dÖÎUIO&œ t� œ—«œ œułË vÝ√— ÎXÝ« —ËU−� d~¹œ ”√— —UNÇ UÐ 

UIO&œ t� œ—«b� œułË vÝ√— ‰U¦� —uÞÅtÐ v�ËÎÆbýUÐ —ËU−� d~¹œ ”√— tÝ UÐ ∆

∆
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∏

 ©ÈÅÁœU?Ý® ·«d?Ö n¹dFð —œ dÖ« t� bOM� tłuðG—«œÅX?N?ł ·«dÖ n¹dFð rO¼bÐ vJÇu� dOOGð 

Æœ—«œ Ê«Ë«d# ÈU¼œdÐ—U� t� b¹¬Åv� XÝœÅtÐ

—«œÅXNł ·«dÖ ∫n¹dFð G ÊuÇ Vðd� vłË“ (V,E) Ê¬ —œ t� XÝ« Vv¼UM²� È«ÅtŽuL−� 

 Ë XÝ« vNðU� ËE ÈUCŽ« “« qJA²� Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÂULð ÈÅtŽuL−� “« È«ÅtŽuL−�d¹“ VÆXÝ« 

 dÖ« ̈ ‰U¦� Ê«uMŽ tÐ ÆrO¼œ X³%� È—«œuL� r¼ —«b²Nł ·«dÖ d¼ tÐ rO�«uðÅv�V = a,b,c,d,e{ }
 ËE = (a, b),(a,c),(a,e),(c,d),(c,e),(d, b),(d,e){ } ÁU~�¬ (V,E)t?� XÝ« È—«œÅXNł ·«dÖ 

 qJý —œ Ê¬ —«œuL�¥d¼ È«“«ÅtÐ —«œÅXNł ·«dÖ p¹ —œ t� b¹—«œ tłuð ÆXÝ« Ábý Áœ«œ g¹UL� u,v ∈V

 ◊dý UÐu ≠ v “« vJ¹ —«œÅXNł ‰U¹ ÕöD^« tÐ Ëœ d¦�«bŠ u tÐ v “« Èd~¹œ Ë v tÐ ub�—«œ œułË 
±

Æ

±‡‡≥U¼Ås¹dLð ‡‡

± ‰U¦� —œ ‡‡≥ ¨Ábý Áœ«œ j¹«dý dÐ ÁËöŽ dÖ« 
  
B5 —U?� ÂU−�« tÐ —œU& 

  
A4tÐ X�dý býUÐ eO� 

øbM� dÄ «— v�Uš ÈU¼ÅX%Ä b�«uðÅv� o¹dÞ bMÇ

≤ ‰U¦� —œ ‡‡≥ ¨Áb?ý Áœ«œ j¹«dý dÐ ÁËöŽ dÖ« 
  
B2 —U?� ÂU−�« tÐ —œU& 

  
A2t?Ð X�dý býUÐ eO� 

 aÝUÄ® øbM� dÄ «— v�Uš ÈU¼ÅX%Ä b�«uðÅv� o¹dÞ bMÇ¥©ÆXÝ« 

≥U?LK%� ‡‡Îd?E?� —œ «— U?¼ÅtIÐU%� “« vJ¹ ÆbM�Åv� X�dý ÈœU¹“ ÈU¼ÅtIÐU%� —œ ULý ÊU²ÝdOÐœ 

ÆbOM� hGA� «— Ê¬ tÐ ◊uÐd� —«œÅXNł ·«dÖ U¹ ·«dÖ ÊU¹UÄ —œË b¹dO~Ð

¥ ·«dÖ ‡‡G = (V,E) UÐ 
  
V = v1, v2, v

3
, v4 , v5 , v

6
, v7{ }Ë 

  
E = v1v2, v1v4 , v2v

3
, v2v4 , v

3
v4 , v5v

6{ }Æb¹dO~Ð dE� —œ «— 

ÆbOM� rÝ— «— ·«dÖ s¹« —«œuL� ©n�«

U¹¬ ̈ bM¼œ g¹UL� «— U¼dNý s¹« sOÐ œułu� ÈU¼ÅÁœUł U¼Å‰U¹ s¹« Ë dNý XH¼ U¼Å”√— s¹« dÖ« ©»

øœd� dHÝ d~¹œ dNý tÐ ÈdNý d¼ “« Ê«uðÅv� U¼ÅÁœUł s¹« “« —u³Ž UÐ UNMð

 aÝUÄ® øXÝ« Ábý qOJAð år¼ “« «bł gGÐò bMÇ “« ·«dÖ s¹« ©Û≥©ÆXÝ« 

µ«bFÐ t� XÝ« v^Uš ·«dÖ Xš—œ Ë XÝ« Xš—œ ÈUMF� tÐ åd−ýò ÈÅtLK� vÐdŽ ÊUÐ“ —œ ‡‡ÅÅÅÎ

 qB# —œ≥øbO�«œÅv� tÇ U¼Å·«dÖ Ë åvÖœ«u�Uš ÈÅt�U� Ád−ýò sOÐ ◊U³ð—« ÈÅÁ—UÐ—œ Æbý b¼«uš vÝ—dÐ 

ÆbOM� rÝ— «— œuš vÖœ«u�Uš ÈÅt�U�ÅÁd−ý

± ÊU?H?�R?� “« È—U?O%Ð —«œÅXNł ·«dÖ n¹dFð —œ ‡‡E e?¹U?L?²?� ÈU?C?Ž« “« qJA²� Vðd� ÈU¼ÅÃË“ “« È«ÅtŽuL−� «— V

ö¦� ◊dý s¹« UÐ t� bO�«bÐ Æb�dOÖÅv�Î UÐ ≤ ”√— ≥ UÐ Ë ∏ ”√— ∏¥∏\±π≤\≥µπ\∑π≥\±°b�—«œ œułË å ËUH²�ò —«œÅXNł ·«dÖ 



قسمت اول ـ گراف�ها و كاربردهاى آن

π

∂ “UÐ ÈÅÁ“UÐ gý ‡‡ÅÅÅ  (0,2),(1,4),(2,5),(3,4),(3,8),(6,9)Æb�«ÅÁbý Áœ«œ vIOIŠ œ«bŽ« “« 

 Êu?Ç v#«dÖ U¼ÅÁ“UÐ s¹« UÐG ”√— Ëœ Ë b?MýUÐ U¼ÅÁ“UÐ s¹« UÐ dþUM²� g¹U¼Å”√— t� r¹“UÝÅv� Gs?¹« UÐ 

ö?¦?� ÆbýU³� vNð U¼ÅÊ¬ „«d²ý« Ë bMýUÐ e¹UL²� ◊uÐd� ÈU¼ÅÁ“UÐ t� bMýUÐ —ËU−� ◊dýÎ„«d²ý« ÊuÇ 

 ÈU¼ÅÁ“UÐ  (0,2) Ë   (1,4)ÈU?¼ÅÁ“U?Ð „«d²ý« ÊuÇ U�« ÆbMýUÐ —ËU−� b¹UÐ ◊uÐd� ÈU¼Å”√— X%O� vNð 

  (0,2) Ë   (2,5) ÆbMýUÐ —ËU−� b¹U³� Á“UÐ Ëœ s¹« tÐ ◊uÐd� ÈU¼Å”√— XÝ« vNð ® «— v#«dÖ sOMÇ·«dÖ

U¼ÅÁ“UÐ©ÆrO�U�Åv� 

ÆbOM� rÝ— «— Ábý Áœ«œ ÈU¼ÅÁ“UÐ ·«dÖ —«œuL� ©n�«

 qJý ·«dÖ bO¼œ ÊUA� VÝUM� ÈÅÁ“UÐ ZMÄ v#dF� UÐ ©»≥ÆX%�«œ U¼ÅÁ“UÐ ·«dÖ Ê«uðÅv� «— 

 qJý ·«dÖ bO¼œ ÊUA� ©Û≤X#U¹ Ê«uðÅvL� “UÐ ÈÅÁ“UÐ ZMÄ ̈ vMF¹ ªbýUÐ U¼ÅÁ“UÐ ·«d‡Ö b�«uðÅvL� 

 qJý ·«dÖ åÊUL¼ò ¨n¹dFð o³Þ ¨U¼ÅÊ¬ tÐ ◊uÐd� ·«dÖ t�≤ÆbýUÐ 

∫tłuðv?Ðœ« q?O?K?×?ð —œ Ë p?O?²�˛ ¨vÝUMýÅÊU²ÝUÐ —œ bM¹¬Åv� XÝœÅtÐ U¼ÅÁ“UÐ “« t� v¹U¼Å·«dÖ 

ÆXÝ« ◊uÐd� ÈU¼ÅtMO�“ “« v¼UÖ¬ ÂeK²%� U¼œdÐ—U� s¹« oOLŽ „—œ Æb�—«œ œdÐ—U�

v{U¹— ÈÅtK−�

d?¼ t?� b?�œu?Ð ÁU?Ö¬ åX?O?F?&«Ëò s?¹« “« U?¼Åg�ÅtAI� gOÄ Ê«—UÖ“Ë— —œ bM¹uÖÅv�

œd?� @�— È—uÞ @�——UNÇ d¦�«bŠ UÐ Ê«uðÅv� «— ÈËd� U¹ `D%� v¹UO#«dGł ÈÅtAI�

 r?¼ b?¹Uý ÆbMýUÐ t²ý«œ  ËUH²� ÈU¼Å@�— å—ËU−�ò oÞUM� t�@?�——UNÇ ÈÅtOQ��“« 

ÈÅt�U� t�Q%� s¹« »u²J� lłd� sO²%G� ¨d¹bIð d¼ tÐ ÆbýUÐ ÊU�«bO{U¹— s¼–  UýË«dð

 Œ—u�≤≥ d³²�« ±∏µ≤ÈœöO�  «


@�——UNÇ ÈÅt�Q%� ÆXÝ« s²KOL¼ ÂUOK¹Ë tÐ sÖ—u�œ Æ

È—UO%Ð s¼– Èbł —uÞÅtÐ Êd& p¹ “« gOÐ X#U¹  dNý r¼ @�——UNÇ å÷d�ò tÐ t�

Æbý ÕdD� Ê¬ È«dÐ È—UO%Ð ÈU¼Å‰œUF� U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE� —œË Xý«œ ‰uGA� œuš tÐ «—

 ‰U?Ý —œ ÂU?−�«dÝ±π∑∑« Æ„ ÈœöO� ÓÄ¼ ÆËË q?ÓJÈU?¼Åt?O?C?& “« ÁœUH²Ý« UÐ s

 Ë Ê«Ë«d#±≤∞∞ÈÅt?�Q?%?� s?¹« ÊU?�“ ÈU?¼d?ðu?O?á?�U?� s¹d²F¹dÝ “« vJ¹ X&Ë “« XŽUÝ 

@�——UNÇ ÷d� r¼ “uM¼ ̈ U�« Æb�œd� åXÐUŁò «— @�——UNÇ åÈÅtOC&ò Ë —UN�«— g�dÝ

ÆbM²%¼ Ê¬ È«dÐ ÁœUÝ ÊUJ�ô«Åv²Š Ë v²MÝ vðU³Ł« ÈÅtz«—« dJ# tÐ È—UO%Ð Ë œ—«œ ŸuOý



ÅÅÅÅÅ±∞

گى ساده و چند رده�ى خاص گراف�هاـ چند ويژ٢فصل

qB�  ≤

U�Å·«dÖ ’U ÈÅÁœ— bMÇ Ë ÁœU� vÖó�Ë bMÇ

UÐ d²AOÐ v¹UMý¬ È«dÐ fáÝ Ë rOM�Åv� d�– «— U¼Å·«dÖ “« ÁœUÝ vÖó¹Ë bMÇ «b²Ð« qB& s¹« —œ

«— rO¼UH� ÈœuNý —uÞÅtÐ rOýu�Åv� r¼ “UÐ Ë r¹“«œdÄÅv� U¼ÅÊ¬ “« ’Uš ÈÅÁœ— bMÇ v&dF� tÐ U¼Å·«dÖ

ÆrOM� sýË—

≤‡‡±tł—œ Ë Á“«b�« ¨t³ðd� ‡‡

 È«ÅtŽuL−� dÖ« t� rO6«œÅv�p ¨  p ∈NÈuCŽ Ëœ ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ œ«bFð býUÐ t²ý«œ uCŽ ¨

 Ê¬
  
p(p −1) / 2UÐ t� XÝ« 

  

P

2







 v&«dÖ dÖ« s¹«dÐUMÐ ÆœuýÅv� Áœ«œ g¹UL6 p Ë ”√— qbýUÐ t²ý«œ ‰U¹ 

∫r¹—«œ

  

0≤ q ≤
p

2






= p(p −1) / 2

∫n?¹d?Fð ·«d?Ö d¼ —œ G = (V,E) ÈÅt?Žu?L?−?� ÈU?CŽ« œ«bFð V «—  ÈÅt?³?ðd�Gœ«b?F?ð Ë 

 ÈÅtŽuL−� ÈUCŽ«E «— ÈÅÁ“«b�« GôuLF� Ë rO�U6Åv� Î UÐ ¨VOðdð tÐ ¨«— U¼ÅÊ¬ p Ë qÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ÈÅt³ðd�G UÐ «— p(G) UÐ «— Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë q(G)ÆrO¼œÅv� g¹UL6 r¼ 

 ‰U?¦�±∫ q?J?ý ·«d?Ö ÈÅt³ðd� ≤ q?B& “« ±·«d?Ö ÈÅt?³?ðd?� ÆXÝ« XH¼ Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë ZMÄ 

ö¦� tÐ ◊uÐd�Î qJý® ÊUðuÐ µ qB& “« ± ©±¥ Ê¬ ÈÅÁ“«b6« Ë ±≥d¹UÝ œ—u� —œ t� bOM� tłuð ÆXÝ« 

 ÈÅtDÐ«— eO6 qJý s¹« ÈU¼Å·«dÖ
  
p = q +1ÆXÝ« —«dSdÐ ∆



قسمت اول ـ گراف�ها و كاربردهاى آن

ÅÅÅÅÅ±±

”√— ÈÅt??ł—œ ∫n?¹d?F?ð v ·«d?Ö “« G “« v??¹U?¼Å‰U?¹ œ«b?F?ð U?Ð d?Ð«d?Ð G ”√— “« t??� X?Ý« v

 UÐ «— œbŽ s¹« Æb6—cÖÅv�degG v UÐ ÁœUÝ —uÞÅtÐ v¼UÖ Ë deg v dÖ« ÆrO¼œÅv� g¹UL6 deg vœbŽ p¹ 

 býUÐ œd&v p¹ «— œd  ”√— býUÐ ÃË“ œbŽ p¹ dÖ« Ë v p¹ «— ÃË“ ”√— ·«dÖ “« GÆrO�U6Åv� 

 ‰U¦�≤∫ qJý —œ ≤ qB& “« ± ∫r¹—«œ 
  
dega = 3 Ë 

  
deg b = 2œd& ”√— —UNÇ ·«dÖ s¹« Æ

 qJý —œ Æœ—«œ ÃË“ ”√— p¹ Ë∂ qB& “« ± ∫r¹—«œ 
  
dega1 =1 Ë 

  
dega

3
= 5gý ·«dÖ s¹« Æ

p?¹ U?¼Å”√— ÂU?Lð ÈU¼Åtł—œ ŸuL−� ‰U¦� Ëœ d¼ —œ t� bOM� tłuð Æœ—«œ ÃË“ ”√— tÝ Ë œd& ”√—

ÆXÝ« XÝ—œ Á—«uL¼ VKD� s¹« rO¼œÅv� ÊUA6 d¹“ ÈÅtOCS —œ ÆXÝ« ÃË“ œbŽ∆

 ÈÅt?OC$±∫ dÖ« 

    
V = v1, v2,L, vp{ } ·«d?Ö ÈU¼Å”√— ÈÅtŽuL−� G ÈÅÁ“«b6« UÐ q¨b?ýUÐ 

 ÁUÖÅÊ¬

  

∑
i=1

p
deg vi = 2qÆ

∫ U³Ł«UIOSœ vMF¹ ̈ œ—«œ dÝ Ëœ UNMð ‰U¹ d¼ Î ”√— Ëœ “« G‰u�d& éÇ ·dÞ —œ «c] Ë œ—cÖÅv� 

Æb¹¬Åv� »U_Š tÐ —UÐ Ëœ ‰U¹ d¼ ôUÐ

öa« t� v&«dÖ ”√— d¼ ÈÅtł—œ bOM� tłuðÎd¼ X]UŠ s¹« —œ ̈ «c] ÆXÝ« dHa býUÐ t²ý«b6 ‰U¹ 

 ÈÅtOCS —œ —u�c� ÈdÐ«dÐ ·dÞ Ëœ±ÆbM¹¬Åv� »U_Š tÐ dHa 

∫t−O²�ÆXÝ« ÃË“ ¨·«dÖ d¼ œd& ÈU¼Å”√— œ«bFð 

∫ U?³Ł«  —U?³?Ž ÃË“ ©ÈU?¼Åq?�U?Ž Ÿu?L−� vMF¹® ÈU¼b6ËÅlLł ŸuL−� 

  

∑
i=1

p
deg vi UÐ «— AË 

 UÐ «— Ê¬ œd& ÈU¼b6ËÅlLł ŸuL−�B r¹—«œ fÄ ÆrO¼œÅv� g¹UL6 

  

2q = ∑
i=1

p
deg vi = A + B œbŽ ÆA

 t?−?O?²?6 —œ ÆX?Ý« ÃË“  Á—«uL¼ ÃË“ œbŽ œ«bFð d¼ ŸuL−� «d¹“ ¨XÝ« ÃË“
  
B = 2q − AÃË“ e?O6 

 ÈU¼b6ËÅlLł œ«bFð s¹«dÐUMÐ ÆXÝ«BÆbýUÐ ÃË“ b¹UÐ ¨·«dÖ œd& ÈU¼Å”√— œ«bFð vMF¹ ¨

∫n¹dFð ·«dÖ ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ sOÐ —œ œbŽ s¹d²Ö—eÐ G «— ÈÅtł—œ rLO+,U� GrO�U6Åv� 

 UÐ «— Ê¬ Ë∆ (G) UÐ ÁœUÝ —uÞÅtÐ U¹ ∆ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ sOÐ —œ œbŽ s¹d²JÇu� ÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ·«dÖG «— ÈÅtł—œ rLOMO� G UÐ «— Ê¬ Ë rO�U6Åv� δ (G) UÐ ÁœUÝ —uÞÅtÐ U¹ δÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ‰U?¦?�≥∫ q?J?ý —œ ∂ q?B?& “« ± ∫r?¹—«œ   ∆ = 5 Ë   δ = 1t?Ð ◊u?Ðd?� ÈU?¼Å·«d?Ö ÂU?Lð —œ Æ

 U¼ÅsÐd�Ë—bO¼  ∆ = 4 Ë   δ = 1Æ∆



ÅÅÅÅÅ±≤

گى ساده و چند رده�ى خاص گراف�هاـ چند ويژ٢فصل

≤‡‡Å≤vNð Ë q�U, ¨rE²M� ÈU¼Å·«dÖ ‡‡

∫n¹dFð vHM�U6 Ë ̀ O×a œbŽ r ·«dÖ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ G ÈÅt³ðd� “« p «— r 
≠

rE²M� rO�U6Åv� 

 ”√—d¼ ÈÅtł—œ ÁUÖd¼G UÐ dÐ«dÐ r ·«dÖ d¼ ¨býUÐ 
  
(p −1) 

≠
 ÈÅt³ðd� “« rE²M� p «— q�U, ·«dÖr¼ 

 UÐ «— Ê¬ Ë rO�U6Åv�K pÆrO¼œÅv� g¹UL6 

 ‰U¦�¥∫ÅqJý ·«dÖ Ëœ “« p¹ d¼ ± Ëœ ¨
≠

 ‰U¦� Ëœ s¹« —œ ÊuÇ v]Ë XÝ« rE²M� 
  
p = 5Ë 

  
p −1= 4 ≠ 2 q�U� ·«dÖ —œ t� bOM� tłuð ÆbM²_O6 q�U� ·«dÖ Ëœ s¹« G ÈÅt³ðd� “« pd¼ ÈÅtł—œ 

 ”√—
  
p −1 d¼ È«“«ÅtÐ «c] Ë XÝ« u,v ∈V(G)¨u ≠ v r¹—«œ uv ∈E(G)Æ

b

a

c d

e
G : ′G :

′b

′a

′e

′c ′d

 qJý± ÈU¼Å·«dÖ ‡‡≤rE²M� ‡‡

K5 :K4 :K3 :K1 : K2 :

 qJý≤ ÈU¼Åt³ðd� “« q�U, ÈU¼Å·«dÖ ‡‡± Uð µ

∆

 ÈÅtOC$≤∫ q�U� ·«dÖ ÈU¼Å‰U¹ œ«bFð Kp ¨  p ∈N UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1) / 2ÆXÝ« 

∫ U³Ł« ·«dÖ ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ŸuL−� Kp UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1)ÈÅtOCS dÐUMÐ ̈ fÄ ÆXÝ« ±¨

 UÐ dÐ«dÐ œbŽ s¹« nB6q(Kp )ÆXÝ« 

∆

 ‰U¦�µ∫ q?�U� ·«dÖ ZMÄ d¹“ qJý —œ Kp ¨
  
1≤ p ≤ 5“« p¹ d¼ œ—u� —œ Æb6«ÅÁbý rÝ— ¨

 ÈU¼Å‰U¹ œ«bFð t� œuýÅv� Áb¹œ U¼Å‰U¦� s¹«Kp UÐ dÐ«dÐ 
  
p(p −1) / 2ÆXÝ« 
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ÅÅÅÅÅ±≥

∫œ«œ—«d$ ·«dÖ ∞ ÈÅt³ðd� “« rE²M� ‡‡ p UÐ «— K
−

p ÊuÇ ÆrO¼œÅv� g¹UL6 K
−

p¨œ—«b6 ‰U¹ êO¼ 

 vMF¹E(K
−

p ) = ∅ «— ·«dÖ s¹« ̈vNð ·«dÖ UÐ vNð ÈU¼Å·«dÖ ÆrO�U6Åv� r¼ p ̈ ”√— 
  
1≤ p ≤ 5«— ̈

 qJý —œ≥ÆbOMOÐÅv� 

K
−

5:K
−

4:K
−

3:K
−

2:K
−

1:

 qJý≥ ÈU¼Åt³ðd� “« vNð ÈU¼Å·«dÖ ‡‡± Uð µ

≤‡‡≥·«dÖ—Ëœ Ë ·«dÖ dO+� ‡‡

∫n?¹dFð d?‡Ö« u Ëv Á«u?k?]œ ·«d?‡Ö “«  ËUH²� ”√— Ëœ G ¨b?MýUÐ d?O+� p¹ “« u t?Ð v“« 

 ·«dÖG “« qJA²� È«Åt]U³6œ   m +1 ¨  m ∈N  ËUH²� Ëœ t‡Ð Ëœ ”√— G “« t‡� XÝ« utÐ Ë “Už¬ 

v —œ t?]U?³?6œ s?¹« v?]«u²� ”√— Ëœ d‡¼ Ë œuýÅv� r²š G œb?Ž Æb6—ËU−� m «—  ‰u?‡Þ s¹«“« d?O+�

·«dÖ G ”√— p¹ UNMð “« qJA²� ÈÅt]U³6œ t� r¹d¹cÄÅv� ÆrO�U6Åv� v p¹  dO+� UÐdH> ‰uÞ “« vtÐ  

v ·«dÖ “« GÆbýUÐ 

 ”√— “« dO_� p¹ lS«Ë —œu ”√— tÐ v ·«dÖ “« G—œ UÐ t� r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ VOðdð s¹« tÐ «— 

 “« È—«œu?L?6 s?²&dÖ dE6G «b?²Ð« u—U?� ‰U?¹ p?¹ “« ªrOM�Åv� Xý«œœU¹ «— Ò d?Ð u©œu?łË  —ua —œ® 

U�«e]« Ë r¹—cÖÅv�Î“« Ær?O?M?�Åv� Xý«œœU¹ t]U³6œ uCŽ sO�Ëœ Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ Ë rOÝ—Åv� Á“Uð vÝ√— tÐ 

 “« Á“Uð v]U¹ UłÅÊ¬GË rOM�Åv� Xý«œœU¹ eO6 «— Ê¬ t� rOÝ—Åv� v�uÝ ”√— tÐ Ê¬ “« Ë rOM¹eÖÅv�dÐ «— 

 “« s²ýcÖ “« fÄ ÊUJ�«  —ua —œ Uð rO¼œÅv� t�«œ« «— qLŽ s¹«m ¨ ËUH²� ËœÅtÐËœ ‰U¹   m ≥0tÐ ¨

v ÊU?¹UÄ —œ ÆrOÝdÐ vt?� X?Ý« È«Åt]U³6œ r¹«ÅÁœd� Xý«œœU¹ t� «— v¹U¼Å”√— ÆrOM�Åv� Xý«œœU¹ eO6 «— 

 “« dO_� p¹u tÐ v ·«dÖ “« GÆb¼œÅv� XÝœÅtÐ «— 

 ‰U¦�∂∫ qJý —œ ≤ qB& “« ± “« a tÐ bö¦� ·«dÖ s¹« —œ Æb6—«œ œułË dO_� ZMÄ Î

a,b               a,c,d,b          a,c,e,d,b

 ¨XÝ«— tÐ éÇ “« VOðdð tÐ ¨‰uÞ UÐ  ËUH²� dO_� tÝ± ¨Å≥ Ë ¨Å¥ ”√— “« a ”√— tÐ bÆbM²_¼ 

 “« d~¹œ dO_� Ëœ®a tÐ b©ÆbOM� hkA� «— U¼ÅÊ¬ ‰uÞ Ë bO_¹uMÐ «— ∆



ÅÅÅÅÅ±¥

گى ساده و چند رده�ى خاص گراف�هاـ چند ويژ٢فصل

 “« v&«dÖ —œ dÖ« t� XÝ« `{«Ëu tÐ v ”√— “« ·«dÖ Ê¬ —œ býUÐ t²ý«œ œułË ÈdO_� vtÐ 

uÆœ—«œ vMF� ·«dÖ ”√— Ëœ åsOÐò dO_� œułË ÂbŽ U¹ œułË «c] Æœ—«œ œułË ÈdO_� r¼ 

∫n¹dFð ·«dÖ G «—  bM³L¼—œ ÆbýUÐ t²ý«œ œułË ÈdO_� Ê¬ ”√— Ëœ d¼ sOÐ ÁUÖd¼ rO�U6Åv�

  —ua s¹« dOžG «—  bM³L¼U�ÆrO�U6Åv�

 ‰U¦�∑∫ qJý ·«dÖ ≤ qB& “« ± qJý ·«dÖ v]Ë ÆXÝ« bM³L¼ ≥ qB& “« ±vNð ·«dÖ Ë 

K
−

p ¨
  
p ≥2 t²³]« ÆbM²_O6 bM³L¼ ¨  K

−
1 ‰U¦� tÐ ÆXÝ« bM³L¼ eO6 ∑ qB& “« ±s¹« t� rO²HÖ Æb¹œdÖ“UÐ 

ö¦� «d¹“ XÝ« bM³L¼U6 ·«dÖ s¹« ÆXÝ« Ábý qOJAð år¼ “« «bł gkÐò tÝ “« ·«dÖÎ ”√— Ëœ sOÐ 
  
v1

 Ë
  
v4Æœ—«b6 œułË ÈdO_� ∆

∫n¹dFð p¹ ·«dÖ “« —Ëœ G ÊuÇ È«Åt]U³6œ  v1, v2 ,K, vm ,vm+1 = v1 ◊dý UÐ   m ≥ 3

 “« qJA²�  m +1 ”√— G Ê¬ —œ t� XÝ« vi ¨U¼  1≤ i ≤ mv]«u²� ”√— Ëœ d¼ Ë b6e¹UL²� ËœÅtÐËœ ¨

 —œ t]U³6œ s¹«G œbŽ Æb6—ËU−� m «—  ‰uÞ s¹«·«dÖ “« —Ëœ GÆbM�U6Åv� 

 ‰U¦�∏∫ qJý ÈU¼Å·«dÖ “« p¹ êO¼ µ qB& “« ± vNð ·«dÖ sOMâL¼ Æœ—«b6 —Ëœ K
−

p—Ëœ 

 d?¼ È«“«Åt?Ð v?]Ë Æœ—«b6
  
p ≥ 3 q?�U?� ·«dÖ Kp v?F?O?³?Þ œb?Ž d¼ È«“« tÐ ¨lS«Ë —œ Æœ—«œ —Ëœ n¨

  
3 ≤ n ≤ p ·«dÖ ̈Kp ‰uÞ tÐ È—Ëœ n qJý ·«dÖ Æœ—«œ ∂ qB& “« ±œd& g]uÞ t� œ—«b6 È—Ëœ 

 ‰u???Þ t???Ð È—Ëœ v???]Ë b???ýU??Ð¥ ÈÅt???]U???³???6œ® 
  
b2,a

3
, b

3
,a4 , b2© ‰u???Þ t??Ð È—Ëœ Ë ∂ÈÅt???]U???³???6œ® 

b1,a2, b
3
,a4 , b2,a

3
, b1

©Æœ—«œ ∆

≤‡‡Å¥U¼Ås¹dLð ‡‡

± ·«dÖ bOM� ÷d& ‡‡G ̈  − 3 r¹—«œË XÝ« rE²M� 
  
q = 2p − 3 ÈÅt³ðd� ÆG UÐ pÊ¬ ÈÅÁ“«b6« Ë 

 UÐqÆXÝ« Ábý Áœ«œ g¹UL6 

 ·«dÖ ÈU¼ÅvÖó¹Ë ©n]«GÆbOM� hkA� «— 

ÆbýUÐ t²ý«œ«— U¼ÅvÖó¹Ë s¹« t� bOM� rÝ— v&«dÖ ©»

ÆbýUÐ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« bł«Ë t� bOM� rÝ— Èd~¹œ ·«dÖ ©Û

≤ qJý ·«dÖ ©n]« ‡‡∂ qB& “« ± ÈU¼d²�«—UÄ Ë b¹dO~Ð dE6 —œ «— p ¨q ¨∆ Ë δÆbOÐUOÐ «— 

 ÊuÇ È«Åt]U³6œ  —ua tÐ «— ·«dÖ s¹« ÈU¼Å”√— ÂULð ÈU¼Åtł—œ ©»    s:d1,d2,L,d
9

bO_¹uMÐ 

 d¼ È«“«ÅtÐ t�  1≤ i ≤ 8 rOýUÐ t²ý«œ 
  
di+1 ≤ di Æ® «— qaUŠ ÈÅt]U³6œÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅtCU³�œ
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ÅÅÅÅÅ±µ

·«dÖ©ÆrO�U6Åv� 

 t� œ—«b6 œułË v&«dÖ «dÇ ©Û
  
S:5, 3, 3,1,0øbýUÐ Ê¬ ÈU¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅt]U³6œ 

≥ g¹U¼Å”√— ÈU¼Åtł—œ ÈÅt]U³6œ t� bOM� tz«—« v&«dÖ ©n]« ‡‡S:2, 3, 3, 3,2,2,2,0,0,0ÆbýUÐ 

ø«dÇ øXÝU²J¹ aÝUÄ U¹¬ ©»

¥ ·«dÖ bMÇ ‡‡  −3 ÈÅt³ðd� “« rE²M� ±µø«dÇ øb6—«œ œułË 

µ dÐ ¡«dI²Ý« UÐ ‡‡ÅÅÅÅq ÈÅtOCS ±ÆbOM�  U³Ł« «— 

∂ Ë bM³L¼U6 v&«dÖ ‡‡ÅÅ  −3 t� bO6eÐ ‰U¦� rE²M� ∏ Ë ”√— ±≤ÆbýUÐ t²ý«œ ‰U¹ 

∑ Ë bM³L¼ v&«dÖ ‡‡  −3 t� bO6eÐ ‰U¦� rE²M� ∏ Ë ”√— ±≤ÆbýUÐ t²ý«œ ‰U¹ 

∏ ÈÅtIDM� ZMÄ Ë t6UšœË— p¹ “« ÈdNý ¨qJý o³Þ bOM� ÷d& ‡‡ÅÅÅA ¨B ¨C ¨D Ë EqOJAð 

Æb6—«œ Á«— r¼ tÐ qÄ XA¼ UÐ U¼ÅtIDM� s¹« Ë XÝ« Ábý

D

A

C

E

B

ÆbOM� rÝ— «— dNý s¹« tÐ ◊uÐd� ÈÅt6UÖbMÇ ·«dÖ ©n]«

U?IOSœ qÄ d¼ “« Ê«uðÅv� U¼ÅqÄ “« —u³Ž Ë t6U~−MÄ ÈU¼ÅtIDM� “« vJ¹ “« “Už¬ UÐ U¹¬ ©»Î—UÐ p¹ 

øXAÖ“UÐ “Už¬ ÈÅtIDM� tÐ Ë XýcÖ

U?I?OSœ qÄ d¼ “« Ê«uðÅv� t6U~−MÄ ÈU¼ÅtIDM� “« vJ¹ “« “Už¬ UÐ U¹¬ ©ÛÎs¹« —œ øXýcÖ —UÐ p¹ 

ÆbýUÐ vJ¹ Ê¬ ÊU¹UÄ ÈÅtIDM� UÐ XAÖ “Už¬ ÈÅtIDM� X_O6 Â“ô X]UŠ

π q�U� ·«dÖ —œ ‡‡Kp ¨
  
2≤ p ≤ 4 ”√— p¹ “« å ËUH²�ò ÈU¼dO_� œ«bFð ¨u”√— p¹ tÐ 

v ¨u ≠ vÆbOÐUOÐ «— ¨

±∞ qJý ·«dÖ ©n]« ‡‡∂ qB& “« ± aÝUÄ®øœ—«œ —Ëœ åbMÇò ≥ ÈÅt³ðd� “« —Ëœ Ëœ ∫XÝ« ¥

 ÈÅt³ðd� “« —Ëœ p¹ Ë∂©ÆbOM� tOłuð «— aÝUÄ Æ

t]U³6œ dš¬ Ë ‰Ë« ”√— t� bO¼œ g¹UL6 U¼Å”√— “« È«Åt]U³6œ  —ua tÐ «— U¼—Ëœ “« p¹ d¼ ©»

s¹« v]«u²� ”√— Ëœ d¼ ¨ÁËöŽ tÐ ªbMýUÐ  ËUH²� Ëœ tÐ Ëœ „d²A� ”√— s¹« UÐ Á«dL¼ tOIÐ Ë r¼ q¦�



ÅÅÅÅÅ±∂

گى ساده و چند رده�ى خاص گراف�هاـ چند ويژ٢فصل

 —œ t]U³6œGÆbMýUÐ —ËU−� 

Æv¹ULM¼«— ÈU¼—Ëœ “« vJ¹ G∫Xýu6 d¹“ ÈU¼Å —ua “« vJ¹ tÐ Ê«uðÅv� «— 

  

b1,a2, b
3
,a

3
, b1 b1,a

3
, b

3
,a2, b1

a2, b
3
,a

3
, b1,a2 a2, b1,a

3
, b

3
,a2

b
3
,a

3
, b1,a2, b

3
b

3
,a2, b1,a

3
, b

3

a
3
, b1,a2, b

3
,a

3
a

3
, b

3
,a2, b1,a

3

±±t?�U?6 d?~?¹œ d?H?6 Z?M?Ä t?Ð f?� d?¼ b6—«cÖÅv� —«dS dHÝ “« q³S Ë b6Ë—Åv� dHÝ tÐ dH6 ÁbH¼ ‡‡

ø«dÇ øbM�Åv� X&U¹—œ t�U6 U¼ÅÊ¬ “« t� b²ÝdHÐ t�U6 ÈdH6 ZMÄ Ê¬ tÐ f� d¼ œ—«œ ÊUJ�« U¹¬ Æb²ÝdHÐ

±≤ ·«dÖ dÖ« ‡‡G ÈÅt³ðd� “« p ¨
  
p ≥ 3 ÈÅt³ðd� “« È—Ëœ ¨p ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ t²ý«œ G «— ·«dÖ

¼ÓKOLÚvM²ö¦� ÆrO�U6Åv� Î d¼ Kp ¨
  
p ≥ 3ÆXÝ« vM²KOL¼ ·«dÖ ¨

ÆXÝ« bM³L¼ vM²KOL¼ ·«dÖ d¼ bO¼œ ÊUA6 ©n]«

 dÖ« ©»G d¼ È«“« tÐ ÁUÖÅÊ¬ býUÐ vM²KOL¼ v ∈V(G) r¹—«œ 
  
degG v ≥2Æ

ø«dÇ Ë XÝ« vM²KOL¼ ·«dÖ d¹“ ·«dÖ U¹¬ ©Û

±≥ ·«dÖ ©n]« ‡‡G bOM� ÷d& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ u,v ∈V(G)dO_� p¹ œułËò bO¼œ ÊUA6 

 “«u tÐ v ÈÅtŽuL−� dÐ È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— p¹ åV(G)ÆXÝ« 

 dÖ« ©»G qJý ·«dÖ ≥ qB& “« ±—œ —u�c� È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— “« qaUŠ ÈU¼“«d&« ¨býUÐ 

ÆbOÐUOÐ «— ©n]«® bMÐ

 t�Ås¹« ÷d& UÐ «— ©»Å® bMÐ aÝUÄ ©ÛG qJý ·«dÖ ∂ qJý ·«dÖ U¹ ±∞ÆbOÐUOÐ býUÐ 
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ÅÅÅÅÅÅ±∑

qB� ≥

f�d�U	 Ë X—œ

rOM�Åv	 v�dF	 «— U¼ÅXš—œ tÐ ÂuÝu	 U¼Å·«dÖ “« Èd~¹œ ’Uš ÈÅÁœ— «b²Ð« ÁUðu� qB� s¹« —œ

ÊU?A?+ Ë r?O?¼œÅv?	 X?³.+ f¹dðU	 p¹ ·«dÖ d¼ tÐ ÂU−+«dÝ Ær¹“«œdÄÅv	 U¼ÅÊ¬ ÈU¼ÅvÖó¹Ë vÝ—dÐ tÐ Ë

Æœ«œ g¹UL+ eO+ ’Uš—UO.Ð f¹dðU	 p¹ UÐ Ê«uðÅv	 «— ·«dÖ d¼ t� rO¼œÅv	

≥‡‡±Xš—œ ‡‡

 býUÐ t²ý«b+ —Ëœ êO¼ t� «— ÈbM³L¼Å·«dÖ Xš—œ ÈU¼Å·«dÖ ÆrO	U+Åv	
  
K1 Ë 

  
K2b+«ÅXš—œ 

 q?Jý —œ ÆbM².¼ ”√— Ëœ Ë p¹ UÐ ÈU¼ÅXš—œ åUNMðò VOðdð tÐ Ë± ÈÅt³ðd	 “« ÈU¼ÅXš—œ ÂULð p¨

  
1≤ p ≤ 5Ær¹«ÅÁœd� rÝ— «— ¨

 sÐd�Ë—bO¼ d¼ tÐ ◊uÐd	 ·«dÖ
  
CnH2n+2s¹« “« p¹ d¼ —œ t� rOMOÐÅv	 ÆXÝ« Xš—œ p¹ eO+ 

UIOEœ ”√— Ëœ d¼ sOÐ U¼Å‰U¦	ÎÆXÝ« XÝ—œ Á—«uL¼ VKD	 s¹« Æœ—«œ œułË dO.	 p¹ 

 ÈÅtOC�±‡‡UIOEœ ÷ËdH	 Xš—œ d¼ ”√— Ëœ d¼ sOÐ ÎÆœ—«œ œułË dO.	 p¹ 

∫ U³Ł« b?O?M?� ÷d� ÆXÝ« `{«Ë bMýU³+ e¹UL²	 ”√— Ëœ t� v²PUŠ —œ  U³Ł« u Ë v”√— Ëœ 

 qJý± ÈÅt³ðd� “« ÈU¼ÅXš—œ ‡‡± Uð µ



 ـ درخت و ماتريس٣فصل 

ÅÅÅÅÅÅÅ±∏

 ÊuÇ v²š—œ e¹UL²	G ÊuÇ ÆbMýUÐ G sOÐ XÝ« bM³L¼ u Ë vdÖ« Æœ—«œ œułË dO.	 p¹ r� XÝœ 

 —œG e?¹UL²	 ÈU¼Å”√— “« nK²W	 ÈÅtPU³+œ Ëœ lE«Ë —œ® nK²W	 dO.	 Ëœ G “« ©u tÐ vt²ý«œ œułË 

 —œ È—Ëœ t?� b?M?M?�Åv?	 å»U?−?¹«ò n?K²W	 dO.	 Ëœ s¹« ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐG f?Ä Æb?ýU?Ð t²ý«œ œułË G

ÆXÝ« iEUMð p¹ ¨s¹« Ë X.O+ Xš—œ

 qJý ÈU¼ÅXš—œ “« t� Èd~¹œ VKD	± ełÅtÐ ̈ t� XÝ« s¹« b¹¬Åv	dÐ 
  
K1Ëœ r�ÅXÝœ p¹ d¼ ̈

ÆXÝ« XÝ—œ Á—«uL¼ eO+ VKD	 s¹« Æœ—«œ p¹ ÈÅt³ðd	 “« ”√—

 ÈÅtOC�≤∫p?¹ ÈÅt?ł—œ “« ”√— Ëœ r?�ÅXÝœ býUÐ t²ý«œ ”√— p¹ “« gOÐ t� v²š—œ d¼ 

Æœ—«œ

∫ U?³Ł« X?š—œ ÈÅt?³?ðd?	 ÈË— t?²�U¹ rOLFð È«dI²Ý« ÕöD_« tÐ “« Gd?Ö« Ær?O?M�Åv	 ÁœUH²Ý« 

  
p = 2 ÁU?ÖÅÊ¬ 

  
G = K2U?Ð X?š—œ d?¼ œ—u?	 —œ r?J?Š r?O?M?�Åv	 ÷d� ÆXÝ« `{«Ë rJŠ v²Ý—œ Ë 

  k ≥2 ÊuÇ v²š—œ fáÝ ÆXÝ« XÝ—œ ”√— G ÈÅt³ðd	 “«   k +1 dÖ« Ær¹dOÖÅv	 dE+ —œ «— GvÝ√— 

 ÊuÇv ”√— ·c?Š U?Ð ÁU?ÖÅÊ¬ b?ýU?Ð t²ý«œ p¹ ÈÅtł—œ “« v—U?	 ‰U?¹ UNMð Ë Ò b?M?+U?	 v�«dÖ Ê¬ dÐ ′G

 Ë XÝ« Xš—œ t� r¹—Ë¬Åv	 XÝœÅtÐ  k ≥2 ¨¡«dI²Ý« ÷d� tÐ UMÐ fÄ Æœ—«œ ”√— ′G t−O²+ —œ Ë G

 “« v?Ý√— ê?O?¼ ÈÅt?ł—œ r?O?M�Åv	 ÷d� fÄ Æœ—«œ p¹ ÈÅtł—œ “« ”√— Ëœ r�ÅXÝœGd?²L� Ëœ “« 

 ÊuÇ vÝ√—  —u_ s¹« —œ ÆbýU³+u “« G “« “Už¬ UÐ Ær¹dOÖÅv	 dE+ —œ «— u “« vPU¹ »UW²+« Ë Gt� 

 “«u ÊuÇ ÈdO.	 œ—cÖÅv	 P“« vPU¹ Á“Uð vÝ√— tÐ ÊbOÝ— “« fÄ —UÐ d¼ t� rO¹ULOÄÅv	 VOðdð s¹« tÐ «— 

GôË« t� r¹dOÖÅv	 gOÄ —œ «— ÎUO+UŁ ¨œ—c~Ð ”√— Ê¬ “« Îö?³E ÎU¦PUŁ Ë ¨býUÐ t²�d~+ —«dE ÁœUH²Ý« œ—u	 Î

 “« dðÅÁ“Uð vÝ√— Ê¬ d~¹œ ÈUN²+«G”√— d¼ ÈÅtł—œ ÊuÇ Æœuý nEu²	 v¹Uł —œ b¹UÐ —U� s¹« ÆbýUÐ 

 —œ È—Ëœ «cP Ë XÝ« d.O	 q³E ÈU¼Å”√— “« vJ¹ tÐ ÊbOÝ— UÐ Ê¬ nEuð XÝ« Ëœ r�ÅXÝœGœułËÅtÐ 

ÆbM�Åv	 XÐUŁ «— tOCE iEUMð s¹« Æb¹¬Åv	

XÝ—œ d¹“ ÈÅtOCE U¼ÅÊ¬ ÂULð œ—u	 —œ t� bOMOÐÅv	 ¨bOMJ�« dE+ U¼ÅXš—œ ÊuÖU+uÖ ÈU¼Å‰U¦	 tÐ

ÆXÝ«

 ÈÅtOC�≥∫ dÖ« G UÐ v²š—œ p Ë ”√— qÁUÖÅÊ¬ býUÐ ‰U¹ 

  
p = q +1.

∫ U³Ł« d?Ð ¡«dI²Ý« UÐ p dÖ« ÆrOM�Åv	 XÐUŁ «— tOCE 
  
p =1 ÁUÖÅÊ¬ 

  
q =0 r?¹—«œ Ë 

  
p = q +1Æ

 UÐ v²š—œ d¼ œ—u	—œ tOCE bOM� ÷d�k ̈  k ≥1 ÊuÇ v²š—œ ‰UŠ ÆbýUÐ XÝ—œ ”√— ̈GdE+ —œ «— 

 t� r¹dOÖÅv	  k +1 Ê¬ ÈU¼Å‰U¹ œ«bFð rO¼œ ÊUA+ b¹UÐ Æœ—«œ ”√— k q³E ÈÅtOCE tÐ UMÐ ÆXÝ« GvÝ√— 
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ÅÅÅÅÅÅ±π

 ÊuÇv t� œ—«œ 
  
deg v =1 ”√— ·cŠ UÐ Æv—U	 ‰U¹ UNMð Ë Ò ÊuÇ v²š—œ Ê¬ dÐ ′Gt� œuýÅv	 œU−¹« 

 ‘«Åt³ðd	k ·«dÖ ̈ ¡«dI²Ý« ÷d� tÐUMÐ ÆXÝ« ′G È«—«œ   k −1 Xš—œ fÄ ÆXÝ« ‰U¹ GUIOEœ Î k‰U¹ 

Æœ—«œ

v{U¹— ÈÅtK−�

œdÐ—U� t³ÝU×	 rKŽ Ë ¨‚dÐ vÝbMN	 ¨vLOý bM+U	 vHK²W	 ÈU¼Åt²ý— —œ Xš—œ

 ‰UÝ —œ nNýd� Æœ—«œ±∏¥∑tÐ ◊uÐd	 vDš  ôœUF	 ÈU¼ÅÁU~²Ýœ qŠ ÂU~M¼ ÈœöO	 

q?Jý —œ Æœd� —Ë—UÐ «— U¼ÅXš—œ ÈÅt¹dE+ Ë ¨nA� «— U¼ÅXš—œ vJ¹d²JP« ÈU¼ÅtJ³ý

 d¹“N Ë vJ¹d²JP« ÈÅtJ³ý p¹ GÆXÝ« Ê¬ tÐ ◊uÐd	 ·«dÖ 

�


 ‰U?Ý —œ v?KO±∏µ∑ÈU?¼d?	Ëe?¹« ‘—U?L?ý U?Ð ◊U?³?ð—« —œ «— U¼ÅXš—œ ÈœöO	 

ö?¦?	 v?²?EË Æœd?� n?A� U¼ÅsÐd�Ë—bO¼ nK²W	Î n?K?²?W?	 d	Ëe¹« Ëœ rO¹uÖÅv	 
  
C4H10

 UÐ å ËUH²	ò Xš—œ Ëœ t� XÝ« s¹« ÊU	—uEM	 b+—«œ œułË±¥t� b+—«œ œułË ”√— 

 ÈÅtł—œ¥ s¹« “« ”√— ±¥ “« p?¹ d¼ ÈÅtł—œ Ë —UNÇ ”√— ±∞p?¹ Áb+ULOEUÐ ”√— 

ÆXÝ«

ö?¦?	 ÊbOA� ÈÅtM¹e¼ dÖ«Î “« d?N?ý Ëœ d¼ sOÐ s¼¬ÅÁ«— ph?WA	 ÷ËdH	 dNý 

 s¹« t� È«ÅtJ³ý s¹dðÅÊ«“—« býUÐp“« Xš—œ p¹ ÂuNH	 UÐ bM�Åv	 q_Ë r¼ tÐ «— dNý 

 ÈÅt?³ðd	pX?O?F?{Ë Ê«u?ðÅv?	 s?¼¬ÅÁ«— t?Ð ◊uÐd	 ÈÅtPQ.	 ÈUłÅtÐ Æœ—«œ p¹œe+ ◊U³ð—« 

v+UÝdÐ¬ ÈU¼Å‰U+U� œU−¹« Ë ̈ “UÖ vA�ÅtPuP ̈ XH+ vA�ÅtPuP ̈ v+UÝ—Å‚dÐ ÈU¼ÅtJ³ý tÐ ◊uÐd	

 ÂU+ tÐ È«ÅÁbŽUE “« tM¹e¼ s¹dðÅ‰“U+ UÐ ÅtJ³ý p¹ sOOFð È«dÐ ÆX�dÖ dE+ —œ «—r²¹—u~)«

v¹ułÅt+d,Æœ—«œ Ê«Ë«d� ÈU¼œdÐ—U� t� œuýÅv	 ÁœUH²Ý« 

G N
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ÅÅÅÅÅÅÅ≤∞

≥‡‡≤U¼Åf¹dðU� Ë U¼Å·«dÖ ‡‡

 ·«d??ÖG = (V,E) U??Ð 
  
V = v1, v2, v

3
, v4{ } Ë 

  
E = v1v2, v1v3

, v1v4 , v2v
3
, v

3
v4{ }

 qJý —œ t� «—≤ v?�?¹dðU� ·«dÖ s¹« tÐ Æb¹dO~Ð dE� —œ XÝ« Ábý rÝ—   4× 4 ÊuÇ A = (aij )tÐ 

 qJý o³Þ f¹dðU� s¹« Êu²Ý —UNÇ Ë dDÝ —UNÇ qÐUI� —œ ÆrO¼œÅv� X³�� d¹“ Õdý≤ rO�¹u�Åv� 
  
v1¨

  
v2 ¨

  
v

3
Ë

  
v4 ÈÅt¹«—œ Æaij f¹dðU� s¹« “« ± ÁUÖ d¼ XÝ« vivj ∈E Ë ∞ ÁUÖ d¼ XÝ« vivj ∉EÆ

∫t� bOM� tłuð

Å®±U?� Y?×?Ð Ÿu?{u?� ©ÈÅÁœU?Ý® ÈU?¼Å·«d?Ö «d?¹“ b?�d?H?? v~L¼ vK?« dDB ÈË— ÈU¼Åt¹«—œ ©

ÆX�O� —ËU−� ‘œuš UÐ vÝ√— êO¼ vMF¹ ¨b�—«b� åtBuÞò

Å®≤ f?¹d?ðU?� v?M?F?¹ ¨Ê¬ ÈU?¼ÅÊu?²?Ý œ«bFð UÐ XÝ« dÐ«dÐ f¹dðU� s¹« ÈU¼dDÝ œ«bFð ©Av?FÐd� 

ÆXÝ«

®≥ f¹dðU� ÈÅt¹«—œ d¼ ©A Á—«uL¼ vMF¹ ¨p¹ U¹ XÝ« dH? U¹ 
  
aij ∈ 0,1{ }Æ

Å®¥ f¹dðU� ©A Á—«uL¼ vMF¹ ¨XÝ« Ê—UI²� aij = a ji dÖ« «d¹“ ¨vivj ∈E ÁUÖÅÊ¬ vjvi ∈EÆ

 Á«uOPœ ·«dÖ d¼ tÐ t� XÝ« ̀ {«ËG ÊuÇ v�¹dðU� Ê«uðÅv� Á—«uL¼ At�UÖ—UNÇ ÈU¼ÅvÖó¹Ë UÐ 

«— f¹dðU� s¹« Æœ«œ X³�� ôUÐ·«dÖ  —ËU−� f¹dðU�  G UÐ «— Ê¬ Ë rO�U�Åv� A(G)ÁœUÝ —uÞÅtÐ U¹ 

 UÐAÆrO¼œÅv� g¹UL� 

Æœ«œ X³�� ·«dÖ p¹ Ê«uðÅv� ôUÐ t�UÖ—UNÇ ÈU¼ÅvÖó¹Ë UÐ f¹dðU� d¼ tÐ t� XÝUłÅs¹« VPUł

ö¦�Î f¹dðU� dÖ« A qJý “« ≥«—uY bM¼bÐ U� tÐ «— Î ·«dÖ rO�«uðÅv� GX³�� Ê¬ tÐ «— qJý sOL¼ “« 

 ÊuÇ È«ÅtDI� f¹dðU� ‰Ë« ©Êu²Ý U¹® dDÝ È«“«ÅtÐ —U� s¹« È«dÐ ÆrO¼œ
  
v1 d?DÝ È«“« tÐ ¨®©Êu²Ý U¹

 ÊuÇ È«ÅtDI� f¹dðU� ÂËœ
  
v2 dDÝ È«“« tÐ —uÞÅsOL¼ Ë ® d~¹œ ÈÅtDI� ÂuÝ ©Êu²Ý U¹

  
v

3
dE� —œ «— 

 qJý≤Ê¬  —ËU−� f¹dðU� Ë ·«dÖ ‡‡

42

3

1

G :

V

V

V

V
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ÅÅÅÅÅÅ≤±

 ÈÅtDI+ Ë r¹dOÖÅv	vi ÈÅtDI+ tÐ «— vjf¹dðU	 —œ ◊uÐd	 ÈÅt¹«—œ ÁUÖd¼ rOM�Åv	 q_Ë r¼ tÐ vDš UÐ 

ÆrOM�ÅvL+ q_Ë r¼ tÐ «— Ëœ Ê¬  —u_ s¹« dOž —œ Ë býUÐ p¹ Ábý Áœ«œ

 UÐ ·«dÖ p¹ t� rOMOÐÅv	 fÄp vFÐd	 f¹dðU	 p¹ eł ÈeOÇ lE«Ë —œ ”√— p × pj¹«dý UÐ 

U?�d?_ Ê«u?ðÅv	 U¼Å·«dÖ ÈÅtFPUD	 È«dÐ «cP Ë ÆX.O+ ôUÐ ÈÅt+UÖ—UNÇÎ«— v?+—U?I²	 vFÐd	 ÈU¼Åf¹dðU	 

 ÈÅt?Žu?L?−	 “« U¼ÅÊ¬ ÈU¼Åt¹«—œ t� œd� tFPUD	
  
0,1{ }v?K?_« d?DE ÈË— ÈU¼Åt¹«—œ Ë b+uýÅv	 »UW²+« 

Æœd� vIKð r¼ d³ł “« È«ÅtšUý Ê«uðÅv	 «— U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE+ s¹«dÐUMÐ Æb+dH_ U¼ÅÊ¬

 ÈÅtOC�¥∫ bOM� ÷d� A ·«dÖ  —ËU−	 f¹dðU	 G UÐ V(G) = v1,L, vp{ }ÁUÖÅÊ¬ ÆbýUÐ 

 dDÝ —œ lE«Ë ÈÅt¹«—œi Êu²Ý Ë Â«i f¹dðU	 Â«  A2
 ”√— ÈÅtł—œ UÐ XÝ« dÐ«dÐ vi ·«dÖ —œ GÆ

∫ U³Ł« dDÝ —œ lE«Ë ÈÅt¹«—œ i Êu²Ý Ë Â«i f¹dðU	 Â«  A2
ÈU¼Å»d{Åq_UŠ ŸuL−	 UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

 dDÝ dOE+ tÐ dOE+ ÈU¼Åt¹«—œi Â«A Êu²Ý Ë i Â«A ÊuÇ ÆAÈU¼Å»d{Åq_UŠ “« t¹«—œ s¹« XÝ« Ê—UI²	 

 dDÝ dOE+ tÐ dOE+ ÈU¼Åt¹«—œi Â«A dDÝ Ë i Â«A dDÝ —œ œułu	 ÈU¼Åp¹ œ«bFð ÆœuýÅv	 q_UŠ iÂ«

A ”√— ÈÅt?ł—œ U?Ð XÝ« dÐ«dÐ vi f?¹d?ðU?	 “« d?E?+œ—u?	 ÈÅt¹«—œ ÈÅt³ÝU×	 È«dÐ «cP Ë   A2
t?Ð b?¹UÐ 

 ÈÅÁ“«b+«deg vi œbŽ   1×1=1ÆrOM� lLł r¼ UÐ «— 

≥‡‡≥U¼Ås¹dLð ‡‡

± Ê¬ ÈÅÁ“«b+« Ë t³ðd	 ŸuL−	 t� bOM� v�dF	 ÈbM³L¼ ·«dÖ ‡‡∏ÆbýUÐ 

≤ Ê¬ ÈÅÁ“«b+« Ë t³ðd	 »d{Åq_UŠ t� bOM� v�dF	 ÈbM³L¼ ·«dÖ ‡‡≤∞ÆbýUÐ 

≥ X?š—œ p¹ ÈÅtł—œ rLO.�U	 bOM� ÷d� ‡‡T UÐ dÐ«dÐ k t� bOM� XÐUŁ ÆbýUÐ T r�ÅXÝœ k

Æœ—«œ p¹ ÈÅtł—œ “« ”√—

¥ ÈÅt³ðd	 “« v�«dÖ ‡‡∂ ÈÅÁ“«b+« Ë ∂ t� bOM� v�dF	   −2ÆbýUÐ rE²M	 

 qJý≥Ê¬ ·«dÖ Ë ôUÐ ÈÅt8UÖ—UNÇ j¹«dý UÐ f¹dðU� ‡‡

G :

2 3

1V

V V   

A =
0 0 1

0 0 0

1 0 0
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ÅÅÅÅÅÅÅ≤≤

µ ÈÅt³ðd	 “« ÈU¼ÅXš—œ ÂULð ‡‡ÅÅÅ∂ÆbOM� rÝ— «— 

∂ f¹dðU	 Ëœ ‡‡ÅÅÅ
  
M1 Ë 

  
M2Æb+«ÅÁbý Áœ«œ d¹“  —u_ tÐ 

  

M2 =

0 1 1 0

1 0 1 1

1 1 0 1

0 1 1 0



















      M1 =

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0



















ÆbOAJÐ «— Ê¬ —«œuL+ Ë bOM� hWA	 XÝ« ·«dÖ p¹ ·dF	 t� «— Ê¬

∑ ·«d?Ö  —ËU−	 f¹dðU	 dÖ« ‡‡Kp ¨  p ∈N UÐ «— ¨MÈÅt?¹«—œ d?¼ bO¼œ ÊUA+ rO¼œ g¹UL+ 

 f¹dðU	 vK_«dDE ÈË— dÐ lE«Ë  M2
 UÐ dÐ«dÐ 

  
p −1ÆXÝ« 

∏ ÈÅtOCE ©nP« ‡‡ÅÅ±ÈÅtOCE ÊœdÐ —U� tÐ UÐ Ë Xš—œ p¹ ÈÅt³ðd	 ÈË— ¡«dI²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

≤ÆbOM� XÐUŁ 

 ÈÅtOCE È«dÐ s²	 —œ t� «— vðU³Ł« ©»±s¹dLð s¹« ©nP«® bMÐ o³Þ t� vðU³Ł« UÐ XÝ« Ábý tz«—« 

∫bO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼ÅgÝdÄ tÐ qOPœ d�– UÐË bOM� t.¹UI	 b¹¬Åv	 XÝœÅtÐ

øXÝ« dðÅÈœuNý  U³Ł« Â«b� ‡‡

øXÝ« ådðÅoOEœò  U³Ł« Â«b� ‡‡

øb¹bM.ÄÅv	 d²AOÐ «—  U³Ł« Â«b� ‡‡

π b?M?³?L?¼U+ ·«dÖ p¹ d¹“ qJý —œ ©nP« ‡‡G ÈU?¼Å”√— ÆXÝ« Ábý rÝ— G U?Ð «— 
  
v1 ¨

  
v2¨

  
v

3
 ¨

  
v4 ¨

  
v5 ¨

  
v

6
 Ë 

  
v7 Êœu?Ð b?M?³L¼U+ t� bO+eÐ V.ÇdÐ ÊUMÇ G—U?J?ý¬ Ê¬  —ËU−	 f¹dðU	 “« 

ÆbýUÐ

G :

 Á«uWPœ Ë bM³L¼U+ ·«dÖ p¹ œ—u	 —œ «— dJ� s¹« dÖ« ©»GtÇ gð—ËU−	 f¹dðU	 r¹dÐ —U� tÐ 

øXý«œ b¼«uš vð—u_

±∞—«œÅXNł ·«dÖ  —ËU−	 f¹dðU	 ©ÁœUÝ® ·«dÖ  —ËU−	 f¹dðU	 n¹dFð tÐ tłuð UÐ ©nP« ‡‡

ÆbOM� n¹dFð «—
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 qJý —«œÅXNł ·«dÖ  —ËU−	 f¹dðU	 ©»¥ qB� “« ±ÆbO.¹uMÐ «— 

±± bM³L¼ ·«dÖ ‡‡G dÖ« ÆXÝ« Ábý Áœ«œ u,v ∈V(G) ÈÅtK_U� u “« v —œ G UÐ t� d(u, v)

 “« dO.	 s¹dðÅÁUðu� ‰uÞ UÐ XÝ« dÐ«dÐ œuýÅv	 Áœ«œ g¹UL+u tÐ v —œ G∫bO¼œ ÊUA+ Æ

 ©nP«  d(u, v) =0 dÖ« UNMð Ë dÖ« u = vÆ

 d¼ È«“« tÐ ©»u,v ∈V(G) r¹—«œ d(u, v) = d(v, u)Æ

 d¼ È«“« tÐ ©Ûu,v,w ∈V(G) r¹—«œ d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v,w)Æ

±≤ tÐ ÂuÝu	 d¹“ ·«dÖ ‡‡Ä ·«dÖ²Ýd sÆb¹dO~Ð dE+ —œ «—

 œ«bŽ« “« p¹ d¼ Ê¬ ‰uÞ t� bOM� hWA	 È—Ëœ ·«dÖ s¹« —œ ©nP«µ ¨Å∂ ¨Å∏ Ë ¨ÅπÆbýUÐ 

¼ ·«dÖ s¹« U¹¬ ©»ÓKOLø«dÇ øXÝ« vM²

±Æœd� b¼«uš dA²M	 «— lłd	 s¹« vÝ—U� ÈÅtLłdð v¼U~A+«œ dA+ e�d	 ‡‡

lł«d�

1Å‡‡  M.Behzad, G. Chartrand, and L. Lesniak-Foster, Graphs and Digraphs,

Wadsworth International Group, Belmont, Galif. 1979.

2 ‡‡ O. Ore, and R. J . Wilson , Graphs and  their  Uses , The  Mathemati-

cal Association of America, 1990. ±



ÅÅÅÅÅ≤¥

ات و تقسيم�پذيرىّـ كلي٤فصل

ÂËœ XL��

œ«b�« ÈÅt�dE�

t�bI�

t?Ð Ë œ—«œ dAÐ a¹—Uð —œ tA¹— t� XÝ« v{U¹— V�Uł Ë U³¹“ ÈU¼ÅtšUý “« vJ¹ œ«bŽ« ÈÅt¹dE$

ö?Ž œ—u?' Á—«u?L?¼ v?¹«—U� Ë v¹U³¹“ qO�œ,Ë d?ðu?O?á?'U?� b?M?$U?' d?~¹œ ÂuKŽ ÈU¼ÅX2dAOÄ ÆXÝ« ÁœuÐ t

' ÈÅt¹dE$ dÐ tOJð t� È—U~$ÅÅe'—IÈdAÐ g$«œ “« tšUý s¹« ÊœuÐ Áb$“ Ë vÐ«œUý tÐ ¨b$—«œ œ«bŽ« vðU'b

Æb$«ÅÁœd� pL�

 s¹« —œ,' v¦ŠU³' XL>IÊ«“u'¬Åg$«œ r¹—«œ —UE²$« Ë rO¼œÅv' tz«—« «— œ«bŽ« ÈÅt¹dE$ “« vðU'b

ð XNł —œ Ê¬ qzU>' qŠ X³¦' dOŁQð eO$ Ë t²ý— s¹« vMž È«u²×' tÐ tłuð UÐ e¹eŽIJHð X¹uÒ¨v{U¹— d

ÆbMM� qŠ Ë »UK²$« «— œ«bŽ« ÈÅt¹dE$ “« V�Uł vKzU>'
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ÅÅÅÅÅ≤µ

qB�¥

OK�ÒÈd�cÄÅrO�I� Ë �U

¥‡‡Å±œ«bŽ« ÈÅt¹dE� ‰u�« “« všdÐ ‡‡

vFO³Þ œ«bŽ« ’«uš tÐ d²AOÐ t� XÝ«  UO{U¹— “« È«ÅtšUý œ«bŽ« ÈÅt¹dE$

    1,2 , 3,L

Èb¼«uý U'« ̈ X>O$ XÝœ —œ v²Ý—œ ŸöÞ« vFO³Þ œ«bŽ« Êb'¬ œułËÅtÐ v~$u~Ç œ—u' —œ Æœ“«œdÄÅv'

Ë« dAÐ bM¼œÅv' ÊUA$ t� b$—«œ œułËÒ ÁœUH²Ý« œ—u' ‘—ULý È«dÐ «— vFO³Þ œ«bŽ« tO�,XÝ« Áœ«œ —«d

ÆXÝ« Áœd� Ÿ«d²š«  U³ÝU×' ÂU−$« Ë œ«bŽ« g¹UL$ È«dÐ «— v¹U¼Å‘Ë— Z¹—bð tÐ Ë

 Ê«bMHÝuÖ ‘—ULý,p¹ dþUMð ÂuNH' “« ÁœUH²Ý« UÐ U¼ÅÊ¬ XAÖ“UÐ “« fÄ Ë «dÇ tÐ s²2— “« q³

p¹ U¹ ̈ XA~$« p¹  —uY tÐ U¹ ̈ vFO³Þ œ«bŽ« “« È«ÅtŽuL−'d¹“ Ë U¼bMHÝuÖ ÈÅtŽuL−' sOÐ p¹ tÐ

—uÞÅtÐ v¼UÖ r¼ “uM¼ v²Š ̈ bMHÝuÖ d¼ ÈUł tÐ »uÇ tJð p¹ s²ý«cÖ  —UM� U¹ Ë @MÝ ÈË— X'öŽ

“« œË—Åv' —U�ÅtÐ r¼ ÁœUÝ ÈU¼ÅÈdOÖÅÈ√— v²Š Ë —U'¬ ÈÅtONð È«dÐ t� qLŽ s¹« ÆXÝ« ‰uLF' v¹«b²Ð«

Ë« b¼«uýÒÆXÝ« vFO³Þ œ«bŽ« XšUMý ÈÅtO�

 “« vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅt�U³$œ± œbŽ tÐ bŠ«Ë p¹ ÊœËe2« UÐ Ê¬ d~¹œ uCŽ d¼ Ë œuýÅv' ŸËdý ,vK³

Æb¹¬Åv' XÝœÅtÐ

vFO³Þ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−' UÐ ¨t²ýcÖ ÈU¼Å‰UÝ —œ

      N = 1,2 , 3,L{ }
¹dHð qLŽ UÐ eO$ Ë vKY« qLŽ Ëœ s¹« ÈU¼ÅvÖó¹Ë UÐ Ë U¼ÅÊ¬ »d{ Ë lLł ÈU¼ÅqLŽ ËoÈÅtŽuL−' ÈË— 

`O×� œ«bŽ«

      Z = L,−3,−2,−1,0,1,2 , 3,L{ }
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Ær¹«ÅÁbý UMý¬

2 tJKÐ ÁœdJ$ ÕdD' vŽu{u' qY« ‘Ë— tÐ «— `O×Y œ«bŽ« —U²šUÝ UłÅs¹« —œ U'IqY«  j

ò Ÿu?{u'v?³?OðdðÅ‘ušò Ÿu?{u?' qY« Ê¬ ‰œUF' U¹ Ë å²Ý«Iv?{U?¹— È«dÈU?M?Ðd¹“ Ê«uMŽ tÐ «— å

,ÆrOM�Åv' ÊUOÐ œ«bŽ« ÈÅt¹dE$ ÈU¼ÅtOC

v³OðdðÅ‘uš q�«

È«—«œ vFO³Þ œ«bŽ« “« vNðU$ ÈÅtŽuL−'d¹“ d¼uCŽ s¹dðÅpÇu*  dÖ« vMF¹ ¨XÝ«   S ⊂ N

 ËS ≠ ∅ “« ÈuCŽ ÁUÖÅÊ¬ ¨S bM$U' 
  
s0 d¼ È«“« tÐ t� œ—«œ œułË sKF²' o tÐ S¨

  
s0 ≤ s

 ÈÅtŽuL−' uCŽ s¹dðÅpÇu�®A «— È«b²Ð« uCŽ ÈÅtŽuL−' A©bM'U$Åv' r¼ 
±

Æ

v{U¹— È«dI²Ý« q�«

ÈÅtŽuL−'ÅÅÅÅd¹“ d¼ S “«   NÈÅtŽuL−' UÐ ¨býUÐ d¹“ XOYUš Ëœ È«—«œ t�   N∫XÝ« dÐ«dÐ 

 ©n�«  1∈S

 ÁUÖd¼ ©»n ∈S ÁUÖÅÊ¬ ¨  n +1∈SÆ

u2 ÈU¼ÅqY« “« p¹d¼ s²2d¹cÄ UÐ‚ p¹ Ê«uMŽÅÅÅtÐ «— d~¹œ qY« Ê«uðÅv' ,Æœd�  U³Ł« tOC

¥‡‡≤v{U¹— È«dI²Ý« q�« ÈU¼Å‰œUF� ‡‡

²?Ý« q?Y« È«d?Ð Èd?~¹œ ÈU¼Å‰œUF'IÕd?D?' U?łÅs?¹« —œ «— v?šd?Ð t� b$—«œ œułË v{U¹— È«d

∫rOM�Åv'

 rOM� ÷d2 ©n�«P(n) vFO³Þ œbŽ ÈÅÁ—UÐ—œ vð—U³Ž n dÖ« ÆbýUÐ   P(1)È«“« tÐ Ë býUÐ XÝ—œ 

 vFO³Þ œbŽ d¼n v²Ý—œ “« P(n) v²Ý—œ ¨  P(n +1) ÁUÖÅÊ¬ ¨œuý t−O²$ P(n)vFO³Þ œbŽ d¼ È«“« tÐ 

nÆXÝ« XÝ—œ 

∫XÝ« d¹“  —uY tÐ VKD' s¹« rOLFð

 rOM� ÷d2 ©»P(n) `O×Y œbŽ ÈÅÁ—UÐ—œ vð—U³Ž n p¹ È«“« tÐ dÖ« ÆbýUÐ   m ∈Z ¨P(m)

 d¼ È«“« tÐ dÖ«Ë býUÐ XÝ—œn ≥ m v²Ý—œ “« ¨P(n) v²Ý—œ   P(n +1) ÁUÖÅÊ¬ ¨œuý t−O²$ P(n)tÐ 

±‡‡ œUL$ 
  
s0 = min S ÈÅtŽuL−' uCŽ s¹dðÅpÇu� È«dÐ SÆœË—Åv' —U�ÅtÐ 
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 `O×Y œbŽ d¼ È«“«n ≥ mÆXÝ« XÝ—œ 

²Ý« qY« Ë ¨» ¨n�« t� œd� XÐUŁ Ê«uðÅv'IÆb$«Å‰œUF' Ëœ tÐ Ëœ v{U¹— È«d

q?Y« “« ÁœU?H?²?Ý« ÈÅÁu?×$ UÐ «— U' t� b$—«œ œułË ÈœbF²' ÈU¼Å‰U¦' ¨‰UL²Š« Ë d³ł »U²�—œ

²Ý«I∫rO$«œÅv' È—Ëd{ «— t²J$ p¹ d�– UłÅs¹« —œ ÆbMM�Åv' UMý¬ v{U¹— È«d

²?Ý« ‘Ë— tÐ  U³Ł« —œIö?¦?' Æb$uý vÝ—dÐ ◊dý Ëœ d¼ v²Ý—œ b¹UÐ «dÎd?E$—œ «— d¹“  —U³Ž ¨

∫b¹dO~Ð

    1+ 3 + 5 +L+ (2n −1) = n2 + 3

²Ý« ÂËœ ÂUÖ tÇ dÖ«I È«“« tÐ v²Ý—œ  U³Ł« vMF¹® v{U¹— È«d  n +1tÐ ÊœuÐ XÝ—œ ÷d2 UÐ ¨

 È«“«ndÐ ©, vFO³Þ œbŽ êO¼ v�Ë XÝ« —«dnbY  —U³Ž s¹« —œ ‚ÆbM�ÅvL$ 

²Ý« qY« Ë v³OðdðÅ‘uš qY« t� œd� XÐUŁ Ê«uðÅv' rO²HÖ t� —uÞÅÊUL¼IÆb$«Å‰œUF' v{U¹— È«d

 Ê«uMŽ tÐ «— Èd~¹œ Ë X2dÖ qY« «— vJ¹ Á«uK�œ tÐ Ê«uðÅv' vMF¹,ö¦' ªœd� XÐUŁ tOCÎ∫r¹—«œ 

. ÈÅtOC±²Ý« qY« ∫IÆœuýÅv' t−O²$ v³OðdðÅ‘uš qY« “« v{U¹— È«d

∫ U³Ł« r?OM� ÷d2   P ⊂ N ¨  1∈P dÖ« Ë n ∈P ÁU?ÖÅÊ¬   n +1∈Pr?O?M� XÐUŁ rO¼«ušÅv' Æ

  P = N f?Ä b?ýU?³$ sOMÇ dÖ« Æ  T = N − P ≠ ∅ «c?� ÆT «— Ê¬ t?� œ—«œ Èu?CŽ s¹dðÅpÇu� 
  
t0

 Ær?O?'U?$Åv?'
  
t0 ≠ 1 ® f?Ä ¨©ø«d?Ç

    t0 −1∈N Ë 
  
t0 −1 < t0 «c?� ¨

  
t0 −1∉T v??M?F?¹ ¨

  
t0 −1∈Pf?Ä 

  
t0 −1+1= t0 ∈P UÐ t� ¨

  
t0 ∈TUMð —œ , t−O²$ —œ ÆXÝ« i  P = NÆ

v{U¹— Èu. È«dI²Ý« q�«

 ÈÅtŽuL−'d¹“ d¼S “«   N ÈÅtŽuL−' UÐ ¨býUÐ d¹“ XOYUš Ëœ È«—«œ t�   N∫XÝ« dÐ«dÐ 

 ©n�«  1∈S

 “« dðÅpÇu� vFO³Þ œ«bŽ« dÖ« ©»n —œ S ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ n ∈SÆ

²Ý« qY«I È«d,²Ý« qY« UÐ v{U¹— ÈuI‰œUF' v³OðdðÅ‘uš qY« UÐ t−O²$ —œ Ë v{U¹— È«d

²Ý« qY« “« ÁœUH²Ý« ÈÅÁu×$ Êœ«œ ÊUA$ È«dÐ ÆXÝ«I È«d,∫bOM� tłuð d¹“ ‰U¦' tÐ ¨v{U¹— Èu

 ‰U¦�±∫ tÐ ÂuÝu' ÈÅt�U³$œ ‰Ë« ÈÅtKLł bMÇ U*u3 œ«bŽ« ÈÅt3U³�œ∫“« b$«Å —U³Ž 

1, 3,4 ,7 ,11,18 ,29 ,47,L

 ÈÅtKLł dÖ«n UÐ «— Â«Lnd¹“ åv²AÖ“UÐ ÈÅtDÐ«—ò ÕöDY« tÐ “« t�U³$œ s¹« rO¼œ g¹UL$ 
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  n ≥ 3      Ln = Ln−1 + Ln−2

ÈÅtO�Ë« j¹«dý Ë

  
L

2
= 3  ,  L

1
=1

²Ý« qY« “« ÁœUH²Ý« UÐ Æb¹¬Åv' XÝœÅtÐI È«d, vFO³Þ œbŽ d¼ È«“« tÐ t� rOM�Åv' XÐUŁ v{U¹— Èun¨

Ln < (
7

4
)n

 dÖ«

    
S = {n ∈N:Ln < (

7

4
)n} ÁUÖÅÊ¬ ¨  1∈S Ë   2∈S Æ® dÖ« ‰UŠ ©ø«dÇ  n ≥ 3È«“« tÐ Ë 

 d¼kË , t� v²k < n ¨k ∈S ÁUÖÅÊ¬ ¨Ln−1 < (
7

4
)n−1

 Ë Ln−2 < (
7

4
)n−2

fÄ Æ

Ln < (
7

4
)n−1 + (

7

4
)n−2 = (

7

4
)n−2(

7

4
+1) < (

7

4
)n

 vMF¹n ∈S fÄ Æ  S = N vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ «c� Æn ¨r¹—«œ Ln < (
7

4
)n

Æ∆

¥‡‡≥Èd¹cÄÅrO8Ið ‡‡

ð ¨`?O×Y œ«bŽ« ÈË— vKY« qLŽ —UNÇ “« vJ¹Ið qYUŠ rO$«œÅv' ÆXÝ« rO>Iœb?Ž Ëœ rO>

U?'«e?�« `O×YÎö?¦?' ÆX?>O$ `O×Y œbŽ p¹ Îð q?YUŠ ¨I r?O>  −12 d?Ð µ—œ ÆX?>?O$ `O×Y œbŽ ¨

ð qYUŠ Èœ—«u'I q¦' œuýÅv' `O×Y œbŽ p¹ d~¹œ ÈœbŽ dÐ ÈœbŽ rO>±≤ Ë ∂X�UŠ s¹« —œ Æ

 œbŽ rO¹uÖÅv'∂ œbŽ ±≤ œbŽ U¹ ¨œ—ULýÅv' «— ±≤ dÐ ∂ð I«Ë —œ ÆXÝ« d¹cÄÅrO>, l±≤ »dC' p¹ ∂

 ∫XÝ«  12 = 6 ×2∫rO¼œÅv' tz«—« «— d¹“ n¹dFð v'uLŽ X�UŠ —œ Æ

∫n¹dFð `O×Y œbŽ a `O×Y œbŽ dÐ «—   b ≠ 0 ¨ðI d¹cÄÅrO8 U¹®œbŽ ÁUÖd¼ rO¹uÖ ©d¹cÄÅgKÐ

 bM$U' v×O×Yq t� È«Åt$uÖ tÐ œuý X2U¹ a = bq rO>¹u$Åv'  —uY s¹« —œ Æb|a∫rO$«ušÅv' sOMÇ Ë 

a dÐ bð IXÝ« d¹cÄÅrO>
±

 U¹ Ë b U¹ Áb$—ULý p¹  �I tOKŽÅÂu8a ÁUÖd¼ ÆXÝ« a dÐ bð IbýU³$ d¹cÄÅrO>

 rO>¹u$Åv'b /| a X�UŠ —œ Æ  b =0 d¼ È«“« tÐ ÊuÇ ̈  q ∈Z ̈
  
0=0× qð n¹dFð Ê«uðÅv' ̈IÈd¹cÄÅrO>

±‡‡  ÁUÖd¼ a dÐ b r?O¹uÖÅv' býUÐ d¹cÄÅrO>Ið b œbŽ a U?¹ ¨©bM�Åv' œUŽ® œ—ULýÅv' «— a »dC' b U¹ ¨XÝ« bÈÅÁ“U?Ý p¹ 

 ©q'UŽ®aÆXÝ« 
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ò  —U³Ž Ë œ«œ ‘d²>Ö «—∞dÐ ∞ð IÆX2d¹cÄ eO$ «— åXÝ« d¹cÄÅrO>

u2 ‰U¦' —œ‚   b = 6 ¨  a =12¨
  
q = 2 Ë   12 = 6 ×2 rO>¹u$Åv' Ë 

  
6 12Z¹U²$ ôUÐ n¹dFð “« Æ

∫bM¹¬Åv' XÝœÅtÐ d¹“

 œbŽ d¼ dÐ dHY ©n�«bð ¨IÆXÝ« d¹cÄÅrO>

 œ«bŽ« ©»± Ë   −1 Æb$—ULýÅv' «— `O×Y œbŽ d¼ ¨®©ø«dÇ

 ÈU?¼Å‰U?Ý —œ t?� t?DÐ«— ÂuNH' tÐ tłuð UÐ,ð Ê«u?ðÅv?' ¨r¹«ÅÁbý UMý¬ Ê¬ UÐ q³I?t?Ð «— Èd¹cÄÅrO>

ÆX2dÖ dE$—œ `O×Y œ«bŽ« ÈÅtŽuL−' dÐ d¹“ ÈU¼ÅvÖó¹Ë UÐ tDÐ«— p¹ Ê«uMŽ

± `O×Y œbŽ d¼ È«dÐ «d¹“ ¨XÝ« vÐUð“UÐ tDÐ«— s¹« ‡‡a r¹—«œ   a = a ×1 fÄ ¨a|aÆ

≤ d?Ö« vMF¹ ¨XÝ« v¹U¹«dð tDÐ«— s¹« ‡‡a|b Ë b|c ÁUÖÅÊ¬ ¨a |cp?¹ ∫rO¹uÖÅv'  U³Ł« È«dÐ Æ

 `O×Y œbŽq t� œ—«œ œułË b = aq `O×Y œbŽ p¹ Ë ′q t� œ—«œ œułË c = b ′qt−O²$ —œ Æ

c = (aq) ′q = a(q ′q )

 vMF¹a |cÆ

≥²' tDÐ«— s¹« ‡‡Iö¦' ÊuÇ ¨X>O$ Ê—UÎ 
  
2 6 v�Ë 

  
6 2

¥²' œUÄ tDÐ«— s¹« ‡‡Iö¦' ÊuÇ ¨X>O$ Ê—UÎ 
  
−2 2 Ë 

  
2 −2 v�Ë   −2 ≠ 2Æ

¥‡‡¥Èd¹cÄÅrO8Ið vÖó¹Ë bMÇ ‡‡

 UÐ,ð ÈÅÁbLŽ ÈU¼ÅvÖó¹Ë d¹“ ÈU¼ÅtOCI∫rO¼œÅv' tz«—« «— Èd¹cÄÅrO>

. ÈÅtOC≤ `O×Y œ«bŽ« È«“« tÐ ∫a Ë b dÖ« ¨a bÁUÖÅÊ¬ ¨

 ©n�«− a b ©»a − b ©Û−a − b

 `O×Y œbŽ d¼ È«“« tÐ © m ¨a mbÆ dÖ« ©À  b ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨a ≤ bÆ

∫ U³Ł« dÖ« a b n¹dFð tÐ UMÐ b = aqt−O²$ —œ Æ

b = aq = (−a)(−q)

eO$ Ë

 q−b = a(−q) = (−a)

dÐ Û Ë » ¨n�« fÄ, È«dÐ Ê¬ dÐ ÁËöŽ Æb$—«d  m ∈Z

mb = m(aq) = a(mq)

 fÄa mbÆ
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  U?³Ł« È«dÐ, Êu?Ç dš¬ XL>b = aq f?Ä q b = a v�Ë Æ  b ≠ 0 t?−O²$ —œ 
  
q ≠ 0fÄ ¨

  
q ≥1 vMF¹ a ≤ bÆ

. ÈÅtOC≥ `O×Y œ«bŽ« È«“« tÐ ∫a ¨b Ë c

 dÖ« ©n�«
  
a 1 ÁUÖÅÊ¬ ¨  a = ± 1 ®' UNMðI œbŽ ÈU¼ÅtOKŽÅÂu>± œ«bŽ« ¨± Ë  −1bM²>¼ ©Æ

 dÖ« ©»a b Ë b a ÁUÖÅÊ¬ ¨a = ± bÆ

 dÖ« ©Ûa b Ë a c Á«uK�œ Ë `O×Y œ«bŽ« È«“« tÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨m Ë n r¹—«œ ¨a mb + ncÆ

∫ U³Ł« dÖ« ©n�« 
  
a 1 ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
a ≤1 vMF¹ 

  
a =0 U¹ Ë 

  
a =1 dÖ« U'« Æ

  
a =0 ÁUÖÅÊ¬ ¨  a =0

 v�Ë
  
0 1 fÄ 

  
a =1 t−O²$ —œ Æ  a = ± 1Æ

 dÖ« ©»a b Ë b a `O×Y œbŽ ÁUÖÅÊ¬ q t� œ—«œ œułË aq = b `O×Y œbŽ Ë ′qœułË 

 t� œ—«œa = b ′q∫fÄ Æ

b = aq = b(q ′q )

 dÖ«  b =0U'«e�« Î   a =0 t−O²$ —œ Ë   a = b =0 dÖ« Æ  b ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ 
  
q ′q =1 vMF¹ ¨

  
′q 1«c� Ë 

  
′q = ± 1 fÄ Æa = ± b

 dÖ« ©Ûa b Ë a c `?O×Y œbŽ ÁU~$¬ q t� œ—«œ œułË b = aq `O×Y œbŽ Ë ′qœułË 

 t� œ—«œc = a ′q Á«uK�œ `O×Y œ«bŽ« È«“« tÐ Æm Ë nr¹—«œ 

mb + nc = maq + na ′q

= (mq + n ′q )a

∫fÄ

a mb + nc

¥ÅÅÅ‡‡µrO8Ið r²¹—u~3« ‡‡ÅÅÅ

 `O×Y œbŽ dÖ«a vFO³Þ œbŽ dÐ  bðIð ÂU−$« —œ ¨býU³$ d¹cÄÅrO>IUÐ rO>,dHY ełÅtÐ È«ÅÁb$ULO

OK� ÆœuýÅv' «bOÄ
Ò

ð r²¹—u~�«ò œuš v²MÝ rÝ« “uM¼ v�Ë X>O$ r²¹—u~�« p¹ tÇdÖ« tK¾>' XI«— årO>

∫“« XÝ«  —U³Ž Ë Áœd� kHŠ
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ÅÅÅÅÅ≥±

. ÈÅtOC¥ ∫ð r²¹—u~3«®I©rO8 dÖ« ∫a Ë `O×Y œbŽ p¹ bÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ vFO³Þ œbŽ p¹ 

 ÈU²J¹ œ«bŽ«  q ∈Z Ë rt� b$—«œ œułË 

a = bq + r  ,  0≤ r < b

®q  Ã—Uš.XL8 ¨r UÐ.Áb�ULO ¨a �I Âu8 Ëb �I tOKŽÅÂu8©Æb$uýÅv' ÁbO'U$

∫ U³Ł« t� rO¼œÅv' ÊUA$ X>K$   q ∈Z ¨ rXÐUŁ «— U¼ÅÊ¬ ÊœuÐ U²J¹ Ê¬ “« fÄ Ë b$—«œ œułË 

 Êu?Ç Ær?OM�Åv'a ¨b Ë q ¨b?$«Å`O×Y œ«bŽ« S = a − bq > 0:q ∈Z{ }œ«b?Ž« “« t?Žu?L−'d¹“ p¹ 

 t?� r?O?¼œÅv' ÊUA$ ÆXÝ« vFO³ÞSœb?Ž È«“« t?Ð Ær?¹d?ÐÅv' —U�ÅtÐ «— v³OðdðÅ‘uš qY« Ë X>O$ vNð 

 `O×Y
  
q = − a −1 ¨

  
a − bq > 0«d¹“ ª

a − bq = a + b a + b ≥ a + a +1≥1 > 0

' s¹« È«“« tÐ fÄI —«bq ¨a − bq ∈S «c� ÆSs¹dðÅpÇu� ÆXÝ« uCŽ s¹dðÅpÇu� È«—«œ 

 «— tŽuL−' s¹« uCŽr bM$U' ̀ O×Y ÈœbŽ  —uY s¹« —œ ÆrO'U$Åv' q t� œ—«œ œułË r = a − bqÆ

∫vMF¹

a = bq + r

 dÖ«r > bÁUÖÅÊ¬ ¨

  
r − b = a − b(q +1) ∈S

 ÊuÇ v�Ë  b > 0 fÄ r − b < rUM²' t� , Êœu?Ð s¹dðÅpÇu� UÐ ir fÄ ¨XÝ« r ≤ b‰UŠ Æ

 dÖ«r = b' I —«b
  
q1 = q +1 —uY s¹« —œ Ær¹dOÖÅv' dE$—œ «— 

  
a = bq1

 ÈUł tÐ t�r ¨
  
r1 =0 Á—«uL¼ fÄ Ær¹dOÖÅv' dE$—œ «—   0≤ r < brOM� ÷d2 ¨ÊœuÐ U²J¹  U³Ł« È«dÐ Æ

vMF¹ ¨býU³$ sOMÇ

  
0≤ r2 < b     

  
a = bq2 + r2    Å,    Å

  
0≤ r1 < b     

  
a = bq1 + r1

∫fÄ

0= b(q1 − q2) + r1 − r2

U¹

  
r2 − r1 = b(q1 − q2)

 vMF¹
  
b r2 − r1 dÖ« Æ

  
r2 − r1 ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
b ≤ r2 − r1d~¹œ ÈuÝ “« Æ

  
−b < r2 − r1 < b
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∫vMF¹

  
r2 − r1 < b

 UÐ s¹« t�
  
b ≤ r2 − r1UMð , fÄ Æœ—«œ i

  
r2 − r1 =0 vMF¹ Æ

  
r2 = r1 ÊuÇ Ë   b ≠ 0 ¨

  
q1 − q2 =0

 vMF¹
  
q2 = q1Æ

bOM* tłuð ÁUÖd¼ t�   r =0 ÁUÖÅÊ¬ ¨b aÆ

 ‰U¦�≤∫ È«dÐ   a =1028 Ë   b = 34r¹—«œ ¨

  

q =
1028

34






= 30

 œUL$ “« —uEM' UłÅs¹« —œ®x Š œbŽ `O×Y ¡eł ¨IOI vxÆXÝ« ©

Ë

  r =1028 − 30× 34 = 8

∫fÄ

  1028 = 34× 30+ 8

∆

 ÈU¼œdÐ—U� “« vJ¹,ð r²¹—u~�« ÈÅtOCIUÐ V>ŠdÐ œ«bŽ« ÈbMÐÅt²Ýœ ̈ rO>,ð ÈÅÁb$ULOIU¼ÅÊ¬ rO>

 XÐUŁ Ë vFO³Þ œbŽ dÐbÆXÝ« 

 ‰U¦�≥∫UÐ , dÐ ̀ O×Y œbŽ d¼ ÈÅÁb$ULO≤ œbŽ ̈∞ U¹ ±Ëœ tÐ «— ̀ O×Y œ«bŽ« VKD' s¹« ÆXÝ« 

ð t²ÝœIU?Ð t� «— Èœ«bŽ« ÂULð ÆbM�Åv' rO>, d?Ð U¼ÅÊ¬ ÈÅÁb$ULO≤ Å¨Å∞ vMF¹ ¨XÝ« ≤œ—U?LýÅv' «— U¼ÅÊ¬ 

 ÃË“Ð ËI «— œ«bŽ« ÈÅtO œdI∫Xýu$ Ê«uðÅv' vMF¹ ÆbM'U$Åv'

      Z = 0[ ]
2
U 1[ ]

2

Ê¬ —œ t�

    0[ ] 2
= n ∈Z :n = 2q,q ∈Z{ } = n ∈Z :2{ n}

Ë ¨ÃË“ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−'

    1[ ] 2
= n ∈Z :n = 2q +1,q ∈Z{ } = n ∈Z :2{ n}

ÆXÝ« œd2 œ«bŽ« ÈÅtŽuL−'∆

ÈU¼Å —uY “« vJ¹ tÐ UNMð Ê«uðÅv' «— `O×Y œbŽ d¼ VOðdð sOL¼ tÐ

  
4q ,4q +1,4q +2 ,4q + 3
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 Ê¬ —œ t� ̈ Xýu$  q ∈ZÆr¹«ÅÁbý UMý¬ Ê¬ UÐ t²ýcÖ ‰UÝ —œ t� XÝ« v²ANML¼ Y×³' ”UÝ« VKD' s¹« Æ

¥‡‡∂`O×� œ«bŽ« g¹UL� ‡‡ÅÅÅ

v?FO³Þ œ«bŽ« ÆXÝ« œ«bŽ« g¹UL$  —uY s¹dðÅ‰Ë«b²' ©È—UAŽ«® v¼b¼œ ÁU~²Ýœ “« ÁœUH²Ý«

 ÈU¼ÅÊ«uð V¹«d{  —uY tÐ Ê«uðÅv' «—±∞ö¦' Æœ«œ g¹UL$ Î œbŽ ≥¥∑∂µ∫“« XÝ«  —U³Ž 

3 ×10
4 + 4×10

3 + 7 ×10
2 +6 ×10

1 + 5 ×10
0

ò —œ Õö?DY« tÐ U¹ v¼b¼œ ÁU~²Ýœ —œ œ«bŽ« g¹UL$ q¹ôœ “« vJ¹ b¹UýÅÈÅt?¹UÄ U¹ ÈUM³�±∞å

 œułË±∞«b²Ð« «— g¹UL$ ÈÅÁu×$ s¹« ÆXÝ« t²2—Åv' —U�ÅtÐ vFO³Þ ‘—ULý —œ t� ÁœuÐ XÝœ XA~$« 

 U¼ÅÈbM¼, ‰UÝ “« q³∏∞∞»U²� —œ v'“—«uš vÝu' sÐbL×' «— VKD' s¹« Æb$«ÅÁœd� Ÿ«d²š« ÈœöO' 

¹dHð Ë lLłòo³Þ dÐ ̈o— g¹UL$ Ë Áœ«œ Õdý åÈbM¼ »U>Š , œUL$ UÐ dHY r∞s¹« —œ —UÐ sO�Ë« È«dÐ r¼ 

 UO{U¹— —œ t� r¼ Èd~¹œ ÁU~²Ýœ ÆbM'U$Åv' vÐdŽ ‡‡ ÈbM¼ «— ÁU~²Ýœ s¹« U¼Åv¹UÄË—« ÆXÝ« Áb'¬ »U²�

«— Ê¬ Ë bM²2dÖ U¼ÅvKÐUÐ “« «— Ê¬ dJ2 U¼ÅÊULK>' t� ÁœuÐ v²Bý XBý ÁU~²Ýœ ¨t²ý«œ œułË v'öÝ«

ð Ë v?'u−$  U³ÝU×' UÐ ◊U³ð—« —œ t� ¨XÝ« ÁœuÐ XBý œbŽ g¹UL$ s¹« ÈUM³' Æb$œd� qOLJðIrO>

 tÐ XŽUÝ∂∞œ ,OI?œ Ë t,OI tÐ t∂∞ ÈU?M?³' —œ œ«bŽ« g¹UL$ UÐ ÆXÝ« tO$UŁ ≤vKš«œ g¹UL$ —œ t� r¼ 

ÆrO²>¼ UMý¬ œË—Åv' —U�ÅtÐ dðuOá'U�

 “« dðÅ¯—eÐ vFO³Þ œbŽ d¼ vK� —uÞÅtÐ±ÆbýUÐ UM³' b$«uðÅv' 

. ÈÅtOCµ dÖ« ∫b “« dðÅ¯—eÐ vFO³Þ œbŽ p¹ ± vFO³Þ œbŽ d¼ ¨býUÐ n¹dÞ tÐ Ê«uðÅv' «— Iv

 —uY tÐ U²J¹

    n = akbk + ak−1b
k−1 +L+ a1b + a0

 Ê¬ —œ t?� ¨œ«œ g?¹UL$kv?ÐU?>Š œbŽ p¹ 
±

 d?¼ È«d?Ð Ë XÝ«     j =0,1,2 ,L , k ¨
  
0≤ a j ≤ b −1Ë 

  
ak ≠ 0Æ

∫ U³Ł«ð r²¹—u~�« dÖ« IUO�«u²' «— rO>Î ̈ r¹dOÖ —U� tÐ d¹“  —uY tÐ , «b²Ð« ÆœuýÅv' XÐUŁ tOCn

 dÐ «—bð IÆrOM�Åv' rO>

  
0≤ a0 ≤ b −1          

  
n = bq0 + a0

 ‰UŠ
  
q0 dÐ «— bð IrOM�Åv' rO>

  
0≤ a1 ≤ b −1          

  
q0 = bq1 + a1

±‡‡ÆbM¹uÖ vÐU>Š «— vHM'U$ `O×Y œbŽ d¼ 
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rO¼œÅv' t'«œ« «— qLŽ s¹«

  
0≤ a2 ≤ b −1          

  
q1 = bq2 + a2

  
0≤ a j+1 ≤ b −1    

  
q j = bq j+1 + a j+1

ì ÈÅt�U³$œ —œ
  
q0 ,q1 ,q2 ,∫r¹—«œ 

n > q0 > q1 > q2 > L≥0

®œ,X �M?Ob∫ 
  
q j > q j+1 '~?d Ë,²v? �t 

  
q j+1 =0¨ ÇuÊ œ— žO?d «¹s ŠU?�X¨   b > 1¨ 

  
a j+1 ≥0

Ë
  
q j+1 ≥1¨ Äf

  
q j = bq j+1 + a j+1 > q j+1©

 Uð d¦�«bŠ «— —U� s¹« «c�nœ ÊuÇ Æœ«œ t'«œ« Ê«uðÅv' tKŠd' ,OIUÎ   n −1nK²K' `O×Y œbŽ 

 Ë dHY sOÐn È«ÅtKŠd' —œ fÄ Æb$—«œ œułË 
  
qk =0∫r¹—«œ Ë 

qk−1 = b ×0+ ak  ,  0≤ ak ≤ b −1

«Öd Ðt? ðdðOV Ðt? łUÈ ¼d 
  
qk−1¨ 

  
qk−2ì¨

  
q2

¨ 
  
q1¨ 

  
q0 ŠUYq? ðI>O?r ¬Ê —« ÐMu¹>?Or¨ 2d'u?‰

'u—œ$Ed ÐtÅœÝX 'vÅ¬¹b Ë Ðb¹Nv «ÝX �t 
  
ak ≠ 0¨ “¹d« «Öd 

  
ak =0 ¬ÊÅÖUÁ 

  
qk−1 =0¨ Ë ¹p 'dŠKtÅÈ

,³q «“ ¬Ê ðu,n 'vÅ�dœ¹rÆ «Ł³U  ¹J²U¹v «¹s $LU¹g —« œ— 'IUÞl ð×BOKv ÐUôðd šu«¼Ob œ¹bÆ

 X�UŠ s¹« —œ®n∫bM¼œÅv' g¹UL$ d¹“  —uY tÐ «— 

n = (akak−1ak−2 La1a0)b

«— g¹UL$ s¹«
±

 ¨ œbŽ g¹UL�n ÈUM³� —œ b “« p¹d¼ ÆbM'U$Åv' ai p¹ «— U¼—. r ÈUM³' —œb

 Ë bM¹uÖ  k +1—« œ«bFð ¨, œbŽ ÂUn ÈUM³' —œ b bM¹uÖÅv' Ë XÝ« n ÈUM³' —œ b ¨  k +1— ,Æœ—«œ r©

 ÁU~²Ýœ —œ œ«bŽ« g¹UL$v¹ËœËœ ÈUM³' —œ U¹ ¨≤ÈdþUMð eO$ Ë dðuOá'U� —œ Ê¬ œdÐ—U� qO�œ tÐ ¨

 ̈ Ê¬ dÐ ÁËöŽ ÆXÝ« V�Uł —UO>Ð œ—«œ ‰UL²Š« —œ tJÝ »UðdÄ UÐ tDÐ«— —œ t�, ÈÅtOCµ«bOÄ UÐ tDÐ«— —œ 

UÐ Êœd�,ð ÈÅÁb$ULOIÆbOM� tłuð d¹“ ‰U¦' tÐ ÆœË—Åv' —U�ÅtÐ œ«bŽ« “« všdÐ dÐ rO>

 ‰U¦�¥ ∫.UÐ Êœd* «bOÄ ÈÅÁbŽU.ð ÈÅÁb�ULOI dÐ rO8≥ U¹ π

 dÖ«A = (an La1a0)10UÐ XÝ« dÐ«dÐ œbŽ s¹« rO$«œÅv' 

    A = an ×10
n + an−1 ×10

n−1 +L+ a1 ×10+ a0

±‡‡  —uY tÐ œbŽ s¹« g¹UL$ U¼Å»U²� “« všdÐ —œ     akak−1L a1a0ÆXÝ«

ì
ì
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ÅÅÅÅÅ≥µ

                      = (99L9

n678
+1)an + (99L9

n−1678
+1)an−1 +L+ (9+1)a1 + a0

       = 9(111L1

n678
an +11L1

n−1678
an−1 +L+ a1) + an + an−1 +L+ a1 + a0

UÐ fÄ,ð ÈÅÁb$ULOI rO>A dÐ π U¹®  ≥UÐ UÐ XÝ« dÐ«dÐ ©,ŸuL−' ÈÅÁb$ULO

an + an−1 +L+ a1 + a0

 dÐπ U¹® ≥ ¨tÐUA' ‘Ë— tÐ Æ©,UÐ Êœd� «bOÄ ÈÅÁbŽU,ð ÈÅÁb$ULOI dÐ œbŽ p¹ rO>±±«bOÄ Ê«uðÅv' eO$ «— 

©øt$u~Ç® Æœd�∆

¥‡‡∑U¼Ås¹dLð ‡‡

±∫bOM� «bOÄ œułË  —uY —œ «— d¹“ ÈU¼ÅtŽuL−' uCŽ s¹dðÅ¯—eÐ Ë s¹dðÅÅÅpÇu� ‡‡

 Å©n�«A = x ∈Z :0≤ x < 5{ }
 Å   ©ÅÅ»C = x ∈Z :0 < x ≤1{ }
Å    ©ÅÅÛE = x ∈Z :0≤ x < 1{ }

 ÈÅt?Žu?L?−?' uCŽ s¹dðÅ¯—eÐ®S “« X?Ý«  —U?³Ž 
  
s1 ∈S d?¼ È«dÐ t� ¨s ∈Sr?O?ýU?Ð t²ý«œ 

  
s ≤ S1

Å

©Å
±

Æ

≤ÆbýUÐ t²ý«b$ uCŽ s¹dðÅpÇu� t� bO$eÐ ‰U¦' `O×Y œ«bŽ« “« È«ÅtŽuL−'d¹“ ‡‡

≥s¹dðÅpÇu� È«—«œ ̈ —«b$«d� sO¹UÄ “« Ë ̀ O×Y œ«bŽ« “« vNðU$ ÈÅtŽuL−' d¼ t� bOM� XÐUŁ ‡‡

ÆXÝ« uCŽ s¹dðÅ¯—eÐ È«—«œ —«b$«d� ôUÐ “« Ë `O×Y œ«bŽ« “« vNðU$ ÈÅtŽuL−' d¼ Ë uCŽ

 t� rOM�Åv' È—Ë¬œU¹®  A ⊂ Z bM$U' ÈœbŽ dÖ« XÝ« —«b$«d� ôUÐ “«   n ∈ZtÐ t� œuý X2U¹ 

 d¼ È«“«a ∈A ¨a ≤ n sOMÇÅr¼ Ë   A ⊂ Z bM$U' ÈœbŽ dÖ« XÝ« —«b$«d� sO¹UÄ “«   n ∈ZX2U¹ 

 d¼ È«dÐ t� œuýa ∈A ¨n ≤ aÆ©

¥∫vÝbOLý—« XOYUš ‡‡

 dÖ« bOM� XÐUŁa Ë b vFO³Þ œbŽ p¹ ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ vFO³Þ œbŽ Ëœ nt� È—uÞ tÐ œ—«œ œułË 

na ≥ bÆ

± œUL$ ‡‡
  
s1 = maxS ÈÅtŽuL−' uCŽ s¹dðÅ¯—eÐ È«dÐ SÆœË—Åv' —U�ÅtÐ 
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µ bOM� XÐUŁ ‡‡ 
n

k






 vFO³Þ œ«bŽ« È«dÐ n Ë   0≤ k ≤ nÆXÝ« vFO³Þ œbŽ tAOL¼ 

∂ È«dÐ ©n�« ‡‡ÅÅ  n ≥2∫bOM� XÐUŁ ¨

    

2

2






+

3

2






+L+

n

2






=

n +1

  3







»© ÐU «Ý²HUœÁ «“ ,>LX «�n Ë «¹sÅ�t Ðd«È ¼d Žbœ Þ³OFv   m ≥2¨

  

2
m

2






+ m = m2

t� bOM� XÐUŁ

1
2 +2

2 +L+ n2 =
n(2n +1)(n +1)

6

∑ dÐ d¹“ œ«bŽ« “« p¹ÅÂ«b� ‡‡≤≤ð Iøb$d¹cÄÅrO>

 ©n�«∞ ©»¥¥¥

 ©Û±∑±∂ © ≥≤µ±∂≠

∏ d?Ö« ©n?�« ‡‡ÅÅÅÅÅa ¨b ¨c Ë d Ë b?M?ýU?Ð `?O?×Y œ«bŽ«   a ≠ 0¨  c ≠ 0¨a b Ë c db?O?M?� X?ÐUŁ 

ac bdÆ

 dÖ« bO¼œ ÊUA$ ©»a ¨b Ë   c ≠ 0 ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ `O×Y œ«bŽ« a b dÖ« UNMð Ë dÖ« ac bcÆ

 d?¼ È«d?Ð d?Ö« b?OM� XÐUŁ ©Û    i =1,2,L, n¨a bi Á«u?K?�œ `?O?×?Y œ«bŽ« È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ 
  
m1¨

  
m2ì ¨ Ë mnr¹—«œ 

    a m1b1 + m2b2 +L+ mnbn

π Ã—Uš ‡‡,UÐ Ë XL>,ð r²¹—u~�« —œ «— Áb$ULOIË ̈ d¹“ œ«bŽ« “« p¹d¼ rO>, dÐ t� v²±∑ð IrO>

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ b$uý

 ©n�«±∞∞ ©»¥¥≠

±∞œb?Ž Ëœ l?L?ł q?YU?Š s?O?M?ÇÅr?¼ Ë ÃË“ `?O?×Y œbŽ Ëœ lLł qYUŠ bOM� XÐUŁ ©n�« ‡‡

ÆXÝ« ÃË“ ¨œd2 `O×Y

ÆXÝ« œd2 ¨œd2 œbŽ Ëœ »d{ qYUŠ bOM� XÐUŁ ©»

±±  —uY tÐ œbŽ Ëœ d¼ »d{ÅqYUŠ bOM� XÐUŁ ©n�« ‡‡
  
4q +1d¼ »d{ÅqYUŠ sOMÇÅr¼ Ë 
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  —uY tÐ œbŽ Ëœ
  
4q + 3  —uY tÐ ¨

  
4q +1 ÆXÝ«   (q ∈Z )

  —uY tÐ œd2 œbŽ d¼ l³M' bOM� XÐUŁ ©»
  
8q +1ÆXÝ« 

±≤  —uY tÐ œbŽ Ëœ »d{ÅqYUŠ bO¼œ ÊUA$ ‡‡
  
6q + 5  —uY tÐ 

  
6q +1ÆXÝ« 

±≥ »d{ÅqYUŠ bOM� XÐUŁ ‡‡≥ dÐ v�«u²' vFO³Þ œbŽ ∂ð IÆXÝ« d¹cÄÅrO>

±¥ œbŽ ©n�« ‡‡≤≥∂ ÈUM³' —œ «— ∑ÆbO>¹uMÐ 

 œbŽ ©»
  
(10010011)2 ÈUM³' —œ ÈœbŽ tÇ dÐ«dÐ ±∞øXÝ« 

 œbŽ ©Û±∏∂¥ ÈUM³' —œ «— ≤ÆbO>¹uMÐ 

œbŽÅ © 
  
(a35b06)

16
 ÈUM³' —œ «— ±∞ÆbO>¹uMÐ 

œ®, “« d?²?AOÐ UM³' dÖ« t� bOM� X±∞—« ¨býUÐ , “« d?²AOÐ ÂUπ UÐ VOðdð tÐ «— a ¨b ¨c ¨dì Ë 

ö¦' vMF¹ ¨bM¼œÅv' g¹UL$Î ÈUM³' —œ ±∂ ¨  a =10¨   b =11 ¨  c =12¨  d =13 ¨  e =14Ë   f =15Æ

 UÐ «— ôUÐ œbŽ r¼ v¼UÖ t²³�«(10 3  5  11 0 6)
16

ÆbM¼œÅv' g¹UL$ r¼ ©

v{U¹— ÈÅtK−�

UÐ «— œ«bŽ« ̈ ÁU~²Ýœ s¹« —œ ÆbM²2dÖ —U�ÅtÐ U¼Åv$U$u¹ «b²Ð« «— Èe'— œ«bŽ« ÁU~²Ýœ

b?−?Ð« ·Ëd?Š “« —u?2Ë t?Ð eO$ ÂöÝ« —uNþ “« bFÐ ÈÅÁ—Ëœ —œ Æb$œ«œÅv' g¹UL$ ·ËdŠ

¹d?Þ s?¹« ÆX?2dÖÅv'  —uY U¼ÅÊ¬ UÐ vðU³ÝU×' Ë býÅv' ÁœUH²Ý«I?»U?>Š «— t³ÝU×' t

ł
Ô

LÒ∫XÝ« d¹“ Õdý tÐ Ê¬ ‰Ëbł Ë bM¹uÖÅv' q

ł »U>Š
Ô

LÒa?¹—U?ð ÈÅÁœU?' Ê«uMŽ tÐ Àœ«uŠ a¹—Uð j³{ —œ ©Èb−Ð« »U>Š® q

ÆœË—Åv' —U�ÅtÐ

±»Ãœ‡¼Ë“Õ◊È

±≤≥¥µ∂∑∏π±∞

„‰ÂÊ”Ÿ·’

≤∞≥∞¥∞µ∞∂∞∑∞∏∞π∞

‚—‘ ÀŒ–÷ÿ⁄

±∞∞≤∞∞≥∞∞¥∞∞µ∞∞∂∞∞∑∞∞∏∞∞π∞∞±∞∞∞



ÅÅÅÅÅÅÅÅ≥∏

  ـ اعداد اول٥فصل

qB� µ

‰Ë«  œ«b
«

 qB� —œ
ð ̈ q³Iœ«bŽ« “« všdÐ Æbý ÕdD� tDÐ«— p¹ Ê«uMŽ tÐ ̀ O×% œbŽ Ëœ d¼ Èd¹cÄÅrO,

ð vFO³Þ œ«bŽ« “« ÈœU¹“ œ«bFð dÐI q¦� ¨b1d¹cÄÅrO,≤¥ vFO³Þ œ«bŽ« dÐ t4 ± ¨Å≤ ¨Å≥ ¨Å¥ ¨Å∂ ¨Å∏ ¨Å±≤Ë 

≤¥ð I� êO¼ vFO³Þ œ«bŽ« “« d~¹œ È«Åt²Ýœ ‰UŠ s¹« UÐ ÆXÝ« d¹cÄÅrO,I ełÅÅtÐ vNOKŽ Âu,±Ê¬ œuš Ë 

 dOž œ«bŽ« s¹« Æb1—«b1 œbŽ±ÆbM�U1Åv� ‰Ë« œ«bŽ« «— 

∫n¹dFð “« d?Ož vFO³Þ œbŽ d¼ ± d?Ð eł t4 «— ±Èd?~¹œ vFO³Þ œbŽ êO¼ dÐ ‘œuš Ë 

ðI? b?ýU?³?1 d¹cÄÅrO, ‰Ë« œb?Ž e?łÅt?Ð v?F?O?³?Þ œbŽ d¼ ÆbM¹uÖ± ¨X?,?O1 ‰Ë« t4 «— V?�d� œbŽ

ÆbM�U1Åv�

 ‰U¦�± œ«bŽ« ∫≤ ¨Å≥ ¨Åµ ¨Å∑ Ë ±± œ«bŽ« Ë ‰Ë« ¥ ¨Å∂ ¨Å∏ ¨Åπ Ë ±∞Æb1«ÅV4d� 

� ÈÅtOC±∫ eł tÐ `O×% œbŽ d¼ ± Ë   −1«bŠ 
� p¹ qIÆœ—«œ ‰Ë« tOKŽÅÂu,

 U³Ł« «— dE1 œ—u� ̀ O×% œb‡Ž d‡¼ ∫a d‡Ö« ÆrO�U1Åv�   a =0Æœ—ULýÅv‡� «— Ê¬ vRË« œb‡Ž d‡¼ ̈

 dÖ«  a ≠ 0 rOM4Åv� ÷d� ¨S� ÂU?Lð ÈÅtŽuL−� I “« dðÅ¯—eÐ ÈU¼ÅtOKŽÅÂu,± `O×% œbŽ a ÆbýUÐ S

 ÊuÇ ¨X,O1 vNða ∈S uCŽ s¹dðÅpÇu4 ÆS «— m ÆrO�U1Åv� ® «dÇS©øœ—«œ uCŽ s¹dðÅpÇu4 

m dÖ« «d¹“ ¨XÝ« ‰Ë« m v?F?O³Þ œbŽ ÁUÖÅÊ¬ býU³1 ‰Ë« 
  
m1 > 1¨

  
m1 ≠ m t4 œ—«œ œułË 

  
m1 mÆ

 f?Ä
  
m1 u?C?Ž r¼ S X?Ý« ® Êœu?Ð d?ðÅp?Çu?4 U?Ð t4 ©ø«dÇmU?Mð —œ 
 f?Ä ÆX?Ý« iaU?L?²?Š Îp¹ 

�I bM1U� ‰Ë« tOKŽÅÂu,mÆœ—«œ 

� ÈÅtOC≤Æb1—«œ œułË ‰Ë« œbŽ X¹UN1ÅvÐ ∫
±

∫ U³Ł« œ«bŽ« rO1«œÅv� ≤ ¨Å≥ ¨ÅµrOM4Åv� ÷d� ¨býUÐ v¼UM²� tRU³1œ s¹« dÖ« ‰UŠ ¨b1«Å‰Ë« ì Ë 

± ‰UÝ œËbŠ —œ ”bOK
« «— tOC
 s¹« ‡‡≥∞∞ÆXÝ« Áœd4  U³Ł« œöO� “« q³
 



قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

ÅÅÅÅÅÅÅÅ≥π

    p1, p2 ,L , pn ÆbMýUÐ ‰Ë« œbŽ UNMð m = p1p2 Lpn +1 Êu?Ç Ær¹dOÖÅv� dE1—œ «— mœbŽ p¹ 

 nRUe� Ë vFO³Þ
  
p1¨

  
p2ì Ë pn ̈ XÝ« m� p¹ fÄ ÆbýUÐ V4d� b¹UÐ I«— Ê¬ t4 œ—«œ ‰Ë« tOKŽÅÂu,

pj∫r¹—«œ ÆrO�U1Åv�Å

    
pj m  , p j p1p2 L pn

 fÄ    m − (p1p2 L pn ) dÐ pjð I vMF¹ ÆXÝ« d¹cÄÅrO,
  
pj 1œ«b?Fð «cR ÆXÝ« sJL� dOž t4 

ÆXÝ« v¼UM²�U1 ‰Ë« œ«bŽ«

� ÈÅtOC≥ dÖ« ∫n ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ V4d� œbŽ p¹ n«bŠ 
� p¹ qI“« dðÅpÇu4 ‰Ë« tOKŽÅÂu,

nÆœ—«œ Ê¬ UÐ ÈËU,� U¹ 

∫ U³Ł« ÊuÇ n fÄ ¨XÝ« V4d� n = ab t4 È—uÞÅtÐ   1 < a ≤ b < n dÖ« Æa > nÁUÖÅÊ¬ ¨

b > n t−O²1 —œ Ë n = ab > nUMð p¹ t4 
UL²Š fÄ ÆXÝ« iÎ a ≤ n ÊuÇ Æ  a ≠ 1dÐUMÐ fÄ ̈


 ÈÅt?OC± ‰Ë« œbŽ p t?4 œ—«œ œułË p a ÊuÇ Ë a n fÄ p n U�« Æp ≤ a ‰Ë« œb?Ž vMF¹ ¨p

 t4 œ—«œ œułËp n Ë p ≤ nÆ

 pL4 tÐ
 ÈÅtOC≥Æœd4 vÝ—dÐ «— ÈœbŽ d¼ ÊœuÐ ‰Ë« Ê«uðÅv� 

 ‰U¦�≤∫×ð rO¼«ušÅv� IOo œbŽ rOM4 ¥∑∫rOM4Åv� Áb¼UA� Æt1 U¹ XÝ« ‰Ë« 

2 47  ,  3 47  ,  5 47

 Êu?Ç Ë  6 < 47 < 7 “« d?ðÅp?Çu?4 ‰Ë« œ«b?Ž« UNMð «cR ¨  47 œ«b?Ž« Ê¬ U?Ð ÈËU?,� U¹ ≤¨Å≥ Ë µ

 Â«b4ÅêO¼ t4 bM²,¼¥∑ fÄ Æb1—ULýÅvL1 «— ¥∑ÆXÝ« ‰Ë« 


 ÈÅtOC≥ bM¹«d� ”UÝ«   ‰UÐdžð«—«$Ú²s‡Ú ö¦� ÆXÝ«ÎdðÅpÇu4 ‰Ë« œ«bŽ« sOOFð È«dÐ 

 “«±∞∞ “« dðÅpÇu4 œ«bŽ« ‰Ë« ÈU¼Å»dC� ÂULð ¨  100 =10 ÈU¼Å»dC� vMF¹ ≤ ¨Å≥ ¨ÅµË 

∑ “« œ«b?Ž« ‰Ëbł “« «— ± Uð ±∞∞‰U?Ðd?ž “« È«Åt?1u?L1 bFÐÅÈÅt×H% ‰Ëbł ÆrOM4Åv� ·cŠ 

ÆXÝ« s²,ð«—«



ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥∞

  ـ اعداد اول٥فصل

 sOÐ ‰Ë« œ«bŽ« UNMð t−O²1 —œ Ë± Uð ±∞∞∫“« b1«Å —U³Ž 

2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97

µ‡‡ÅÅÅ±„d²A� tOKŽÅÂu$I� s¹dðÅ¯—eÐ ‡‡

 `O×% œbŽ t4 rO1«œÅv�c� «— I `?O×% œbŽ Ëœ „d²A� ÈÅÁb1—ULý U¹ tOKŽÅÂu,a Ë bbM¹uÖ 

 ÁUÖd¼c aË c bÆ

∫n¹dFð vFO³Þ œbŽ d «— „d²A� tOKŽÅÂu$I� s¹dðÅ¯—eÐ `O×% œbŽ Ëœ ©Â ÆÂ Æ»® aË 

b«bŠ t4® 
 dÖ« ¨bM¹uÖ ©XÝ« dH% nRUe� U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ qd� p¹ I „d²A� tOKŽÅÂu,a Ë bË ¨býUÐ 

�I d~¹œ „d²A� ÈU¼ÅtOKŽÅÂu,a Ë b “« ¨d� s¹dðÅ¯—eÐ ÆbMýUÐ dðÅpÇu4 IœbŽ Ëœ „d²A� tOKŽÅÂu,

a Ë b UÐ «— (a,b)bM¼œÅv� g¹UL1 
±

Æ

91

21

11

81

41

31

51

61

71

92

82

72

62

52

42

32

2

12

22

94

84

74

64

54

44

34

24

14

4

96

86

76

66

56

46

36

26

16

6

97

77

67

47

37

17

7

87

27

57

98

88

78

68

58

48

38

28

18

8

99

89

79

69

59

49

39

29

19

9

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10

95

85

75

65

55

45

35

25

15

5

63

83

73

53

43

23

13

3

33

93

± „d²A� tOKŽÅÂu,I� ‡‡aË b œUL1 UÐ «— a     b ÆbM¼œÅv� g¹UL1 r¼  



قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥±

 ‰U¦�≥∫�ÅI „d²A� ÈU¼ÅtOKŽÅÂu,≤¥ Ë ∏¥∫“« b1«Å —U³Ž 

  
± 1, ± 2, ± 3, ± 4, ± 6, ± 12

∫fÄ

  (24,84) =12

Ëœ d¼ t4® `O×% œbŽ Ëœ ÂÆÂÆ» t4 œd4 XÐUŁ Ê«uðÅv� v³OðdðÅ‘uš q%« Z¹U²1 “« ÁœUH²Ý« UÐ

 Ê¬ dÐ ÁËöŽ ©ø«dÇ® Æœ—«œ œułË Á—«uL¼ ©bM²,O1 dH%
∫r¹—«œ «— d¹“ ÈÅtOC

� ÈÅtOC¥� s?¹dðÅ¯—eÐ ∫I `?O×% œbŽ Ëœ „d²A� tOKŽÅÂu,a Ë b«bŠ t4 
U?¼ÅÊ¬ “« vJ¹ q

ÈÅtŽuL−� uCŽ s¹dðÅpÇu4 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨X,O1 dH%

S = ma + nb:m,n ∈Z ,ma + nb > 0{ }
∫ U³Ł« ÈÅt?ŽuL−� S«bŠ 
ÆX?Ý« u?CŽ s¹dðÅpÇu4 È«—«œ fÄ ©ø«dÇ® œ—«œ uCŽ p¹ q

 rOM4Åv� ÷d�d uCŽ s¹dðÅpÇu4 S¨býUÐ 

d = m0a + n0b > 0 ,  m0, n0 ∈Z

ð r²¹—u~R« “«Ir¹—«œ rO,

  
a = dq + r  ,  0≤ r < d

 dÖ«  r > 0 rO1«œÅv� r ∉S ÊuÇ r < dvRË ¨

r = a − m0aq − n0bq = (1− m0q)a − (n0q)b

vDš VO4dð
±

 a Ë b ÊœuÐ s¹dðÅpÇu4 UÐ t4 XÝ« dUMð —œ 
 fÄ ÆXÝ« i  r =0 vMF¹ Æd aÆ

 V?O?ðd?ð sOL¼ tÐd b v?M?F¹ Æd� I „d?²?A?� t?OKŽÅÂu,a Ë b d?Ö« ÆXÝ«   c > 0¨c a Ë c bÁU?ÖÅÊ¬ ¨

  
c (am0 + bn0) vMF¹ c d fÄ c ≤ d t−O²1 —œ Æd� s¹dðÅ¯—eÐ I „d²A� tOKŽÅÂu,a Ë bÆXÝ« 

 ÁUÖd¼ t4 œd4 XÐUŁ Ê«uðÅv�a = bq + r ÁUÖÅÊ¬ (a, b) = (b, r) Æ®©ø«dÇ

« r?²?¹—u?~R« ÈUMÐd¹“ ¨VKD� s¹«
� s?¹d?ðÅ¯—e?Ð s²�U¹ È«dÐ ”bOKI?œb?Ž Ëœ „d?²A� tOKŽÅÂu,

 `O×%a Ë bÆXÝ« 

« r²¹—u~R«
 dÖ« t4 bM4Åv� qLŽ t1uÖÅs¹bÐ ”bOK
  
r0 = a > 0 Ë 

  
r1 = b > 0ÁUÖÅÊ¬ ¨

  
0≤ r2 < r1     

  
r0 = r1q1 + r2

± d¼ È«dÐ ‡‡  n ∈Z ¨m ¨ma + nb vDš VO4dð p¹ «— a Ë bÆbM�U1Åv� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥≤

  ـ اعداد اول٥فصل

∫fÄ

  
(a, b) = (r0, r1) = (r1, r2)

sOMÇÅr¼

  
0≤ r

3
< r2      

  
r1 = r2q2 + r3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

(a, b) = (r1, r2) = (r1, r
3

)

  M

  
0≤ rn−1 < rn−2    rn−3

= rn−2qn−2 + rn−1

(a, b) = (rn−3
, rn−2) = (rn−1, rn−2)

  
0≤ rn < rn−1     rn−2 = rn−1qn−1 + rn

(a, b) = (rn−1, rn−2) = (rn−1, rn )

ÊuÇ

a = r0 > r1 > r2 L≥0

UÐ tKŠd� bMÇ “« fÄ
 “« d²AOÐ «d¹“ ¨bý b¼«uš dH% Áb1ULOaË dH% sOÐ nK²e� `O×% œbŽ 

a vFO³Þ œbŽ p¹ È«dÐ fÄ ÆX,O1  n r¹—«œ
  
rn+1 =0 Ë 

  
rn−1 = rnqnÆt−O²1 —œ 

  
(a, b) = (rn−1, rn ) = (rn ,0) = rn

 t4rnUÐ s¹dš¬ 
ð “« t²ý— s¹« —œ dH%dOž ÈÅÁb1ULOIÆXÝ« vR«u²� ÈU¼ÅrO,

 ‰U¦�¥∫

  (30,72) = (30,72−2× 30) = (30,12)

                     = (2×12+6,12) = (6,12) = (6,2×6 +0) = (6,0) = 6

ôuLF� t4Î∫bM,¹u1Åv� d¹“ v1UÐœd1 ÈÅt%öš  —u% tÐ 

 ≤     ≤      ≤XL,
 Ã—Uš       

 ∂     ±≤    ≥∞         ∑≤

 ∞     ∂      ±≤   
    

Áb1ULO
UÐ 

∆



قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥≥

� ÈÅtOCµ vFO³Þ œbŽ ∫d� s¹dðÅ¯—eÐ I `O×% œbŽ Ëœ „d²A� tOKŽÅÂu,a Ë bË dÖ« XÝ« 

dÖ« UNMð

± ©d a Ë d bË 

≤ ÁUÖd¼ ©c a Ë c b ÁUÖÅÊ¬ ¨c dÆ

∫ U?³Ł« dÖ« d = (a, b) ÁUÖÅÊ¬ d a Ë d b ◊d?ý v?MF¹ ±dÐ 
œ«b?Ž« Ê¬ d?Ð ÁËöŽ ÆXÝ« —«d

 `O×%m Ë nt4 b1—«œ œułË 

d = ma + nb

 dÖ« ‰UŠc a Ë c b ÁUÖÅÊ¬ c d ◊dý vMF¹ ≤dÐ r¼ 
ÆXÝ« —«d

 d?Ö« fJŽdÐdu� ◊dý Ëœ —œ ‚b% ‚ Ë bM4 c� p¹ I? X?³¦� „d²A� tOKŽÅÂu,a Ë b¨b?ýUÐ 

 ÁUÖÅÊ¬c d vMF¹ c ≤ d fÄ Æd „d²A� tOKŽÅÂu,I� s¹dðÅ¯—eÐ a Ë bÆXÝ« 

∫n¹dFð `O×% œbŽ Ëœ a Ë b «— ‰Ë« r¼ tÐ X³$6 U¹  s¹U³²� ÁUÖd¼ ¨bM¹uÖ  (a, b) =1Æ

 ‰U¦�µ∫ œ«bŽ« π Ë ±∞ œbŽ Ëœ eO1 Ë ≤µ Ë ¥≤Æb1«Å‰Ë« r¼ tÐ X³,1 ∆

 “« ÁœUH²Ý« UÐ
 ÈÅtOC¥ `O×% œbŽ Ëœ t4 œd4 XÐUŁ Ê«uðÅv� ¨a Ë bË dÖ« b1«Å‰Ë« r¼ tÐ X³,1 

 `O×% œ«bŽ« dÖ« UNMðm Ë nt4 bMýUÐ t²ý«œ œułË 

  1= ma + nb

� ÈÅtOC∂« rR® ∫
 dÖ« Æ©”bOKa bc Ë   (a, b) =1 ÁUÖÅÊ¬ a cÆ

∫ U³Ł« `O×% œ«bŽ« m Ë nU¼ÅÊ¬ È«dÐ t4 œd4 «bOÄ Ê«uðÅv� «— 

  1= ma + nb

∫fÄ

c = cma + cnb

 ÊuÇ U�«a bc fÄ ¨bc = aqt−O²1 —œ Æ

c = cma + naq = (cm + nq)a

 vMF¹a cÆ

� ÈÅtOC∑ dÖ« ∫p Ë býUÐ ‰Ë« œbŽ p¹ p ab ÁUÖÅÊ¬ ¨p a U¹ p bÆ

∫ U³Ł« dÖ« p a ÁUÖÅÊ¬ ¨
  
(p,a) =1 dÖ« «d¹“ ¨(p,a) = d Ë   d ≠ 1 ÁUÖÅÊ¬ d = p Æ®©ø«dÇ

Ä fp aUMð p¹ t4 
 t−O²1 —œ ÆXÝ« i
  
(p,a) =1³Þ fÄ ¨o 
 ÈÅtOC∂ ¨p bÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥¥

  ـ اعداد اول٥فصل

� s¹dðÅ¯—eÐ n¹dFðI∫œ«œ rOLFð Ê«uðÅv� eO1 œbŽ bMÇ tÐ «— œbŽ Ëœ „d²A� tOKŽÅÂu,

∫n¹dFð� s¹dðÅ¯—eÐ I „d²A� tOKŽÅÂu,n `O×% œbŽ     an ,L ,a2 ,a1dH% U¼ÅÊ¬ v~L¼ t4 

UÐ «— œbŽ s¹« Æœ—ULAÐ «— `O×% œ«bŽ« s¹« ÂULð t4 v×O×% œbŽ s¹dðÅ¯—eÐ “« XÝ«  —U³Ž bM²,O1

    (a1 ,a2,L ,an )t4 œd4 XÐUŁ Ê«uðÅv� ÆbM¼œÅv� g¹UL1 

(a1 ,a2,L ,an ) = (a1 ,a2,L ,an−2,(an−1,an ))

 ‰U¦�∂∫

  (24, 30,72) = (24,(30,72))

  = (24,6) = 6

∆

µ‡‡ÅÅ≤»U$Š ÈœUOMÐ ÈÅtOC� ‡‡

1I—œ Æœ—«œ X?OL¼« —UO,Ð `O×% œ«bŽ« ÂULð ÈÅÁb1“UÝ d%UMŽ Ê«uMŽ tÐ ‰Ë« œ«bŽ« vK%« g


∫rOM4Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— VKD� s¹« d¹“ ÈÅtOC

� ÈÅt?OC∏ “« d?ðÅ¯—e?Ð v?F?O³Þ œbŽ d¼ ∫±t?Ð U?²?J?¹ —u?ÞÅt?Ð V?Oðdð tÐ tłuð ÊËbÐ Ê«uðÅv� «— 

 vMF¹ ÆXýu1 ‰Ë« œ«bŽ« »d{Åq%UŠ  —u%n  —u% tÐ Ê«uðÅv� «—     n = p1 p2 L pkœ«œ g¹UL1 

 d¼ È«dÐ Ê¬ —œ t4i ¨pi œbŽ ÈÅt¹e−ð «— g¹UL1 s¹« ÆXÝ« ‰Ë« ÈœbŽ nÆbM�U1Åv� ‰Ë« ÈU¼Åq�UŽ tÐ 

 ÈÅt?²J6±∫‰Ë« œb?Ž b?M?Ç »d?{Åq?%U?Š Ê«u?ðÅv?� ¨‰Ë« ÈU¼Åq�UŽ tÐ vFO³Þ œ«bŽ« t¹e−ð —œ 

vMF¹ ¨Xýu1 Ê¬ “« v1«uð  —u%ÅtÐ «— ÈËU,�

    

n = p
1

α
1p

2

α
2 L pr

α r = pi
α i

i=1

r
∏

 Ê¬ —œ t4piË e?¹U?L²� ‰Ë« œ«bŽ« U¼α i «— g?¹U?L1 s¹« Æb1«ÅvFO³Þ Èœ«bŽ« U¼ ·—U?F?²� g¹UL1 œbŽn

ÆbM�U1Åv�

 ÈÅt²J6≤∫ È«dÐ   n =1 Ê«uðÅv� ̈
  
1= p0

 t4 vRUŠ—œ ̈ X�dÖ dE1—œ «— pb1«uðÅv� vRË« œbŽ d¼ 

ÆbýUÐ

 ÈÅt²J6≥∫∫œ«œ g¹UL1 d¹“  —u% tÐ Ê«uðÅv� «— vFO³Þ œbŽ d¼ vK4 —uÞ tÐ 

    
n = p

α p(n)

p
∏ = 2

α 2(n)
3
α 3(n)

5
α 5(n) L



قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥µ

Ê¬ —œ t4

p
∏ ‰Ë« œbŽ d¼ È«dÐ Ë XÝ« ‰Ë« œ«bŽ« ÂULð ÈË— »d{ ÂuNH� tÐ p ¨α p (n)s¹dðÅ¯—eÐ 

 Ê«uðp œbŽ t4 XÝ« n∫bM,¹u1Åv�  —u% s¹« tÐ Ë œ—ULýÅv� «— 

p
α p (n)

n

 vMF¹p
α p (n)

n vRË 
  
p
α p (n)+1

n ® dÖ« t4 XÝ« `{«Ëp > nUL²Š ¨Î 
  
α p (n) =0©

 ‰UŠ
∫rOM4Åv� ÊUOÐ  U³Ł« ÊËbÐ «— d¹“ ÈÅtOC

� ÈÅtOCπ dÖ« ∫a = p
1

α 1p
2

α 2 L pn
α n

 Ë     b = p
1

β 1p
2

β 2 L pn
β n

ÁUÖÅÊ¬ ¨

d = (a, b) = p
1

γ 1p
2

γ 2 L pn
γ n

 œbŽ d¼ È«dÐ Ê¬ —œ t4i¨

γ i = min{α i , β i}

œ®
 ‰Ë« œb?Ž È«d?Ð d?Ö« t?4 b?O?M?4 Xp ¨p n g?¹U?L?1 —œ «— Ê¬ Ê«u?ð ÁUÖÅÊ¬ ¨nd?H?% U?Ð d?Ð«d?Ð 

©Ær¹dOÖÅv�

 ‰U¦�∑∫

  30= 2
1 × 3

1 × 5
1

     72 = 2
3 × 3

2 = 2
3 × 3

2 × 5
0

 fÄ  (30,72) = 2
1 × 3

1 × 5
0 = 6

∆

µ‡‡ÅÅÅ≥„d²A� »dC� s¹dðÅpÇu� ‡‡

 `O×% œbŽ rO1«œÅv�c `O×% œbŽ Ëœ „d²A� »dC� «— a Ë b ÁUÖd¼ ¨bM�U1Å a c Ë b cÆ

∫n¹dFð œbŽ m «— „d²A� »dC� s¹dðÅpÇu‡� `O×% œbŽ Ëœ ©ÂÆÂÆ„® a Ë b¨bM�U1Å 

 ÁUÖd¼m œbŽ Ëœ X³¦� „d²A� »dC� a Ë b dÖ« Ë býUÐ a c Ë b c ÁUÖÅÊ¬ m ≤ cs¹dðÅpÇu4 Æ

 œbŽ Ëœ „d²A� »dC�a Ë b UÐ «— a.b[ ]±

ÆbM¼œÅv� g¹UL1 

 dH%dOž œbŽ Ëœ „d²A� »dC� s¹dðÅpÇu4 œułËa Ë bv³OðdðÅ‘uš q%« “« ÁœUH²Ý« UÐ «— 

Æœd4 XÐUŁ Ê«uðÅv�

± „d²A� »dC� s¹dðÅpÇu4 ‡‡a Ë bÆbM¼œÅv� g¹UL1 r¼         œUL1 UÐ «— a    b



ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥∂

  ـ اعداد اول٥فصل

 ‰U¦�∏∫ œ«bŽ« X³¦� „d²A� ÈU¼Å»dC� ¥ Ë ∂∫“« b1«Å U³Ž 

    12,24, 36,L

 U¼ÅÊ¬ s¹dðÅpÇu4 t4±≤ vMF¹ ÆXÝ« 
  
4,6[ ] =12Æ∆


ÊU?O?Ð  U?³?Ł« ÊËb?Ð b?1œb?Ž Ëœ „d?²?A?� »d?C?� s¹dðÅpÇu4 UÐ tDÐ«— —œ t4 «— d¹“ ÈU¼ÅtOC

ÆrOM4Åv�

� ÈÅtOC±∞ dH%dOž `O×% œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ ∫ a Ëb ¨m = a,b[ ]dÖ« UNMð Ë dÖ« 

± ©a m Ë b mË 

≤ dÖ« ©a c Ë b c ÁUÖÅÊ¬ ¨m cÆ

�ÈÅtOC±±  dÖ« ∫a = p
1

α 1p
2

α 2 L pn
α n

 Ë     b = p
1

β 1p
2

β 2 L pn
β n

ÁUÖÅÊ¬ ¨

m = [a, b] = p
1

θ 1p
2

θ 2 L pn
θ n

 d¼ È«dÐ Ê¬ —œ t4i¨θ i = max{α i , β i}

�ÈÅtOC±≤ dH%dOž `O×% œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ ∫a Ë b∫r¹—«œ 

a,b[ ] (a, b) = ab

 ‰U¦�π∫

  30= 2
1 × 3

1 × 5
1

         72 = 2
3 × 3

2 = 2
3 × 3

2 × 5
0

                [30,72] = 2
3 × 3

2 × 5
1 = 360

         [30,72]× (30,72) = 360×6 = 2160

                     30× 72 = 2160

∆

∫n¹dFð dH%dOž ̀ O×% œ«bŽ« „d²A� »dC� s¹dðÅpÇu4     a1 ,a2,L ,an“« XÝ«  —U³Ž 

ð U¼ÅÊ¬ ÈÅtL¼ dÐ t4 X³¦� ̀ O×% œbŽ s¹dðÅpÇu4I UÐ «— Ê¬ Ë ̈ býUÐ d¹cÄÅrO,    [a1 ,a2,L ,an ]g¹UL1 

ÆbM¼œÅv�

t4 œd4 XÐUŁ Ê«uðÅv�

    [a1 ,a2,L ,an ] = a1 ,a2,L ,an−2,[an−1 ,an ][ ]



قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

ÅÅÅÅÅÅÅÅ¥∑

 ‰U¦�±∞∫

∫‰Ë« Á«— 
  
10,4,6[ ] = 10, 4,6[ ][ ] = [10,12] = 60

∫ÂËœ Á«—   10= 2
1 × 5

1 = 2
1 × 3

0 × 5
1

 4 = 2
2 = 2

2 × 3
0 × 5

0

   6 = 2× 3 = 2
1 × 3

1 × 5
0

    
  
10,4,6[ ] = 2

2 × 3
1 × 5

1 = 60

∆

µ‡‡ÅÅÅÅ¥U¼Ås¹dLð ‡‡

±øb1«ÅV4d� p¹ÅÂ«b4 Ë ‰Ë« d¹“ œ«bŽ« “« p¹ Â«b4 ‡‡

 ©nR«± ©»                   ∑≥∑ ©Û        ±∏π± ©                ≤∞∑π±

≤  —u% tÐ ‰Ë« œbŽ X¹UN1ÅvÐ bOM4 XÐUŁ ‡‡
  
4q + 3Æb1uýÅv� X�U¹ 

≥∫bOM4 t¹e−ð ‰Ë« q�«uŽ tÐ «— d¹“ œ«bŽ« ‡‡

 ©nR«πµµµ ©»             ππ∑≥≠ ©Û        ≥∑¥≤≥ ©               ≤∏∞∞∞

¥ “« dðÅ¯—eÐ vFO³Þ œbŽ d¼ t4 bO¼œ ÊUA1 ‡‡±lÐd� p¹ »d{Åq%UŠ  —u% tÐ Ê«uðÅv� «— 

 e?łÅt?Ð l?Ðd?� q?�UŽ ÊËbÐ `O×% œbŽ p¹ Ë q�U4± e?ł v?F?Ðd?� œbŽ êO¼ dÐ t4 ÈœbŽ vMF¹® ± 
qÐU


ÆXýu1 ©býU³1 XL,

µ d?Ö« ‡‡ÅÅÅ
  
p1¨

  
p2¨ì¨pn Ë q Ë b?MýUÐ ‰Ë« œ«bŽ«     q p1p2 Lpn p?¹ È«“« t?Ð b?OM4 XÐUŁ i¨

  1≤ i ≤ n ¨pi = qÆ

∂ dÖ« bO¼œ ÊUA1 ©nR« ‡‡ÅÅa tÐ X³,1 b Ë c tÐ X³,1 ¨býUÐ ‰Ë« bcÆœuÐ b¼«uš ‰Ë« r¼ 

dÖ« bO¼œ ÊUA1 ©»a tÐ X³,1 
  
b1¨

  
b2Ë ì¨bn tÐ X³,1 ¨býUÐ ‰Ë«     b1b2 Lbn‰Ë« r¼ 

ÆœuÐ b¼«uš

∑ dÖ« bO¼œ ÊUA1 ‡‡a Ë b Ë bMýUÐ ‰Ë« r¼ tÐ X³,1 c a + b ÁUÖÅÊ¬ ¨c tÐ X³,1 eO1 a Ë b‰Ë« 

ÆœuÐ b¼«uš

∏ dÖ« ©nR«Å‡‡ a Ë b vFO³Þ œ«bŽ« È«dÐ t4 bO¼œ ÊUA1 ¨bMýUÐ ‰Ë« r¼ tÐ X³,1 m Ë n ¨an
Ë 

bm
Æb1«Å‰Ë« r¼ tÐ X³,1 r¼ 

 vFO³Þ œbŽ È«dÐ dÖ«ÅÅ©»n¨an bn
 bOM4 XÐUŁ a bÆ



ÅÅÅÅÅÅÅ¥∏

 ـ همنهشتى٦فصل

qB� ∂

v�ANML
  

∂‡‡ÅÅ±v²ANML¼ ÂuNH� ‡‡

 ÈU¼Å‰UÝ —œ «— v²ANML¼ ÂuNH��ÊUOÐ r¹«ÅÁb�«uš t" «— tâ�¬ “« È«Åt&öš d¹“ —œ Ær¹«ÅÁb¹œ q³

 Ë t²ý«œ�ÆrOM"Åv� ÕdD� «— Ê¬ tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅtOC

 “« v?KzU5��v?²?ÐU?Ł œb?Ž ÊœËe9« UÐ Ë t²ý«œ výœdÖ X<UŠ t" ÁU� Ë XŽUÝ ¨t²H¼ ÈU¼“Ë— qO³

®∑ ¨“Ë—≤¥ U?¹ Ë XŽUÝ ±≤ j?¹«d?ý Ë XOF{Ë tÐ ©ÁU�Å�“« v?K?L?Ž v?¹U?¼Å‰U¦� Ê«uMŽ tÐ b�œdÖÅv�dÐ vK³

 q¹«Ë« —œ t" bM²5¼ v²ANML¼ ÈÅt¹dE��Æbý v9dF� ”ËUÖ ÈÅtKOÝË tÐ r¼œ“u� Êd

∫n?¹d?Fð r?O?M"Åv� ÷d9 m `?O?×?& œb?Ž Ëœ ¨b?ýU?Ð v?FO³Þ œbŽ p¹ a Ë bÈÅt?�U?L?OÄ tÐ«— m

 XANML¼ ÁUÖd¼ bM¹uÖa − b »dC� m vMF¹ ¨býUÐ a − b dÐ mð IÆbýUÐ d¹cÄÅrO5

 œbŽ Ëœ ÊœuÐ XANML¼a Ë bÅ ÈÅt�ULOÄ tÐ m∫bM¼œÅv� g¹UL� d¹“ ÈU¼Å —u& tÐ «— 

ÅÈÅt�ULOÄ®m©Åa ≡ b

U¹ Ë

a ≡
m

b

Åò bM�«ušÅv� Ëa      UÐ XANML¼b ÈÅt�ULOÄ tÐ mXÝ« 
±

å

 ‰U??¦??�± ÈÅt??�U??L??O?Ä® ∫∂©  34 ≡ 16 «d?¹“ ¨  34−16 =18 d??Ð ∂ð I??v??<Ë ÆX??Ý« d??¹c??ÄÅr??O??5?

ÈÅt�ULOÄ®∂©ÅÅ  8 /≡ 5 «d¹“ ¨  8 − 5 = 3 dÐ ∂ð IÆX5O� d¹cÄÅrO5

∆

±ö?¦?� v?I?O?IŠ œ«b‡Ž« œ—u‡‡� —œ v²Š ‡‡Îv?ðU?¦?K?¦?� ÈÅÁd?¹«œ —œ ©ÊU?¹œ«— V5ŠdÐ® ÊUL" ‰uÞ U¹ t¹Ë«“ d¹œU‡I‡� œ—u‡� —œ 

 ÈÅt�ULOÄ®  2 π© x ≡ yÆœË—Åv� —U"ÅtÐ 



ÅÅÅÅ¥π

قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

� t� bOM� tłuðIÈÅt�ULOÄ® iOm ©a ≡ b∫bM�¹u�Åv� sOMÇ «— 

ÅÈÅt�ULOÄ®m ©a /≡ b

 ‰U?Ý —œ t?� —uÞÅÊUL¼&œ«b?Ž« ÈÅt?Žu?L?−?� ÈË— È“—«År?¼ ÈÅt?DÐ«— p¹ v²ANML¼ ¨r¹b¹œ q³

 ÈÅt?�ULOÄ tÐ v²ANML¼ ÈÅtDÐ«— «c6 Ë XÝ« `O×:m ÈÅt?ŽuL−� ¨  Z“«d<« È“—«År¼ ÈU¼Åt²Ýœ tÐ «— 

 ÈÅt�ULOÄ tÐ XANML¼ ÈU¼Åt²Ýœ ÂULð ÈÅtŽuL−� ÆbM�ÅÅv�m UÐ «— 

  

Z

m
 U¹   Z mœ«bŽ« ÂULð ÈÅtŽuL−� Ë 

 UÐ t� «— v×O×:a ÈÅt�ULOÄ tÐ XANML¼ m UÐ bM²�¼ [a] U¹ aÆbM¼œÅv� g¹UL� 

[a] Ë È“—«År?¼ ÈÅt?²Ýœ p¹ a d?Ö« ÆX?Ý« t?²?Ýœ s?¹« ÈÅÁbM¹UL� bÈÅt?²?Ýœ “« Èd?~¹œ uCŽ 

 È“—«År¼[a] r¹—«œ ¨býUÐ [a] = [b]t� œd� XÐUŁ Ê«uðÅv� vK� —uÞ tÐ Ë 

[a] = [b]

dÖ« UNMð Ë dÖ«

 ÈÅt�ULOÄ®m ©a ≡ b

ö¦�Î ÈÅt�ULOÄ tÐ v²ANML¼ —œ ∂∫r¹—«œ 

[15] = [3] = [−3] = L

[−5] = [1] = [7] = L

∆

t²Ýœ Ê¬ ÈÅÁbM¹UL� b�«uðÅv� v²ANML¼ ÈÅt²Ýœ p¹ “« œbŽ d¼ ¨v²ANML¼ ÈU¼Åt²Ýœ —œ tÇ dÖ«

ôuLF� U�« œuý »UO²�«ÎKF²� vHM�dOž ̀ O×: œbŽ s¹dðÅpÇu� oÊ«uMŽ tÐ «— v²ANML¼ ÈÅt²Ýœ d¼ tÐ 

ÆbMM�Åv� »UO²�« ÁbM¹UL�

∫t²J� ÈÅt�ULOÄ® “« ¨n¹dFð tÐ UMÐ m ©a ≡ b t?� œuýÅv� t−O²� a − b »dC� mvMF¹ ÆXÝ« 

 `O×: œbŽk t� È—uÞ tÐ XÝ« œułu� a − b = mk U¹ a = b + mkv×O×: œ«bŽ« ÂULð vMF¹ Æ

 UÐ t�b ÈÅt�ULOÄ tÐ m “« vÐdC� ÊœËe<« UÐ b�«ÅXANML¼ m dÐ b∫s¹«dÐUMÐ ÆbM¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

  [b] = {b + mk:k ∈Z}

�¦U‰ ≤∫ �−LuŽtÅÈ ðLUÂ «Žb«œ :×O` �t Ðt ÄOLU�tÅÈ ∑ ÐU Žbœ ¥ ¼LMNAXÅ«�b Ž³U—  «ÝX «“∫

      [4] = {4+ 7k:k ∈Z} = {L, −10, −3,4,11,18 ,L}

∆



ÅÅÅÅÅÅÅµ∞

 ـ همنهشتى٦فصل

Æb�«Å‰œUF� v~L¼ d¹“ ÈU¼ÅÁ—«eÖ bý t²HÖ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ

 ‡‡a ÈÅt�ULOÄ tÐ m UÐ bÆXÝ« XANML¼ 

 ‡‡a Ë b ÈÅt�ULOÄ tÐ mÆb�«ÅXANML¼ 

 ÈÅt�ULOÄ® ‡‡m ©a ≡ b

 ‡‡[a] = [b]

 ‡‡a Ë b ÈÅt�ULOÄ tÐ v²ANML¼ ÈÅt²Ýœ p¹ —œ m �Æb�—«œ —«d

Å ‡‡a–bÅÅÅÅÅ “« vÐdC� mÆXÝ« 

 ‡‡m (a − b)

ð r²¹—u~<« “« ÁœUH²Ý« UÐ ËIu9 ÈU¼ÅÁ—«eÖ ÈÅtL¼ t" œd" XÐUŁ Ê«uðÅv� rO5‚∫b�«Å‰œUF� d¹“ ÈÅÁ—«eÖ UÐ 

UÐ ‡‡�ð ÈU¼ÅÁb�ULOI rO5a Ë b dÐ m©ø«dÇ® Æb�dÐ«dÐ r¼ UÐ 

∂‡‡ÅÅÅ≤v²ANML¼ ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« všdÐ ‡‡

 —œ »d{ Ë lLł dOE� vNÐUA� ÈU¼ÅvÖó¹Ë È«—«œ v²ANML¼ ÈÅtDÐ«—  Z«— d?¹“ œ—«u� ÆXÝ« 

�ö³ÎÆr¹«ÅÁb�«uš 

±ÅÈÅt�ULOÄ® dÖ« ‡‡m ©a ≡ b `O×& œbŽ d¼ È«dÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨c

 ÈÅt�ULOÄ®m ©a + c ≡ b + c

≤ÅÈÅt�ULOÄ® dÖ« ‡‡m©a + c ≡ b + c ÁUÖÅÊ¬ ¨®ÅÈÅt�ULOÄm ©a ≡ b

≥ÅÈÅt�ULOÄ® dÖ« ‡‡m ©a ≡ b Ë®ÅÈÅt�ULOÄm ©c ≡ dÁUÖÅÊ¬ ¨

ÅÈÅt�ULOÄ®m ©a + c ≡ b + d Ë ®ÅÈÅt�ULOÄm ©ac ≡ bd

¥ÅÈÅt�ULOÄ® ÁUÖd¼ ‡‡m ©
  
a1 ≡ b1 Ë ì Ë ®ÅÈÅt�ULOÄm ©an ≡ bnÁUÖÅÊ¬ ¨

ÅÈÅt�ULOÄ®m ©a1 + a2 +L+an ≡ b1 + b2 +L+bn

Ë

ÅÈÅt�ULOÄ®m ©a1a2Lan ≡ b1b2Lbn

µÅÈÅt�ULOÄ® ÁUÖd¼ ‡‡ÅÅÅm©a ≡ b d¼ È«dÐ ÁUÖÅÊ¬   n ≥1 ¨®ÅÈÅt�ULOÄm ©an ≡ bn
Æ

 ‰U¦�≥∫ ÈÅÁb�U�Åv�UÐ XÝ« »uKD�   2
30

 dÐ   17



ÅÅÅÅµ±

قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

 “«  2
4 =16 Ë ® ÈÅt?‡?‡?�ULOÄ  17©   16 ≡ − 1 t?‡?" œu?ýÅv?� t−O²� ® ÈÅt?�U?LOÄ  17©   2

4 ≡ − 1 U?‡�«

) ÈÅt‡‡‡‡�ULOÄ  17©   (2
4 )7 ≡ (−1)7

 v‡M‡F‡¹ ® ÈÅt‡‡‡‡�ULOÄ  17©   2
28 ≡ − 1r¹—«œ d‡‡‡~‡‡‡¹œ ·d‡‡Þ “« 

 ÈÅt‡�ULOÄ®  17©   2
2 ≡ 4t−O²�—œ Ë 

 ÈÅt�ULOÄ®  17©   2
30 = 2

28 ×2
2 ≡ (−1) × 4 ≡ − 4

 U�«)ÅÈÅt�ULOÄ  17©   −4 ≡ 13 fÄ ̈® ÈÅt�ULOÄ  17©   2
30 ≡ 13 ÈÅÁb�U�Åv�UÐ vMF¹   2

30
 dÐ ±∑œbŽ ̈

±≥ÆXÝ« ∆

∂‡‡ÅÅ≥ dÐ v²ANML¼ ÈÅtDÐ«— p¹ sO0dÞ rO3Ið  ‡‡c

 ÈÅt�ULOÄ® ÁUÖd¼ t" rO�«œÅv�m ©a ≡ b `O×& œbŽ d¼ È«dÐ ÁU~�¬ ¨c¨

 ÈÅt�ULOÄ®m ©ac ≡ bc

 `?O?×?& œbŽ d¼ È«dÐ U¹¬ vMF¹ ÆrOM"Åv� vÝ—dÐ «— VKD� s¹« fJŽ ‰UŠc ÈÅt?�ULOÄ® dÖ«¨m©

ac ≡ bc ÁU~�¬ ® ÈÅt�ULOÄm ©a ≡ b∫bOM" tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ «b²Ð« ø

ÈÅt?�U?L?O?Ä® r?O?�«œÅv?�  6©   33 ≡ 21 v?M?F?¹ ® ÈÅt?�U?L?O?Ä  6©   11× 3 ≡ 7 × 3 v?<Ë ¨® ÈÅt?�U?L?O?Ä∂©

33

3
/≡ 21

3
∫r¹—«œ œ—u� s¹« —œ «— d¹“ ÈÅtOC� U�« 

ÅtOC6±∫ ÈÅt�ULOÄ® v²ANML¼ ÈÅtDÐ«— —œ m ©ac ≡ bcr¹—«œ 

 ÈÅt�ULOÄ®
m
d

©Åa ≡ b

 Ê¬ —œ t"d = (m,c)Æ

∫ U³Ł« `O×& œbŽ t" œuýÅv� t−O²� ÷d9 “« kt" œ—«œ œułË 

ac − bc = mk

∫vMF¹

(a − b)c = mk

 dÐ «— ÈËU5ð s¹« sO9dÞ dÖ«d = (m,c)∫Xý«œ rO¼«uš ¨rOM" rO5Ið 

(a − b) c
d

= m
d

k



ÅÅÅÅÅÅÅµ≤

 ـ همنهشتى٦فصل

 `?O?×?& œb?Ž v?M?F¹
m
d

 œb?Ž ¨(a − b) c
d

 Êu?Ç Ë Æœ—U?L?ýÅv� «— ( m
d

, c
d

) =1 ®f?Ä ©ø«d?Ç

m
d

(a − b)∫vMF¹ 

 ÈÅt�ULOÄ®
m
d

© a ≡ b

 ‰U¦�¥∫ ÈÅt�ULOÄ® “«   6©   8 ≡ 2 œuýÅv� t−O²� ® ÈÅt�ULOÄ  3©   4 ≡ 1∆

∂‡‡ÅÅ¥ vDš ÈÅt;UOÝ ÈÅt;œUF� qŠ ‡‡ax + by = c

ÈÅt<œUF� Ê«uðÅv� U¹¬ t" XÝ« s¹« œuýÅv� ÕdD� t" Èd~¹œ ‰«RÝ

ax + by = c     ®Å±©

v²ANML¼ ÈÅt<œUF� UÐ t" «—

 ÈÅt�ULOÄ®b ©ax ≡ c

 —œ ¨X?Ý« “—«År¼  Z t?<œU?F?� s?¹« —œ øœd" qŠ   a,b,c ∈ZÈU?¼œb?Ž Ê«u?ðÅv?� U?¹¬ ¨d~¹œ  —U³Ž tÐ Æ

 ÊuÇ v×O×&
  
x0, y0t" X9U¹ «— 

  
ax0 + by0 = c     ®Å≤©

 ̀ O×& ÈU¼œbŽ dÖ«
  
x0, y0 ÈÅtDÐ«— —œ t" bMýUÐ t²ý«œ œułË ®Å≤rO¹uÖÅv� ÁUÖÅÊ¬ ̈ bMM" ‚b& ©

vDš ÈÅt;UOÝ ÈÅt;œUF� ax + by = c∫r¹—«œ «— d¹“ ÈÅtOC� tDÐ«— s¹« —œ Æœ—«œ »«uł 

 ÈÅtOC6≤∫v?Dš ÈÅt<UOÝ ÈÅt<œUF� ax + by = c ÈÅt?ŽuL−� —œ   ZU?NMð Ë dÖ« œ—«œ »«uł 

 „d²A� tOKŽÅÂu5I� s¹dðÅ¯—eÐ dÖ«a Ë b œbŽ ¨cÆœ—ULAÐ «— 

∫ U³Ł«dÖ« d = (a, b) Ë d c ̀ O×& œbŽ ÁUÖÅÊ¬ k t" œ—«œ œułË c = dk ÊuÇ Ë ds¹dðÅ̄ —eÐ 

 „d²A� tOKŽÅÂu5I� a Ëb ¨XÝ« d = am + bn Ê¬ —œ t"   m,n ∈Zs¹«dÐUMÐ Æ

c = dk = a(mk) + b(nk)

 `?O?×?& œ«bŽ« vMF¹
  
x0 = mk Ë 

  
y0 = nk ÈÅt?<œUF� —œ ax + by = cf?Ä Æb?MM"Åv� ‚b& 

ax + by = c d?Ö« f?JŽdÐ ÆXÝ« »«uł È«—«œ ax + by = c`?O×& œ«bŽ« ¨býUÐ »«uł È«—«œ 

  
y0 Ë 

  
x0 t" b�—«œ œułË 

  
ax0 + by0 = c ÊuÇ U�« Æd a Ë d b t−O²�—œ 

  
d ax0 + by0

 vMF¹d cÆ



ÅÅÅÅµ≥

قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

 dÖ« t" œd" XÐUŁ Ê«uðÅv�(a, b) = d Ë 
  
x0 Ë 

  
y0 vDš ÈÅt<œUF� È«dÐ »«uł p¹ ax + by = c

  —u&ÅtÐ Ê¬ ÈU¼Å»«uł ÂULð ÁUÖ Ê¬ ¨býUÐy = y0 − k a
d

 Ë x = x0 + k b
d

 Ê¬ —œ t" XÝ«   k ∈ZÆ

∫rO¼œÅv� ÊUA� t<UOÝ ÈU¼Åt<œUF� qŠ È«dÐ «— výË— ¨d¹“ ‰U¦� —œ

 ‰U?¦�µ∫Ð U?Ð b?¼«ušÅv� vBeý Ô ¨s?µ±∞∞Ð d?Ö« Æœd?eÐ »U²" ‰U¹— Ô ¨U?¼Åsµ∞∞ Ë v<U¹— ≤∞∞

Ð bMÇ ¨bMýUÐ v<U¹—Ô sµ∞∞Ð bMÇ Ë v<U¹—ÅÅÔ s≤∞∞øœ“«œdáÐ b¹UÐ v<U¹— 

 vHM�U� `O×& œ«bŽ« Êœd"Å«bOÄ ÂeK²5� t<Q5� qŠx Ë yU¼ÅÊ¬ È«dÐ t" XÝ« 

  
200x + 500y = 5100

U¹

  
2x + 5y = 51

 ÊuÇ  (5,2) =1 Ë 
  
151∫rO5¹u�Åv� Æœ—«œ »«uł ‚u9 ÈÅt<œUF� ¨

x = 51− 5y
2

= 50−4y +1− y
2

= 25−2y +1− y
2

 f?Ä

  

1− y
2

 b?M?�U?� Èœb?Ž v?M?F?¹ ¨X?Ý« `O×& œbŽ p¹ m t?" œ—«œ œułË 
  
1− y = 2mU?¹ Æ

  
y =1−2mt−O²�—œ Æ

  x = 25 −2+ 4m + m = 5m +23

 v<Ëx Ë y fÄ ̈ bM²5O� vHM�   1−2m ≥0 Ë   5m +23 ≥0 U¹

  

m ≤ 1

2
 Ë m ≥ −23

5
= −4 / 6Æ

 fÄm d¹œUI� ∞ ¨Å± ¨Å≠≤ ¨Å≠≥ËÅÅÅÅ≠¥ ÈU?¼ÅsÐ œ«bFð vMF¹ ÆœdOÖÅv� «— ≠≤∞∞ Ë v?<U¹— µ∞∞VOðdðÅtÐ v<U¹— 

∫bMýUÐ d¹“ ÈU¼ÅXHł b�«uðÅv�

≤≥\±    ±∏\≥    ±≥ \µ     ∏\∑     ≥\π

∆



ÅÅÅÅÅÅÅµ¥

 ـ همنهشتى٦فصل

v{U¹— ÈÅtK−�

dK¹Ë« vÐU3Š lÐUð

∫n?¹dFð v?F?O?³?Þ œbŽ d¼ È«dÐ n ¨φ (n)v?F?O?³?Þ œ«bŽ« œ«bFð “« XÝ«  —U³Ž 

 UÐ ÈËU5� U¹ “« dðÅpÇu"n tÐ X³5� t" n vFO³Þ œ«bŽ« ÈË— vFÐUð ̈ tDÐU{ s¹« Æb�«Å‰Ë« 

 «— Ê¬ t" bM"Åv� n¹dFð dK¹Ë« vÐU3Š lÐUðÆbM¹uÖÅv�

 dÖ« t" XÝ« vN¹bÐp ÁUÖÅÊ¬ býUÐ ‰Ë« œbŽ p¹ 
  
φ (p) = p −1Æ

∫d?K¹Ë« ÈÅtOC6 dÖ« m Ë vFO³Þ ÈœbŽ a t?" býUÐ `O×& ÈœbŽ   (a,m) =1

ÁUÖÅÊ¬

 ÈÅt�ULOÄ®m ©  a
φ (m) ≡ 1

∫s3K¹Ë ÈÅtOC6 dÖ« pÁUÖÅÊ¬ býUÐ ‰Ë« ÈœbŽ 

 ÈÅt�ULOÄ®p ©
  
(p −1)! ≡ − 1

∂ÅÅÅÅ‡‡ÅÅÅµU¼Ås¹dLð ‡‡ÅÅ

± œbŽ Ëœ ‡‡a Ë b∫b�«ÅÁbý t²ýu� d¹“ ÈU¼Å —u&ÅtÐ 

  a = 7k + 5  ,  b = 7 ′k −2

 v²ANML¼ ÈÅt²Ýœ  a +2b ÈÅt�ULOÄ tÐ «— ∑ÆbOM" heA� 

≤ ÈÅt�ULOÄ® ÁUÖd¼ ‡‡m  ©a ≡ bÅ Ë d tOKŽÅÂu5I� p¹ m bO¼œ ÊUA� ̈ býUÐ ® ÈÅt�ULOÄd ©a ≡ bÆ

≥bOM" XÐUŁ ‡‡

 dÖ« ©n<«r  rO5Ið ÈÅÁb�U�Åv�UÐ a dÐ m ÈÅt�ULOÄ® ÁU~�¬ ¨býUÐ m ©a ≡ rÆ

 ÈÅt�ULOÄ® dÖ« ©»m ©a ≡ b Ë cÁU~�¬ ¨býUÐ `O×& œbŽ 

 ÈÅt�ULOÄ®m ©ac ≡ bc

 ÈÅt�ULOÄ® dÖ« ©Ûm ©a + b ≡ c ÁU~�¬ ¨® ÈÅt�ULOÄm ©a ≡ c − b

 dÖ« © m Ë c ÈÅt�ULOÄ® Ë bMýUÐ ‰Ë« r¼ tÐ X³5� m ©ac ≡ bcÁU~�¬ ¨

 ÈÅt�ULOÄ®m©a ≡ b



ÅÅÅÅµµ

قسمت دوم ـ نظريه�ى اعداد

¥ `O×� œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ t� bOM� XÐUŁ ‡‡a Ë b

 ÈÅt�ULOÄ® ©n�«ab ©  (a ± b)2 ≡ a2 + b2

 ÈÅt�ULOÄ® ©»ab ©  (a ± b)3 ≡ a3 ± b3

µ bOM� XÐUŁ ‡‡ÅÅ  2
11 − 1 dÐ   23ÆXÝ« d¹cÄ rO&Ið 

∂ œ«bŽ« “« p¹d¼ XÝ«— XLÝ r-— s¹dš¬ ‡‡ÅÅÅ  3
424

 Ë   7
101

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

∑»«uł bOM� XÐUŁ U¹ Ë b¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— U¼Å»«uł ÂULð U¹ d¹“ ÈÅt�UOÝ  ôœUF8 “« p¹d¼ È«dÐ ‡‡

Æœ—«b�

 ©n�«
  
2x + 5y =11 ©»

  
17x + 13y =100

 ©Û
  
21x + 14y =147 © 

  
60x + 18y = 97

∏ ÈU?¼d?³Lð jI> È«Åt�U?²&Ä ‡‡ÅÅÅ±¥∞ Ë ≤±∞t?Ð d³Lð Êb�U³&Ç È«dÐ Æœ—«œ ‘Ëd> È«dÐ v�U¹— 

Ëœ s¹« “« v³O�dð ÊUJ8«  —u� —œ ̈ XÝ« d¹“ d¹œUI8 “« p¹d¼ U¼ÅÊ¬ È«dÐ Â“ô d³Lð —«bI8 t� v¹U¼Åt²&Ð

ÆbOM� sOOFð d³Lð Ÿu�

 ©n�«≥µ∞∞‰U¹—  ©»¥∞∞∞‰U¹— 

v{U¹— ÈÅtK−�

 vFO³Þ œ«bŽ« È«dÐ  n ≥ 3 ÈÅt�UOÝ ÈÅt�œUF8 xn + yn = zn
vN¹bÐdOž »«uł êO¼ 

Æœ—«b� `O×� œ«bŽ« sOÐ —œ

s?¹« q?Š È«d?Ð ‘ö?ð Êu?¹b8 œ«bŽ« ÈÅt¹dE� ÈU¼ÅX>dAOÄ Ë  UF�UD8“« È—UO&Ð

Áœd� UŽœ« œuš vÝu²�U>u¹œ »U&Š »U²� ÈÅtOýUŠ —œ r¼bH¼ Êd- —œ U8d> t� ÁœuÐ t�Q&8

 ‰U?Ý —œ ÆX?Ý« Áœd?� qŠ «— t�Q&8 s¹« t�±ππ≥ÈÅt?²?>d?A?OÄ ÈU¼Åt¹dE� “« ÁœUH²Ý« UÐ 

Æb?ý «b?OÄ Ê¬ —œ v�UJý« ÈbMÇ “« fÄ t� œd� tz«—« Ê¬ È«dÐ vKŠ eK¹«Ë Ë—b�¬ v{U¹—

 d?³8U²áÝ —œ ÂU−�«dÝ v�Ë±ππ¥ ÁU8 —u¹dNý® ±≥∑≥œuš ÈÅtKOÝËÅtÐ qŠ s¹« ‰UJý« ©

Æbý ·dÞdÐ dKOð ÂU� tÐ g�«—UJL¼ “« vJ¹ È—UJL¼ UÐ Ë eK¹«Ë



ÅÅÅÅÅÅÅµ∂
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Å≥‡?‡¹Ë t?M?¹œ¬ ÈÅt?L?łd?ð ¨œ«b?Ž« ÈÅt?¹d?E?� U?Ð v?¹U?M?ý¬ ¨s?O?²?ýb?<u?Ö q?zu?ł Èd< Ë e�«œ¬ ÆË ÂUOK

 ‰Ë« ÛUÇ ¨Ê«dNð ¨v¼U~A�«œ dA� e"d� ¨v�U−�—U�bL×�±≥∂≤Æ

¥ ‡‡d³"«ÅvKŽ vðUŽu³D� t5ÝR� rAý ÛUÇ ̈ v<ôb²Ý« »U5Š ̈ È—UH& s5Š Ë v�UÐd� rÝUI<«uÐ«

 vLKŽ±≥¥∑Æ

µ ‡‡ÅÅÅv?�u?L?Ž t?D?Ýu?²?� Â—U?N?Ç ‰U?Ý b¹bł  UO{U¹— ¨vKOKł «“dO� Ë vzË—U� g�«œ U{d�öž 

 ‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë vÝ—œ V²" nO<Qð Ë Èe¹—Åt�U�dÐ d²9œ Æp¹eO9 ‡‡Åv{U¹—±≥∂∞Æ

∂ ‡‡ «be¼œ  «—UA²�« ‡‡ ‰Ë« bKł Æœ«bŽ« vðU�bI� È—u¾ð ¨VŠUB� sO5×�öž±≥µ≥Æ



Âu� XL��

	UO�Od� “« d~�œ v��U��

t�bI�

XL�� s¹« —œ Ær¹bý UMý¬ XÝ«  UO³O�dð YŠU³� “« vJ¹ t� U¼Å·«dÖ ÈÅt¹dE& UÐ ‰Ë« XL�� —œ

ôuLF�  UO³O�dð Ær¹uýÅv� UMý¬  UO³O�dð “« d~¹œ v¦ŠU³� UÐÎ«c1 Ë œ—«œ —U�ÅÅËÅdÝ v¼UM²� ÈU¼ÅtŽuL−� UÐ 

ö� Ær¹uýÅv� UMý¬ ‘—ULý ÈU¼—«eÐ« “« vCFÐ UÐ U−M¹« —œ ÆXÝ« ‘—ULý ̈  UO³O�dð YŠU³� “« vJ¹ÎtÐ 

œuš t� bMM� «bOÄ v<U� ÈÅÁeO~&« tO1Ë« v¹UMý¬ s¹« UÐ Ê«“u�¬Åg&«œ t� bO�« s¹« UÐ ̈ rOM�Åv� ÁbM�Ð  U�bI�

Æb&“«œdáÐ tF1UD� tÐ YŠU³� s¹« —œ

 qB< —œ∑Æb?M?M?� p?L?� v{U¹— d~¹œ V1UD� rN< tÐ bM&«uðÅv� t&u~Ç U¼Å·«dÖ rO¼œÅv� ÊUA& 

pL� vŽ«e²&« rO¼UH� r�−ð tÐ b&—«œ t� ÈœuNý q¹ULý Ë qJý UÐ U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� ÈU¼Åf¹dðU� Ë U¼Å·«dÖ

ÊUL¼ eO& ·«dÖ ÆXÝ« Ê¬ ÊœuÐÅÈœuNý b¹¬Åv� ÊULýuš tÝbM¼ “« U� ÈÅtL¼ t� vK¹ôœ “« vJ¹  ÆbMM�Åv�

„—œ X?�O& ÕdD� U¼Å”√— ÊUJ� U¹ Ë U¼Å‰U¹ ‰uÞ ·«dÖ —«œuL& rÝ— —œ ÊuÇ ÁËöŽÅtÐ Æœ—«œ «— “UO²�«

 g?V?Ð —œ ÆœuýÅv� dðÅÁœUÝ ÈœuNý∑‡‡Å±—œ Ær?O?M?�Åv?� Õd?D� «— ÈœuNý ÈU¼ÅÁœUH²Ý« s¹« “« vCFÐ 

p?L?� r?O¼UH� „—œ tÐ U¼—«œuL& s¹« Æœ«œ X³�& U¼ÅÊ¬ tÐ v¹U¼—«œuL& Ê«uðÅv� eO& U¼ÅtŽuL−� ÈÅtF1UD�

gVÐ ÆrO¼œ rOLFð r¹«Åt²<dÖ œU¹ t� «— vLO¼UH� rO&«uðÅv� v²Š U¼—«œuL& s¹« “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆbMM�Åv� ÈœU¹“

∑‡‡Å≥ÂbŽ Ë ‰uLý q[« ÂU& tÐ vý—ULý —«eÐ« p¹ rO¼UH� s¹« rOLFð UÐ Æœ—«œ ’UB²š« Ÿu{u� s¹« tÐ 

 qB< —œ Æb¹œ rO¼«uš «— ‰uLý∏Ê«uMŽ tÐ «— v²AÖ“UÐ ÈU¼Åt1U³&œ ÂU& tÐ v{U¹— YŠU³� “« d~¹œ vJ¹ 

ÆX<dÖ rO¼«uš —U�ÅtÐ vý—ULý —«eÐ« p¹

Åµ∑



ÅÅÅÅÅÅÅµ∏

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

qB� ∑

	UO�Od� —œ vL��� Ë ÈœuN! ÈU"Å‰b�

∑‡‡ÅÅ±U¼Å·«dÖ Ë U¼ÅtDÐ«— ‡‡

�ÆrOM�Åv� È—Ë¬œU¹ r¹«ÅÁb¹œ ÂuÝ ‰UÝ ‰UL²Š« Ë d³ł »U²� —œ t� «— tDÐ«— tÐ ◊uÐd� rO¼UH

∫n?¹d?Fð ÁU?Öd¼ A Ë B p?¹ ÁU?ÖÅÊ¬ ¨b?M?ýU?Ð tŽuL−� Ëœ  t?DÐ«— “«A  t?Ð B“« X?Ý«  —U³Ž 

 “« È«ÅtŽuL−�d¹“A × B ÈU¼ÅtŽuL−�d¹“ ÆA × A «—  ÈË— ÈU¼ÅtDÐ«—AÆbM¹uÖÅv� 

 ‰U¦�±∫ `O×[ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ÈË—   Z ÈÅtDÐ«— p¹ R∫œd� n¹dFð sOMÇ Ê«uðÅv� «— 

aRb U¹ (a, b) ∈R ÁUÖ d¼ a ≤ bÆ

 ÈË— åUÐ ÈËU�� U¹ “« d²JÇu�ò v1uLF� ÈÅtDÐ«— ÊUL¼ tDÐ«— s¹«  Z ÈË— t� XÝ« QÈÅtŽuL−� ̈

 ÈË— Ë ¨U¹uÖ œ«bŽ«  RÆœuýÅv� n¹dFð eO& ¨vIOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ¨∆

 ‰U¦�≤∫ uCŽ Ëœ d¼ È«dÐ   x,y ∈Z∫rOM�Åv� n¹dFð 

(x,y) ∈R U¹ xRy ÁUÖd¼ x − y “« vÐdC� ∑ÆbýUÐ 

 ∫r¹—«œ fÄ  9R2 Ë   −3R11 v1Ë ¨  3 /R7Æ∆

 ‰U¦�≥∫ ÈÅt?ŽuL−� A = 1,2, 3,4,6,12{ } u?CŽ Ëœ d¼ È«“«ÅtÐ ÆXÝ« ÷ËdH� a,b ∈A

 ∫rOM�Åv� n¹dFðaRb ÁUÖd¼ a bÆ∆

 bOM� ÷d< ‰UŠA Ë v¼UM²� ÈÅtŽuL−� p¹ R ÈË— tDÐ«— p¹ A tÐ ÆbýUÐ R—«œÅXNł ·«dÖ 

G ÈU¼Å”√— ÆrO¼œÅv� X³�& d¹“  —u[ÅtÐ «— G ÈUCŽ« A ”√— Ë bM²�¼ a ”√— tÐ bXÝ« qB²� 

 ÁUÖd¼aRbÆ

 qJý ̈ ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ± ‰U¦� —œ t� «— È«ÅtDÐ«— tÐ ◊uÐd� ·«dÖ ̈≥Æb¼œÅv� ÊUA& XÝ« Ábý Áœ«œ 

ö¦�Î ”√— ± œuš tÐ v²Š ¨”uz— ÂULð tÐ ± œbŽ «d¹“ XÝ« q[Ë ¨±Æœ—ULýÅv� «— `O×[ œ«bŽ« ÂULð 



كيبياتقسمت سوم ـ مباحثى ديگر از تر

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅµπ

ö?ÐUI²�Îö?¦?� ÆXÝ« tDÐ«— p¹ d~&UA& —«œÅXNł ·«dÖd¼ Î qJý ·«dÖ “« ≤t?� œu?ýÅv� t−O²& 

 bM&U� È«ÅtDÐ«—R ÈÅtŽuL−� ÈË— A = a,b,c{ }∫r¹—«œ Ë XÝ« Ábý n¹dFð 

aRb  ,  aRc  ,  bRb  ,  cRa  ,  cRcÆ

2 6

12

31

4

 qJý±Êœd$ÅœUŽ ÈÅtDÐ«— —«œÅXNł ·«dÖ ‡‡

a
b

c

pL� U¼ÅtDÐ«— ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« È—UO�Ð „—œ tÐ U¼ÅtDÐ«— Ë ©—«œÅXNł È®U¼Å·«dÖ sOÐ dþUMð s¹«

ö¦� ÆbM�Åv�Î«—u< «— U¼ÅtDÐ«— Êœu³& U¹ ÊœuÐÅÊ—UI²� ¨vÐUð“UÐ bO&«uðÅv� Î◊uÐd� —«œÅXNł ·«dÖ ÈË— “« 

U¼ÅtDÐ«— ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vJ¹ Æb&«ÅÁbý n¹dFð q³� ÈU¼Å‰UÝ ÈU¼Å”—œ —œ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ÆbO¼œ hOVAð

 ÈÅtDÐ«— ÆXÝ« Ê—UI²� œUÄ XO[Uš œ—«œ Ê«Ë«d< œdÐ—U� t�R v²�Ë «—  Ê—UI²� œUÄd¼ È«“«ÅtÐ t� rO¹uÖ

 V?ðd?� ÃË“(a, b) d?Ö« ¨(a, b) ∈R Ë (b,a) ∈R ÁU?ÖÅÊ¬ a = bö?¦?� ÆÎU?¹ “« d?²?J?Çu?�ò ÈÅt?D?Ð«— 

 ‰U¦� —œ åUÐ ÈËU��± ‰U¦� —œ åÊœd�œUŽò ÈÅtDÐ«— Ë ≥ ‰U¦� ÈÅtDÐ«— v1Ë b&«ÅÊ—UI²� œUÄ ÈÅtDÐ«— Ëœ ≤

 qJý≤tDÐ«— p¹ —«œÅXNł ·«dÖ ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∞

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

ÆX�O& Ê—UI²� œUÄ

ÆrOM�Åv� ÊUOÐ —«œÅXNł ÈU¼Å·«dÖ UÐ «— U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ◊U³ð—« ‰UŠ

p?¹ È«—«œ ”√— d?¼ —œ Ê¬ U?Ð d?þU?M²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« vÐUð“UÐ tDÐ«— p¹

ÆbM�Åv� q[Ë ‘œuš tÐ «— ”√— p¹ t� XÝ« v1U¹ t�uÞ ÆbýUÐ t�uÞ

t� býUÐ vÖó¹Ë s¹« È«—«œ Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²� tDÐ«— p¹

 b?M?&U� vÝ√— “« ÁUÖd¼a b?M?&U� vÝ√— tÐ b ”√— “« ÁU?ÖÅÊ¬ b?ýU?Ð œułu� ‰U¹ p¹ b ”√— tÐ av?1U?¹ eO& 

ÆbýUÐ œułu�

býUÐ vÖó¹Ë s¹« È«—«œ Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²� œUÄ tDÐ«— p¹

 bM&U� vÝ√— “« ÁUÖd¼ t�a bM&U� d~¹œ vÝ√— tÐ b ”√— “« ÁUÖÅÊ¬ býUÐ œułu� ‰U¹ p¹ b ”√— tÐ av1U¹ 

ÆbýU³& œułu�

 bM&U� vÝ√— “« dÖ« Ê¬ UÐ dþUM²� —«œÅXNł ·«dÖ —œ dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« v¹U¹«dð tDÐ«— p¹atÐ 

 bM&U� d~¹œ vÝ√—b ”√— “« Ë býUÐ œułu� ‰U¹ p¹ b bM&U� vÝ√— tÐ c”√— “« ÁU~&¬ býUÐ œułu� v1U¹ 

a ”√— tÐ cÆbýUÐ t²ý«œ œułË ‰U¹ p¹ eO& 

 ‰U¦�¥∫ qJý tÐ tłuð UÐ ≤“« p¹ÅêO¼ —«œÅXNł ·«dÖ s¹« UÐ dþUM²� ÈÅtDÐ«— t� œuýÅv� ÂuKF� 

 qJý —«œÅXNł ·«dÖ t� vð—u[—œ Æ©ø«dÇ® œ—«b& «— ‚u< ÈU¼ÅvÖó¹Ë±t� XÝ« È«ÅtDÐ«— UÐ dþUM²� 

ÆXÝ« v¹U¹«dð Ë ¨ÊœuÐÅÊ—UI²�œUÄ ¨vÐUð“UÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë È«—«œ∆

∑‡‡ÅÅ≤U¼Åf¹dðU� Ë U¼ÅtDÐ«— ‡‡

Æbý Áœ«œ X³�&  —ËU−� f¹dðU� ÂU&ÅtÐ p¹ Ë dH[ f¹dðU� p¹ ·«dÖ d¼ tÐ U¼Å·«dÖ XL�� —œ

ö?¦� ÆœuýÅv� n¹dFð tÐUA� —uÞÅtÐ r¼ —«œÅXNł ÈU¼Å·«dÖ  —ËU−� f¹dðU�Î·«dÖ  —ËU−� f¹dðU� 

 qJý —«œÅXNł≤∫XÝ« d¹“  —u[ÅtÐ 

a       b       c    

  

a

b

c

0 1 1

0 1 0

1 0 1

















 qJý tÐ ◊uÐd� ÈÅtDÐ«— UÐ dþUM²� «— f¹dðU� s¹« Ê«uðÅv� fÄ≤ÈÅt¹«—œ t� bOM� tłuð ÆX<dÖ 

ij UÐ ÈËU�� dþUM²� f¹dðU� Â«± dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« iRjÆ
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ö¦� ÆrOM� ÊUOÐ U¼Åf¹dðU� ÊUÐ“ tÐ «— U¼ÅtDÐ«— tÐ ◊uÐd� ÈU¼ÅvÖó¹Ë rO&«uðÅv� ÊuM�«ÎvÐUð“UÐ vÖó¹Ë 

 f??¹d??ðU??� v??K??[« d??D??� ÈU??¼Åt??¹«—œ ÈÅt??L?¼ t?J?M?¹« v?M?F?¹±ÊU??Ð“ t??Ð «— U??¼Åv??Öó??¹Ë ÈÅt??O??I?Ð Æb?M?ýU?Ð 

ÆbOM� ÊUOÐ f¹dðU�

U<d[ qB< s¹« —œÎp¹ Ë lLł qLŽ p¹ ÊuM�« Ær¹dOÖÅv� dE& —œ «— p¹ Ë dH[ ÈU¼Åf¹dðU� 

 ÈuCŽ Ëœ ÈÅtŽuL−� ÈUCŽ« È«dÐ »d{ qLŽ
  
0,1{ }«— åÂËœ Ê«uðò Ê¬ ÈË— “« t� rOM�Åv� n¹dFð 

Æœ—«œ ‚d< r¹«ÅÁb¹œ vDš d³ł —œ t� tÇÅÊ¬ UÐ ÂËœ Ê«uð s¹« Æœd� rO¼«uš n¹dFð U¼Åf¹dðU� È«dÐ

∫n?¹dFð ÈÅt?ŽuL−� ÈË— 
  
0,1{ }q?LŽ Ëœ + t?Ð ÂuÝu�   ÅÅÅÅÅÅÅ Ë v?/uÐ ÈU¼ÅqLŽd?¹“ V?OðdðÅtÐ «— 

∫rOM�Åv� n¹dFð

  1+0=0+1=1     ,     0+0=0    ,  1+1=1

  1    1=1    ,    1    0=0     1=0       0=0

 f¹dðU� ÂËœ Ê«uð ¨ôUÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐM = mij[ ] n×n
∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“  —u[ÅtÐ «— 

Ê«uð bM&U� r¹œd� n¹dFð UłÅs¹« —œ t� f¹dðU� p¹ ÂËœ Ê«uð Êœ—Ë¬ÅXÝœ tÐ È«dÐ d~¹œ  —U³Ž tÐ

Áb?�¬ X?ÝœÅt?Ð t?� dH[dOž ÈÅt¹«—œ d¼ ÈUł tÐ X¹UN& —œ v1Ë rOM�Åv� qLŽ U¼Åf¹dðU� —œ v1uLF� ÂËœ

 œbŽ býUÐ±ÆrO¼œÅv� —«d� 

 ‰U¦�µ∫ dÖ« 

  

M =
0 1 1

0 1 0

1 0 1

















 ∫r¹—«œ ÁUÖÅÊ¬ ¨ 

  

M(2) =
1 1 1

0 1 0

1 1 1

















∆

∫n¹dFð ÁUÖd¼ R ÈÅtŽuL−� ÈË— È«ÅtDÐ«— AbýUÐ ÈÅtDÐ«— VO$dð  RoR ÈË— È«ÅtDÐ«— ̈A

∫œuýÅv� n¹dFð d¹“ ÈÅÁbŽU� UÐ t� XÝ«

a(RoR)c bM&U� ÈuCŽ ÁUÖd¼ b ∈A t� býUÐ t²ý«œ œułË aRb Ë bRcÆ

Æœd�  U³Ł« vÖœUÝ tÐ Ê«uðÅv� «— d¹“ ÈÅtOC� ‚u< ÈU¼Ån¹dFð tÐ tłuð UÐ

 ÈÅtOC6±∫ bOM� ÷d< A ÈÅtŽuL−� p¹  n ¨ÈuCŽ  n ∈N Ë R ÈË— tDÐ«— p¹ AÆbýUÐ 

 ÁUÖd¼M(R) dþUM²� f¹dðU� R∫r¹—«œ býUÐ 

 ©n1«M(R) = O[ ] n×n ®ÈU¼Åt¹«—œ ÈÅtL¼ vMF¹M(R) dÖ« UNMð Ë dÖ« ©b&dH[ R = φª

Æ Æ Æ

Æ
Æ

ÆÆ Æ Æ

Æ Æ

    
M(2) = mi1     m1j + mi2     m2j  +  L + min    mnj[ ] n×n

Æ

Æ Æ Æ

Æ
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 ©»
  
M(R) = 1[ ] n×n ® ÈU¼Åt¹«—œ ÈÅtL¼ vMF¹M(R) dÖ« UNMð Ë dÖ« ©b&«Åp¹ R = A × Aª

 ©Û
  
M(RoR) = M(R)[ ] (2)

Æ

∫ U³Ł«÷d?< ‰Ë« ¨©Û® bMÐ  U³Ł« È«dÐ Æb&uýÅv� t−O²& n¹dFð “« tK[U<öÐ ©»® Ë ©n1«® bMÐ 

 bOM�i(RoR)j bM&U� ÈuCŽ fÄ Æk ∈A t�ÅÈ—uÞÅtÐ œ—«œ œułË iRk Ë kRj ÈU¼Åt¹«—œ fÄ ÆikÂ«

 Ëkj f¹dðU� —œ Â«M UÐ ÈËU�� ± ÈÅt¹«—œ t−O²&—œ ÆbM²�¼ ijf¹dðU� —œ Â«  M(2)
  UÐ dÐ«dÐ±‰UŠ ÆXÝ« 

 ÈÅt¹«—œ dÖ« fJŽÅtÐijf¹dðU� —œ Â«  M(2)
 UÐ dÐ«dÐ ±vMF¹ býUÐ 

    
mi1      m1j + mi2     m2j +L+ min     mnj =1

 U?Ð ÈËU?�?� b?¹U?Ð U?¼b&uFLł “« vJ¹ q�«bŠ ÁUÖÅÊ¬±ö?¦?� ÆbýUÐ Î 
  
mik      mkj =1UłÅÊ¬ “« Æ

  
mik = mkj =1 ∫œuýÅv� t−O²& t� ¨kRj Ë iRk Xý«œ rO¼«uš n¹dFð tÐ UMÐ fÄ Æi(RoR)jÆ

‰U¦�∂∫ ÈÅtŽuL−� 
  
A = 1,2, 3,4{ } ÈÅtDÐ«— Ë R ÈË— A —u[ÅtÐ 

R = (1,1),(1,2),(2, 3),(3, 3),(3,4){ }
 ÈÅt³ÝU×� XÝ« »uKD� ÆXÝ« ÷ËdH�RoRÆ

r¹—«œ

  

M(R) =

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 1

0 0 0 0



















∫fÄ

  

M(R)[ ] (2) =

1 1 1 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0 0 0 0



















= M(RoR)

 UłÅÊ¬ “« ËRoR = (1,1),(1,2),(1, 3),(2, 3),(2,4),(3, 3),(3,4){ }∆

∫n¹dFð p?¹ Ë d?H[ ÈU¼Åf¹dðU� bOM� ÷d< A = aij[ ] m×n
 Ë B = bij[ ] m×n

ÈÅÁ“«b&« “« 

m × n rO¹uÖ ÆbMýUÐ A ÈËU;� U¹ “« d²JÇu$ U?Ð B rO�¹u&Åv� Ë XÝ« A < < Bd¼ È«“«ÅtÐ ÁUÖd¼ 

  1≤ i ≤ m d¼ Ë 
  
1≤ j ≤ n rOýUÐ t²ý«œ aij ≤ bijÆ

 dÖ« t� XÝ« sýË—
  
M1 Ë 

  
M2 ÈU¼ÅtDÐ«— UÐ dþUM²� ÈU¼Åf¹dðU� 

  
R1 Ë 

  
R2ÈÅtŽuL−� p¹ ÈË— 

Æ Æ Æ

Æ

Æ Æ Æ
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A ÁU~&¬ ¨bMýUÐ   
R1 ⊆ R2dÖ« UNMð Ë dÖ« 

  
M1 << M2Æ

 ÈÅt?OC6≤∫ ÈÅt?ŽuL−� n ÈuCŽ A ¨  n ∈N ÈÅt?DÐ«— Ë ¨RÆr?¹dOÖÅv� dE& —œ «— Ê¬ ÈË— 

 bOM� ÷d<MÁU~&¬ ÆbýUÐ tDÐ«— s¹« UÐ dþUM²� f¹dðU� 

 ©n1«®R dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« vÐUð“UÐ In << M Æ®ÅIn v&UL¼ f¹dðU� n × nXÝ« ©Æ

 ©»®R dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²�M = MT
 Æ®f¹dðU�MT

 ÈÅÁœUN&«dð Mv�¹dðU� Ê¬ Ë XÝ« 

 ÈU¼dDÝ Êœ«œ—«d� “« t� XÝ«M ÈU¼ÅÊu²Ý ÈUł tÐ M©Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ ¨VOðdð kHŠ UÐ ¨

 ©Û®R dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« v¹U¹«dð 
  
M(2) << MÆ

 © ®R dÖ« UNMð Ë dÖ« XÝ« Ê—UI²� œUÄ M ∧ MT << In Æ® f¹dðU�M ∧ MT
ÈË— qLŽ UÐ 

 ÈU¼Åt¹«—œMË MT
œuýÅv� qOJAð tH1R� tÐ tH1R� »d{ UÐ dOE& tÐ dOE& ©

∫ U³Ł«Ëœ U� Æb&uýÅv�  U³Ł« vÖœUÝ tÐ ◊uÐd� ÈU¼Ån¹dFð tÐ tłuð UÐ ‚u< ÈU¼ÅrJŠ “« Â«b�d¼ 

ÆrOM�Åv� XÐUŁ «— dš¬ rJŠ

 b?O?M� ÷d< ¨©Û®  U³Ł« È«dÐ
  
M(2) << M r?O?¼œ ÊUA& b¹UÐ ÆR ÁU?Ö d?¼ ÆX?Ý« v¹U¹«dð xRyË 

yRz f¹dðU� —œ ÁU~&¬ ̈M dDÝ ÈÅt¹«—œ ̈x Êu²Ý Ë Â«y dDÝ ÈÅt¹«—œ sOMâL¼ Ë Â«y Êu²Ý Ë Â«zdÐ«dÐ Â«

± d???D???Ý —œ l??�«Ë ÈÅt??¹«—œ t??−??O??²??&—œÆX??Ý« x Êu???²??Ý Ë Â«zf??¹d??ðU??� —œ Â«  M(2)
 d???Ð«d??Ð ±ÆX??Ý«

 ÊuÇ
  
M(2) << M dDÝ ÈÅt¹«—œ fÄ x Êu²Ý Ë Â«z f¹dðU� Â«ÅM  b¹UÐ eO&± vMF¹ býUÐ xRzÆ

 b?OM� ÷d< ¨fJŽ tÐR t?� r?O¼œ ÊUA& b¹UÐ ÆbýUÐ v¹U¹«dð 
  
M(2) << M b?OM� ÷d< Æmxz¨

 dDÝ —œ l�«Ë ÈÅt¹«—œx Êu²Ý Ë Â«z f¹dðU� —œ Â«  M(2)
 ÈËU�� ¨± b¹UÐ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ y ∈AœułË 

 f¹dðU� —œ t� býUÐ t²ý«œM ∫
  
myz =1 Ë 

  
mxy =1 b¹UÐ t−O²&—œ ÆxRy Ë yRz ÊuÇ Ë Rv¹U¹«dð 

 XÝ«xRz fÄ Æ
  
mxz =1 t� r¹«ÅÁœ«œ ÊUA& vMF¹ Æ

  
M(2) << MÆ

 bOM� ÷d< ¨© ® rJŠ  U³Ł« È«dÐR e¹UL²� uCŽ Ëœ È«“« tÐ dÖ« ÆbýUÐ Ê—UI²� œUÄ i Ë jt²ý«œ 

 rOýUÐ(i, j) ∉R ÈÅt¹«—œ ÁU~&¬ ij —œ Â«M—œ t?−O²&—œ Ë M ∧ MT
 UÐ dÐ«dÐ ∞ dÖ« ÆXÝ« (i, j) ∈R

 ÁU?~&¬( j, i) ∉R ÈÅt?¹«—œ dÖ« vMF¹ Æij Â«(i ≠ j) —œ M U?Ð ÈËU�� ± ÈÅt?¹«—œ ÁU~&¬ býUÐ ji —œ Â«M

 U??Ð ÈËU?�?�∞ ÈÅt??¹«—œ e?O?&  —u?[ s?¹« —œ f?Ä ÆX?Ý« ij —œ Â«M ∧ MT
 U?Ð d?Ð«d?Ð ∞v??M?F?¹ ÆX?Ý« 

M ∧ MT << InÆ

 “« fJŽ tÐM ∧ MT << In ÈdD�dOž ÈU¼Åt¹«—œ ÈÅtL¼ t� œuýÅv� t−O²& M ∧ MT
Æb&dH[ 

 È«“«Åt??Ð v?M?F?¹i ≠ j r??¹—«œ 
  
mij.m ji =0∫b??&d??¹c??ÄÅÊU??J??�« d?¹“ X?1U?Š t?Ý j?I?<  —u?[ s?¹« —œ Æ
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mij = mji =0 U¹ 

  
mij =0 ,  m ji =1 U¹ Ë 

  
mij =1,m ji =0 dÖ« ∫œuýÅv� t−O²& t� ÆiRj Ë jRi

 ÁU~&¬i = jÆ

Ær¹—«cÖÅv� Ê«“u�¬Åg&«œ ÁbNŽ tÐ s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ «— U¼ÅrJŠ ÈÅtOIÐ  U³Ł«

 ÈU¼ÅtOC�± Ë ≤UÐ U¼ÅtOC� s¹« ÆbM¼œÅv� ÊUA& «— p¹ Ë dH[ ÈU¼Åf¹dðU� Ë U¼ÅtDÐ«— sOÐ ◊U³ð—« 

dH[ f¹dðU� o¹dÞ “« dðuOá�U� tÐ tDÐ«— p¹ v<dF� Á«— s¹d²NÐ «d¹“ Æb&—«œ ÈœU¹“ XOL¼« vÖœUÝ œułË

Æœd� vÝ—dÐ «— È«ÅtDÐ«— d¼ ÈU¼ÅvÖó¹Ë dðuOá�U� UÐ Ê«uðÅv� ‚u< ÈU¼ÅrJŠ o¹dÞ “« ÆXÝ« p¹ Ë

 ‰U??¦??�∑∫ ÈÅt???O??C??� “« ÁœU??H??²??Ý« U??Ð ≤ÈÅt???�U??&d??Ð U??Ð Ë X??ýu??& r??²??¹—u??~??1« p??¹ Ê«u??ðÅv??� 

 v¼UM²� ÈÅtŽuL−� p¹ ÈË— t� «— È«ÅtDÐ«— ÊœuÐ È“—«År¼ ÈdðuOá�U�AÆœd� ÊU×²�« XÝ« Ábý Áœ«œ 

 ÈÅt?DÐ«— vMF¹R d?Ö« U?N?Mð Ë dÖ« XÝ« È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— p¹ M¨Ê¬ U?Ð d?þU?M?²� p¹ Ë dH[ f¹dðU� ¨

∫býUÐ d¹“ j¹«dý È«—«œ

 In << M ®©n1«

 M = MT
 ®ÅÅÅÅÅÅÅÅ ©»

 
  
M(2) << M ®ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ©Û

∆

∑‡‡≥‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q?« ‡‡

«— Ê¬ ’U?š X?1U?Š ÆX?Ý« ·Ëd?F?� ‰u?L?ý Âb?Ž Ë ‰uLý q[« tÐ ‘—ULý ÈU¼—«eÐ« “« vJ¹

ö?³?�Î d??Ö« Æb??¹«ÅÁb??¹œ ‰U?L?²?Š« Ë d?³?ł »U?²?� —œ Ad??[U??M??Ž œ«b??F?ð b?ýU?Ð v?¼U?M?²?� ÈÅt?Žu?L?−?� p?¹ 

  UÐ «— Ê¬A bOM� ÷d< ÆrO¼œÅv� ÊUA& 
  
A1 Ë 

  
A2∫r¹—«œ ÆbMýUÐ v¼UM²� ÈÅtŽuL−� Ëœ 

    A1UA2 = A1 + A2 − A1IA2      ®Å±©

 qJý tÐ tłuð UÐ≥® ÈÅtDÐ«— ± ŸuL−� —œ «d¹“ ̈ XÝ« XÝ—œ ©
  
A1 + A2tÐ jI< t� ÈuCŽ d¼ 

 ÈU¼ÅtŽuL−� “« vJ¹
  
A1 U¹ 

  
A2tÐ —UÐ p¹ býUÐ oKF²� 

ÈÅt?Žu?L−� Ëœ d¼ tÐ t� ÈuCŽ d¼ v1Ë b¹¬Åv� »U�Š

  
A1 Ë 

  
A2fÄ ÆœuýÅv� ÁœdLý —UÐ Ëœ býUÐ t²ý«œ oKFð 

 Êœd�År� UÐ    A1IA2lLłÅÅq[UŠ “«  
  
A1 + A2d¼  

 “« uCŽ    A1UA2UIO�œ ÎÆb¹¬Åv� »U�ŠÅtÐ —UÐ p¹ 

A1 ∩ A2

A2

A1

 qJý≥tŽuL−� Ëœ È«dÐ ÊË —«œuLA ‡‡
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® ÈÅt?DÐ«—±‘—U?L?ý —œ «d?¹“ Æb?M?�Åv?� t?O?łu?ð e?O?& «— å‰u?Lý ÂbŽ Ë ‰uLýò ÈÅtOL�ð tłË ©

 ÈÅt?Žu?L−� ÈUCŽ«    A1UA2 ÈU?CŽ« ÈÅtL¼ ‰Ë« ¨
  
A1 Ë 

  
A2 r?¹—Ë¬Åv?� »U�ŠÅtÐ «— ®v1Ë ©‰uLý

 ÈU?C?Ž«  —u?[ s¹« —œ ÊuÇ    A1IA2Ã—U?š œu?š ‘—U?L?ý “« «— U?¼ÅÊ¬ b?M?¹¬Åv?� »U�Š tÐ —UÐËœ 

Æ©‰uLý ÂbŽ® rOM�Åv�

 ‰U¦�∏∫ÈÅtŽuL−� “« uCŽ bMÇ A = n ∈N 1≤ n ≤ 6300{ }dÐ t& µ dÐ t&Ë b&d¹cÄÅrO�Ið ≥ø

 b?OM� ÷d<
  
A1 ÈÅtŽuL−�d¹“ A »—U?C� “« qJA²� ≥ Ë 

  
A2  ÈÅt?ŽuL−�d¹“A“« qJA²� 

 »—UC�µ r?O?¼«ušÅv� ÆbMýUÐ 

    
A1UA2

rOM� «bOÄ «— ®ÅBr?L²� 
±

 ÈÅt?ŽuL−� BÆ©b¼œÅv� g¹UL& «— 

∫r¹—«œ

A1 = 6300

3
= 2100

A2 = 6300

5
=1260

 ÊuÇ Ë    A1IA2
 dÐ r¼ t� bM²�¼ Èœ«bŽ« ÈÅtŽuL−� ≥ dÐ r¼ Ë µ∫fÄ b&d¹cÄÅrO�Ið 

    
A1IA2 = 6300

(3)(5)
= 420

® ÈÅtDÐ«— tÐ tłuð UÐ t−O²&—œ±∫r¹—«œ ©

    A1UA2 = 2100+1260− 420

                                                                                   = 2940

 UłÅÊ¬ “« Ë

    
A1UA2 = 6300−2940= 3360Æ∆

 È«dÐ ‰UŠ  n = 3ÆrOM�Åv� tF1UD� «— ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q[« 

 ÈÅt?OC6≥∫ b?OM� ÷d< 
  
A1 Ë 

  
A2 Ë 

  
A

3
 ÈÅt?Žu?L?−?� p¹ “« v¼UM²� ÈÅtŽuL−�d¹“ tÝ A

r¹—«œ ÆbMýUÐ

    A1UA2 UA
3

= A1 + A2 + A
3

− A1IA2 − A1IA
3

    − A2 IA
3

+ A1IA2 IA
3

                  ®Å≤©

± ÈÅtŽuL−� rL²� ‡‡BUÐ v¼UÖ «—′BU¹ Bc
Æb&dÐÅv� —U�ÅtÐ «— qLJ� ÕöD[« v¼UÖ rL²� ÈUłÅtÐÆbM¼œÅv� g¹UL& r¼ 

∫
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∫r¹—«œ X1UŠ Ëœ

 X/UŠ±∫ dÖ« x ÈU?¼ÅtŽuL−� “« Â«b�ÅêO¼ tÐ oKF²� 
  
A1 Ë 

  
A2 Ë 

  
A

3
 ÁU?ÖÅÊ¬ ¨býU³& xËœ —œ 

® ÈÅtDÐ«— ·dÞ≤Æb¹¬Åv� »U�Š tÐ —UÐ dH[ ¨©

 X?/UŠ≤∫ b?OM� ÷d< x t?Ð s ÈU?¼Åt?Žu?L−� “« tŽuL−� 
  
A1 Ë 

  
A2 Ë 

  
A

3
b?ýU?Ð t?²ý«œ oKFð 

®  1≤ s ≤ 3© ÁUÖÅÊ¬ ÆxeO& XÝ«— ·dÞ —œ Ë ¨b¹¬Åv� »U�Š tÐ éÇ ·dÞ —œ —UÐ p¹ 

 dÖ«  s =1¨b¹¬Åv� »U�Š tÐ —UÐ p¹ ¨

 dÖ«  s = 2 r¼ “UÐ ¨  2−1=1Ë b¹¬Åv� »U�Š tÐ —UÐ 

 dÖ«  s = 3 r¼  —u[ s¹« —œ ¨  3 − 3 +1=1Æb¹¬Åv� »U�Š tÐ —UÐ 

 t?Ð Ê«uðÅv� «— ôUÐ  U³Ł«nÂb?Ž Ë ‰u?L?ý q?[« t?Ð t� œd� ÊUOÐ È«ÅtOC� Ë œ«œ rOLFð tŽuL−� 

«— ‘—U?Lý pOÝö� qzU�� “« vCFÐ t&u~Ç t� b¹œ rO¼«uš d¹“ ÈU¼Å‰U¦� —œ ÆXÝ« ·ËdF� ‰uLý

Æœd� qŠ ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q[« UÐ Ê«uðÅv�

 ‰U¦�π∫ ÈÅt?ŽuL−� p¹“« UýuÄ lÐ«uð œ«bFð ¥ ÈuCŽÅB ÈÅt?ŽuL−� p¹ tÐ ≥ ÈuCŽÅA«— 

 l?ÐU?ð “« —u?E?M?� t?� œd� tłuð b¹UÐ ÆbOM� «bOÄf:B  →  A ÈU?C?Ž« ÈÅt?L¼ ÈË— t� XÝ« vFÐUð B

ÆXÝ« Ábý n¹dFð

 bOM� ÷d<
  
B = b1, b2, b

3
, b4{ } Ë 

  
A = a1,a2,a

3{ } lÐ«uð ÂULð ÈÅtŽuL−� Æf:B → A

 UÐ «—S «b?²Ð« Ë rO¼œÅv� g¹UL& S d?¼ È«“« t?Ð ÆrOM�Åv� t³ÝU×� «— bj ∈B È«dÐ f(b j )ÊUJ�« tÝ 

 «d¹“ ̈ œ—«œ œułËf(b j ) œ—«œ ÊUJ�« 
  
a1 ̈

  
a2 U¹ 

  
a

3
 e¹UL²� uCŽ Ëœ d¼ È«“« tÐ U¼ÅÊUJ�« s¹« ÆbýUÐ B

ö¦� vMF¹ bM²�O& t²�Ð«Ë r¼ tÐÎ uCŽ tÝ d¼ È«dÐ »UV²&« d¼ È«“«ÅtÐ BÈ«—«œ b&«uðÅv� Â—UNÇ uCŽ ¨

A1 ∩ A2

A1 ∩ A3
A2 ∩ A3

A2

A1 A1∩ A2∩ A3

A3

 qJý  ¥tŽuL−� tÝ È«dÐ ÊË —«œuLA ‡‡

∫ U³Ł« u?CŽ d¼ t� rO¼œÅv� ÊUA& x

 “«AÈÅt?D?Ð«— ·dÞ Ëœ —œ ÈËU�� œ«bFð tÐ 

®≤ qJý tÐ Æb¹¬Åv� »U�ŠÅtÐ ©¥ÆbOM� tłuð 
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂∑

lÐ«uð s¹« q� œ«bFð fÄ ÆbýUÐ »UV²&« tÝ  3.3.3.3 = 81 b?O?M� ÷d< ‰UŠ ÆXÝ« AiÈÅt?Žu?L−� 

 “« ÈuCŽ êO¼ t� býUÐ vFÐ«uðB tÐ «— aiÆbM¼œÅvL& X³�& 

∫vMF¹
  
Ai = f ∈S:ai ∉f(B){ }         i =1,2,3

 ÈÅtŽuL−� ÈUCŽ« œ«bFð ‘—ULý —uEM�    A1UA2 UA
3

 ‰u�d< “« ÆXÝ« ®Å≤ ÈÅtOC� —œ ©≥

r¹—«œ ‚u< ‰ôb²Ý« tÐUA�ÆrOM�Åv� ÁœUH²Ý«

A1 = A2 = A
3

= 2
4 =16

Ë    A1IA2 = A1IA
3

= A2 IA
3

=1

Ë    A1IA2 IA
3

=0

∫fÄA1UA2 UA
3

= 2
4 +2

4 +2
4 − (1+1+1) +0= 45

UłÅÊ¬ “« Ë

    
A1UA2 UA

3
= 81− 45 = 36

 “« ÈUýuÄ lÐ«uð œ«bFð t�B tÐ AÆXÝ« ∆

‰uLý q[« “« Ê«uðÅv� ¨nK²V� ÈU¼ÅX¹œËb×� UÐ Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł UÐ  ôœUF� qŠ È«dÐ

ÆbOM� tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ‰Ë« ¨‘Ë— s¹« `O{uð È«dÐ Æœd� ÁœUH²Ý« ‰uLý ÂbŽ Ë

 ‰U¦�±∞∫ bOM� ÷d<  kÊ«uðÅv� ÆXÝ« œułu� Ÿu& d¼ “« Ê«Ë«d< œ«bFð tÐ Ë qÖ nK²V� Ÿu&

 »UV²&« œ«bFð t� œd� XÐUŁn s¹« “« qÖ kœ«bFð UÐ XÝ« dÐ«dÐ XÝ« “U−� eO& —«dJð Ê¬ —œ t� qÖ Ÿu& 

ÈÅt1œUF� vHM�U& `O×[ ÈU¼Å»«uł    x1 + x2 +L+ xk = n UÐ XÝ« ÈËU�� Ë 

  

n + k −1

n






Æ

 dÖ«xi Ÿu?& “« ÁbýÅ»UV²&« ÈU¼ÅqÖ œ«bFð «— id?þUMð p¹ t� œuýÅv� Áb¹œ vÖœUÝÅtÐ r¹dO~Ð Â«

p¹UÐ U¼Å»UV²&« œ«bFð ÈdÐ«dÐ  U³Ł« ÆXÝ« œułu� ‚u< ÈÅt1œUF� ÈU¼Å»«uł Ë U¼Å»UV²&« sOÐ p¹ tÐ 

‰U¦� s¹« —œ t� œd� X�œ b¹UÐ Ær¹«Åt²ý«cÖ Ê«“u�¬Åg&«œ ÈÅÁbNŽ tÐ s¹dLðÅÊ«uMŽ tÐ «— Ábý Áœ«œ —«bI�

ö[« «— qÖ Ÿu& bMÇ U¹ p¹ t� r¹«Åt²<dÖ dE& —œ r¼ «— v¹U¼ÅX1UŠÎÆrOýUÐ ÁœdJ& »UV²&« ∆

 ‰U?¦?�±±∫ ÈÅt?1œU?F?� `?O?×?[ ÈU?¼Å»«u?ł œ«bFð 
  
x1+ x2 + x

3
= 4È«“«Åt?Ð t?� È—u?ÞÅtÐ «— 

  i =1,2, 3 ¨
  
0≤ xi ≤2ÆbOM� «bOÄ býUÐ 

 ÈU¼ÅtŽuL−�
  
A1 ¨

  
A2ÅË 

  
A

3
∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“ VOðdðÅtÐ «— 

  i =1,2, 3 , } t� vÞdýÅtÐ ‚u< ÈÅt1œUF� ÈU¼Å»«uł
  
xi > 2býUÐ ÅAi = {

 ÈÅtŽuL−� œ«bFð b¹UÐ    A1UA2 UA
3

 ‰u�d< dÐUMÐ ÆrOM� «bOÄ «— ®Å≤ ÈÅtOC� “« ©≥∫r¹—«œ 



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∏

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

    
A1UA2 UA

3
= S − A1UA2 UA

3

                  = S − A1 − A2 − A
3

+ A1IA2 + A1IA
3

+

                                              A2 IA
3

− A1IA2 IA
3

 Ê¬ —œ t�S ‰U?¦?� t?Ð U?M?Ð f?Ä ÆX?Ý« ‚u?< ÈÅt?1œUF� vHM�U& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł ÂULð ÈÅtŽuL−� ±∞

Ær¹—«œ

  

S =
3 + 4−1

4






=15

ö?¦?� d~¹œ ·dÞ “«Î œ«b?Fð 
  
A1ÈÅt?1œU?F?� v?H?M?�U?& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð UÐ XÝ« ÈËU�� 

  
x1 + x2 + x

3
=1 t?Ð d?O?š« ÈÅt?1œUF� »«uł —œ t� XÝ« v<U� «d¹“Æ

  
x1 œbŽ ¨≥p?¹ U?ð rOM� t<U{« 

 ÈÅt1œUF� »«uł
  
x1 + x2 + x

3
= 4 ◊dý UÐ 

  
x1 > 2œuýÅv� Áb¹œ vÖœUÝÅtÐ U�« ÆfJŽdÐ Ë b¹¬ XÝœÅtÐ 

 ÈÅt1œUF� vHM�U& Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð t�
  
x1 + x2 + x

3
=1 UÐ XÝ« ÈËU�� ≥ fÄ Æ

  
A1 = 3

 VOðdð sOL¼ tÐ Ë
  
A2 = A

3
= A1 = 3Æ

r¹—«œ d~¹œ ·dÞ “«A1IA2 = A1IA
3
= A2 IA

3
= φ

 —uÞÅsOL¼A1IA2 IA
3
= φ fÄ ÆA1UA2 UA

3
=15 − 3 − 3 − 3 = 6ÆXIOIŠ —œ 

∂∫b&«ÅsOMÇ ‚u< »«uł 

  (0,2,2),(1,1,2),(1,2,1),(2,0,2),(2,1,1),(2,2,0)

∆

 UÐ œ«bŽ« ÈÅt¹dE& XL�� —œdK¹Ë« vÐU;Š lÐUð φ—uEM� Ær¹«ÅÁbý UMý¬ åv{U¹— ÈÅtK−�ò Ê«uMŽÅtÐ 

 “«φ (n) X³¦� Ë `O×[ œ«bŽ« œ«bFð “« XÝ«  —U³Ž m “« d²JÇu� t� n Ë ÁœuÐ Ê¬ UÐ ÈËU�� U¹ m Ë n

ÆXÝ« lÐUð s¹« ÈÅÁ—UÐ—œ vK� È«ÅtOC� “« v[Uš X1UŠ d¹“ ÈÅtOC� ÆbMýUÐ ‰Ë« r¼ tÐ X³�&

 ÈÅt?OC6¥∫ X?³?¦?� Ë `?O×[ œbŽ bOM� ÷d< ne?¹U?L?²?� Ë ‰Ë« œbŽ tÝ »d{Åq[UŠ UÐ dÐ«dÐ 

∫bMýUÐ d¹“  —u[ÅtÐ

  
n = p1p2p

3

 —u[ s¹« —œ

  

φ (n) = n(1− 1

p1

)(1− 1

p2

)(1− 1

p
3

)
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∂π

∫ U³Ł« ÈU¼ÅtŽuL−� Ai∫rOM�Åv� n¹dFð d¹“ VOðdðÅtÐ «— 

  
Ai = m:1≤ m ≤ n, pi m{ },   i =1,2, 3

 ÈU???¼Åt??Žu??L??−??� È«d??Ð «— ‰u??L??ý Âb??Ž Ë ‰u??L??ý q??[« ‰U??ŠAi∫r???¹—«œ Ær??O??�??¹u??&Åv??� 

    
φ (n) = A1UA2 UA

3
 È«dÐ Ë   i =1,2, 3

 
    
Ai = {pi ,2pi , 3pi ,K,( n

pi
)pi}

 f???????ÄAi = n
pi

 È«“«Åt???????Ð V???????O???????ðd???????ð s???????O??????L??????¼ t??????Ð Æi ≠ j ¨

  

Ai IA j = n
pip j

Ë ¨

    
A1IA2 IA

3
= n

p1p2p
3

 È tDÐ«— “« ÊuM�« Æ®Å≤ ÈÅtOC� —œ ©≥∫t� r¹dOÖÅv� t−O²& 

    
n − φ (n) = A1UA2 UA

3
= n

p1

+ n
p2

+ n
p

3

− n
p1p2

− n
p1p

3

− n
p2p

3

+ n
p1p2p

3

φ (n) = n − n
p1

− n
p2

− n
p

3

+ n
p1p2

+ n
p1p

3

+ n
p2p

3

− n
p1p2p

3

  

= n(1− 1

p1

)(1− 1

p2

)(1− 1

p3

)
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ‰U¦�±≤∫ bOM� XÐUŁ 
  
φ (42) =12Æ

 ÊuÇ  42 = 2.3.7 “« rJŠ ¨� ÈÅtOC¥∫b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

  

φ (42) = 42(1− 1

2
)(1− 1

3
)(1− 1

7
) =12

ULOI²�� Ê«uðÅv� «— t−O²& s¹«Î “« d²AOÐU& X³¦� Ë ̀ O×[ œ«bŽ« ÂULð «d¹“ Æœd� vÝ—dÐ r¼ ¥≤t� 

∫“« b&«Å —U³Ž bM²�¼ ‰Ë« Ê¬ tÐ X³�&

  1,5,11,13,17,19,23,25,29,31,37,41

∆

∑‡‡¥U¼Ås¹dLð ‡‡

± bOM� ÷d< ‡‡
  
A = 1,2, 3,4{ }ÈÅtDÐ«— t� bOM� rÝ— v<«dÖd¹“ ÈU¼ÅX1UŠ “« p¹d¼ È«dÐ Æ

Ê¬ UÐ dþUM²�



ÅÅÅÅÅÅÅ∑∞

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

¨býU³& v¹U¹«dð v1Ë býUÐ Ê—UI²� Ë vÐUð“UÐ ©n1«

¨býU³& Ê—UI²� v1Ë býUÐ v¹U¹«dð Ë vÐUð“UÐ ©»

ÆbýU³& vÐUð“UÐ v1Ë býUÐ v¹U¹«dð Ë Ê—UI²� ©Û

ÆbOM� ÊU×²�« dþUM²� ÈU¼Åf¹dðU� UÐ «— œuš ÈU¼Å»«uł

≤ bOM� ÷d< ‡‡A = w,x,y,z{ } ÈË— ÈU¼ÅtDÐ«— œ«bFð ÆAp¹d¼ —œ ÁbýÅÁœ«œ ÈU¼ÅvÖó¹Ë UÐ 

∫bOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼ÅX1UŠ “«

ªvÐUð“UÐ ©n1«

ªÊ—UI²� ©»

ªÊ—UI²� Ë vÐUð“UÐ ©Û

 q�Uý Ë vÐUð“UÐ © (x,y)ª

ªÊ—UI²� œUÄ ©À

 q�Uý Ë Ê—UI²� œUÄ ©Ã(x,y)ª

ªÊ—UI²� œUÄ Ë Ê—UI²� ©ı

ªvÐUð“UÐ Ë Ê—UI²� ¨Ê—UI²� œUÄ ©Õ

Æ©bOM� «bOÄ «— nK²V� ÈU¼“«d<« œ«bFð ∫v¹ULM¼«—® È“—«År¼ ©Œ

≥ bOM� ÷d< ‡‡
  
A = 1,2, 3,4{ } ÈÅtDÐ«— Ëœ ÆR Ë S ÈË— AÆb&«ÅÁbý Áœ«œ d¹“  —u[ÅtÐ 

R = (1,2),(1, 3),(2,4),(4,4){ },

S = (1,1),(1,2),(1, 3),(2, 3),(2,4){ }
 ÈU¼ÅtDÐ«—ROR Ë SOSÆbOM� «bOÄ «— 

¥ “« ©»® Ë ©n1«® ÈU¼bMÐ ‡‡� ÈÅtOC±ÆbOM�  U³Ł« «— 

µ “« ©»® Ë ©n1«® ÈU¼bMÐ ‡‡ÅÅÅ� ÈÅtOC≤ÆbOM�  U³Ł« «— 

∂ bOM� ÷d< ‡‡ÅÅR v¼UM²� ÈÅtŽuL−� ÈË— vÐUð“UÐ ÈÅtDÐ«— p¹ AÈÅtDÐ«— t� bO¼œ ÊUA& ÆbýUÐ 

RoRÆXÝ« vÐUð“UÐ eO& 

∑ p¹ Ë dH[ f¹dðU� ‡‡

  

E =
1 0 1 1

0 1 0 1

1 0 0 0

















 dH[ ÈU¼Åf¹dðU� œ«bFð Ær¹dOÖÅv� dE& —œ «—

 p¹ ËF ◊dý UÐ E << FÆbOÐUOÐ «— 
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ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ∑±

∏ÈË— d?¹“ ÈÅt?D?Ð«— U?¹¬ t?� b?O?¼œ ÊU?A?& b?¹«ÅÁb?&«u?š qB< s¹« —œ t� v¹U¼ÅtOC� “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡ÅÅÅ

 ÈÅtŽuL−�
  
A = 1,2, 3,4{ }ÆdOš U¹ XÝ« È“—«År¼ ÈÅtDÐ«— p¹ 

R = (1,1),(2,2),(3, 3),(4,4),(1,2),(1, 3),(2,4),(4,2),(2,1),(3,1){ }
π f?¹d?ðU?� p¹ ‡‡n × nö?¦?� e?¹U?L²� œ«bŽ« “« Î     1,2, 3,K, n2

«— v?I?JË lÐd� p¹  ®l?Ðd?� U¹

q?[U?Š ¨Êu?²?Ý d¼ ÈU¼Åt¹«—œ lLłÅq[UŠ ¨dDÝ d¼ ÈU¼Åt¹«—œ lLłÅÅq[UŠ ÁUÖd¼ ¨rO�U&Åv� ©v¹ËœUł

p¹ ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ ÆbMýUÐ ÈËU�� r¼ UÐ vŽd< dD� ÈU¼Åt¹«—œ lLł q[UŠ Ë ¨vK[« dD� ÈU¼Åt¹«—œ lLł

 vI<Ë lÐd�  3 × 3ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA& d¹“ —œ 

  

2 7 6

9 5 1

4 3 8

 vI<Ë lÐd� d¼ —œ t� bOM� XÐUŁ  3 × 3ÈUCŽ« “« t�     1,2,3,K,9t� ÈuCŽ XÝ« Ábý qOJAð 

 lÐd� e�d� —œ� œbŽ tAOL¼ œdOÖÅv� —«dµÆXÝ« 

±∞ ·«dÖ ‡‡G p¹ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ v¹ËœUł È—«cÖÅV;ÇdÐ GÊœd�dþUM²� “« XÝ«  —U³Ž 

ôuLF� ¨Èœ«bŽ«Î ÈU¼Å‰U¹ tÐ ¨X³¦� Ë `O×[ G—U� ÈU¼Å‰U¹ UÐ dþUM²� œ«bŽ« lLłÅq[UŠ t� È—uÞÅtÐ Ò

 qJý —œ t� v<«dÖ —œ ÆbýUÐ XÐUŁ ÈœbŽ ”√— d¼ dÐµU¼Å‰U¹ ÈË— t� Èœ«bŽ« XÝ« Ábý Áœ«œ ©n1«® 

ÈU¼Å‰U¹ tÐ dþUM²� œ«bŽ« lLłÅq[UŠ «d¹“ ̈ b¼œÅv� ÊUA& «— v¹ËœUł È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ b&«ÅÁbý t²ýu&

—U�Ò UÐ ÈËU�� ”√— d¼ dÐ ¥ÆXÝ« 

 vI<Ë lÐd� “« ÁœUH²Ý« UÐ  3 × 3 qJý ·«dÖ È«dÐ v¹ËœUł È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ µXÝœÅtÐ ©»® 

Æb¹—Ë¬

±± »UV²&« œ«bFð t� bOM� XÐUŁ ‡‡n “« qÖ kÈËU�� býUÐ “U−� eO& —«dJð t� ¨qÖ nK²V� Ÿu& 

 UÐ XÝ«

  

n + k −1
n





Æ

1 3

12

2

1

v¹ËœUł È—«cÖÅV;ÇdÐ p¹ ©n/«®©»® 

 qJýµÅ
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±≤ÆbOM� «bOÄ «— d¹“  ôœUF� “« p¹d¼ X³¦� Ë `O×[ ÈU¼Å»«uł œ«bFð ‡‡

©n1«
  
x1 + x2 + x

3
= 7

©»x1+ x2 + x3 = 8    ,  2≤ x1 ≤ 3   ,  4 ≤ x2 ≤ 8   ,  x3 ≥1

©Ûx1+ x2 + x3 =14  ,   1≤ xi ≤ 7   ,  i =1,2,3

±≥ÈU?‡?¼År�— “« p¹d‡¼ U‡¼ÅÊ¬ —œ t‡� vL�—ÅZMÄ ÈU‡¼Åt�UMÝUMý ÈÅÁ—ULý œ«b‡F‡ð XÝ« »uKD� ‡‡

± ¨Å≥ Ë ∑Æb&uýÅv� d¼Uþ —UÐ p¹ q�«bŠ 

±¥ “« v?¼«ušdE& p¹ —œ ‡‡±∞∞ ∫X?Ý« Áb?�¬ X?ÝœÅtÐ d¹“ ZÐU²& “u�¬Åg&«œ dH& ∂∞U?¼ÅÊ¬ dH& 

 ÈÅtK−�A ¨b?M&«ušÅv� «— µ∞ ÈÅtK−� dH& B ¨µ∞ ÈÅt?K−� dH& C ¨≥∞ ÈU¼ÅtK−� dH& A Ë B ¨≤∞d?H& 

 ÈU¼ÅtK−�B Ë C ̈¥∞ ÈU¼ÅtK−� dH& A Ë C ÁdšôUÐ Ë ±∞ ÈÅtK−� tÝ d¼ dH& A Ë B Ë CÆbM&«ušÅv� «— 

∫t� v&«“u�¬Åg&«œ œ«bFð XÝ« »uKD�

ªbM&«ušÅvL& È«ÅtK−� êO¼ ©n1«

UIO�œ ©»Î ≤ªbM&«ušÅv� tK−� 

 q�«bŠ ©Û≤ªbM&«ušÅv� tK−� 

±µÆbOM�  U³Ł« «— Ê¬ Ë bO�¹uMÐ tŽuL−� —UNÇ X1UŠ —œ «— ‰uLý ÂbŽ Ë ‰uLý q[« ©n1« ‡‡

U¼U²ÝË— “« vCFÐ sOÐ t<dÞËœ v¹U¼ÅÁ«— XÝ« —«d� Æœ—«œ œułË U²ÝË— —UNÇ È«ÅtIDM� —œ ©»

U²¹UN& t� È—uÞÅtÐ œuý t²šUÝÎs¹« Æb&UL& ©d~¹œ ÈU²ÝË— êO¼ UÐ ◊U³ð—« ÊËbÐ vMF¹® œdHM� v¹U²ÝË— êO¼ 

øœ—«œ ÊUJ�« o¹dÞ bMÇ tÐ —U�

±∂ p¹ ÆœuýÅv� n¹dFð nK²V� ÈU¼ÅÈ—«cÖ V�ÇdÐ U¼ÅXš—œ È«dÐ ‡‡d¹cá/œ È—«cÖÅV;ÇdÐ

 Xš—œ p¹ È«dÐn œ«bŽ« Êœ«œÅX³�&“« XÝ«  —U³Ž vÝ√—     1,2, 3,K, nt� È—uÞÅtÐ ¨Ê¬ ”uz— tÐ 

 U¼Å‰U¹ V�ÇdÐ  n −1 “« ‰U¹ d¼ V�ÇdÐ Ë bMýUÐ e¹UL²� œbŽ �Ëœ ÈU?¼Å”√— V�ÇdÐ q{UHð oKD�—b

ö¦� Æb¹¬ XÝœÅtÐ Ê¬ ÈUN²&«Î qJý —œ ∂ÆrOMOÐÅv� «— d¹cá1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ ©n1«® 

 q?J?ý X?š—œ È«d?Ð d?¹c?á1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹∂ ∫b?O?M� «bOÄ ©»®  ”b?Šd?¼ò t?� XÝ« s¹«

ÆXÝ« ÁbA& œ— U¹ XÐUŁ “uM¼ ”bŠ s¹« v1Ë Æåœ—«œ d¹cá1œ È—«cÖÅV�ÇdÐ p¹ Xš—œ
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3 2

1

5

4 6T 7

 qJý∂Å

d¹cá/œ È—«cÖÅV;ÇdÐ p¹ ©n/«®  ©»®  

lł«d�

Å±‡‡ÅË Èb?OLŽ vKŽ ÈÅtLłdð Ær¹—ULAÐ ‘—ULý ÊËbÐ t&u~Ç U¹ »UV²&«  UO{U¹— ¨ÊuO& Ê«u¹« 

 ‰Ë« ÛUÇ ¨Ê«dNð ¨v¼U~A&«œ dA& e�d� ¨vÐcł ‰u²Ð±≥∂∏Æ
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Introduction, 2nd. ed., Addison- Wesley 1989.±

±Æœd� b¼«uš dA²M� «— lłd� s¹« vÝ—U< ÈÅtLłdð v¼U~A&«œ dA& e�d� ‡‡



ÅÅÅÅÅÅÅ∑¥

كيبيات  ـ مدل�هاى شهودى و تجسمى در تر٧فصل 

ÆX<dÖ Áb¹« eO& vK� X1UŠ È«dÐ v²Š«—ÅtÐ Ê«uðÅv�

œ�éÇ ÈÅtýuÖ Ëœ —œ l�«Ë ÈU¼Åt¹«—œ “« vCFÐ ‚u< lÐd� Ëœ d¼ —œ t� bOM� X

 ‰Ë« l?Ðd?� —œ Ær?¹«Åt?²ýu& Å@&—ÅdÄ «— sO¹UÄ XÝ«— Ë ôUÐ¥ ÂËœ lÐd� —œ Ë Uð ∂s?¹« “« Uð 

s¹« jI< lÐd� Ëœ s¹« “« p¹d¼ —œ dÖ« t� XÝ« s¹« V1Uł Æb&—«œ —«d� @&—ÅdÄ ÈU¼Åt¹«—œ

Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ U²J¹ —uÞÅtÐ «— U¼Åt¹«—œ tOIÐ rO&«uðÅv� bM¼bÐ U� tÐ «— U¼Åt¹«—œ

vK� X1UŠ —œ Ábý Áœ«œ @&—ÅdÄ ÈU¼Åt¹«—œ œ«bFð

  

n2

4









bOM� ÷d< ‰UŠ ÆXÝ« 

œUL²Ž« œ—u� hVý p¹ tÐ bO¼«ušÅv� t� XÝ« vðUŽöÞ« sOðô lÐd� p¹ ÈU¼Åt¹«—œ

 lÐd� p¹ ÆbO¼bÐ œušn × n“«   n2
œUNMAOÄ ‚u< Èu~1« ÆœuýÅv� qOJAð  UŽöÞ« 

 œËb?Š t?� XÝ« v<U� jI< t� bM�Åv�

  

1

4

œ—u?� h?V?ý ÆbOM� qI²M� «—  UŽöÞ« “« 

ÆbM� «bOÄ U²J¹ —uÞÅtÐ «— tOIÐ b&«uðÅv� œUL²Ž«

v{U¹— ÈÅtK−�

ÈÅÁ—UÐ—œ ‚dý ÊU&«œÅv{U¹— t� XÝ« vðUO³O�dð ÈU¼—U²šUÝ “« vJ¹ vI<Ë lÐd�

ÈU?¼ÅÁ“«b?&« È«d?Ð U?¼Ål?Ðd?� s¹« XšUÝ ÈU¼Å‘Ë— Ë b&«ÅÁœ«œ ÂU−&« È—UO�Ð ÈU¼—U� Ê¬

ôu[« ÆXÝ« Ê«bMLA&«œ s¹« tÐ »u�M� nK²V�Îs¹dðÅrN� “« vJ¹ vðUO³O�dð ÈU¼—U²šUÝ 

ÈU¼—U²šUÝ s¹dðÅrN� “« ÆbM²�¼ eO& Ê«Ë«d< ÈU¼œdÐ—U� È«—«œ t� XÝ«  UO³O�dð YŠU³�

p¹ “« XÝ«  —U³Ž sOðô lÐd� p¹ ÆXÝ« v�uKÐ ÈU¼ÅÕdÞ Ë sOðô ÈU¼ÅlÐd� vðUO³O�dð

 f?¹d?ðU�n × n ÈU?¼Åt?¹«—œ UÐ     1,2, 3,K, nÊu?²?Ý d?¼ —œ Ë d?D?Ý d¼ —œ t�ÅÈ—uÞÅtÐ 

ÆbMýU³& È—«dJð ÈU¼Åt¹«—œ

ÈU¼ÅlÐd� ÈU¼œdÐ—U� “« vJ¹ Æb&—«œ ◊U³ð—« eO& vI<Ë ÈU¼ÅlÐd� UÐ sOðô ÈU¼ÅlÐd�

 d?¼ È«“«ÅtÐ ÆXÝ« È—U~&e�— Y×³� —œ sOðôn“« s?Oðô lÐd� p¹ Ê«uðÅv� Ábý Áœ«œ 

 t?³?ðd�n È«“«Åt?Ð d?¹“ —œ t?� v?¹U?¼Ål?Ðd?� “« ÆXšUÝ   n = 4 Ë   n = 5b?&«ÅÁb?ý t?²?šUÝ 

µ    ¥    ≥    ≤   ±

±    µ    ¥    ≥   ≤

≤    ±    µ    ¥   ≥

≥    ≤    ±    µ   ¥

¥    ≥    ≤    ±   µ

¥    ≥    ≤   ±

±    ¥    ≥   ≤

≤    ±    ¥   ≥

≥  ÅÅ ≤    ±   ¥



Â—UNÇ XL	


‰UL�«

t�bI�

¨ÈœU?B?²�« “« rŽ« ¨bMýUÐ t� È«Åt²Ý— d¼ —œ ¨v�uBš Ë v²�Ëœ ÈU¼ÅÊU “UÝ ÈÅtL¼ Á“Ëd «

Æb?M²$¼ Èe¹—Åt U'dÐ tÐ d¹eÖU' œuš ÈÅÁbM¹¬ —U� b'Ë— Ë XÝUOÝ sOOFð È«dÐ ÁdOž Ë vŽUL²ł« ¨v²FM�

Á—«u?L?¼ ¨‰U?Š “« v?¹U?¼ÅÁœ«œ Ë t?²?ýc?Ö “« v?ðU?Žö?Þ« œułË rž—ÅÅvKŽ U¼ÅÈÅd~'ÅÁbM¹¬ Ë U¼ÅÈdOÖÅrOLBð

Æœd?� Èe?¹—Åt U'dÐ q U� sOI¹ UÐ U¼ÅÊ¬ UÐ v¹Ë—U¹Ë— —œ Ê«uðÅvL' t� bM²$¼ v¹U¼ÅXOFD� ÂbŽ ‘u=²Ýœ

Âb?Ž s?¹« v?~?²?=?O?$?Ö ÂU?−?� q?ÐU?I?  —œ ¨‘œb?F?²  ÈU¼ÅtšUý UÐ —U ¬ rKŽ Ê¬ ÈÅt¹UÄ dÐ Ë ‰UL²Š« rKŽ

dŁ« ¨v{U¹— rJ×  sO'«u� ”UÝ«dÐ Ë b'«ÅÁœd� rKŽ b� f'Uý qÐUI  —œ ·dŽ ÕöD�« tÐ U¹ Ë U¼ÅXOFD�

t?OJð ‰UL²Š« sO'«u� dÐ XÝ« ÈdOÖÅrOLBð È«dÐ È«Åt¹UÄ t� È—U ¬ ◊U³M²Ý« ÆbMM�Åv  ‰d²M� «— f'Uý

Ÿu?' s?¹« “« ÁœU?H?²?Ý« Âe?K?²?$?  ¨tMO “ d¼ —œ vA¼ËóÄ ÂUÖ s¹dðÅpÇu� d{UŠ ‰UŠ —œ Ë XÝ« Áœd�

¨v¹UCQ ÂuKŽ ̈  UŽöÞ« ÈÅt¹dE' ̈  UÞU³ð—« ̈ p¹eOQ ̈ v UE' ÈU¼—U� —œ ‰UL²Š« œdÐ—U� ÆXÝU¼Å◊U³M²Ý«

—œ “uM¼ œË—Åv  —uBð œułË s¹« UÐ ÆXÝ« t²QU¹ ‘d²$Ö XŽdÝ tÐ U¼ÅÊ¬ ‰U¦ « Ë È—U~'e — ÈÅt¹dE'

Á«— s¹« È«b²Ð« “« ULý UÐ U  ÆXÝ« Ábý “Už¬ vðU bI  vð—u� tÐ gOÄ ÈÅÁbÝ tÝ t� rO²$¼ v¼«— q¹«Ë«

t?� ‰U?L?²?Š« ÈÅt?³?M?ł Ê¬ “« Ë r?O?M?�Åv?  vÞ «— Á«— s¹« “« vðU bI  v UÖ bMÇ r¼ UÐ Ë r¹uýÅv  Á«dL¼

ÆbýUÐ Á«— t «œ« È«dÐ ULý ÈULM¼«— t� b¹Uý ÆrO¹uÖÅv  s=Ý œ—«œ t²$$Ö vð—u�

∑µ
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 qB�∏

‰UL�	«

∏‡‡ÅÅÅ±È—Ë¬œU¹ ‡‡

∫r¹—Ë¬Åv� d¹“ —œ r¹«ÅÁb�«uš ‰UL²Š« ÈÅÁ—UÐ—œ t²ýcÖ ‰UÝ «— tÇÅÊ¬ “« È«Åt$öš

ÈU¼Åt−O²� v)Ë býU³� ÂuKF� ‘«Åt−O²� ̈ œ«bš— “« q³1 È«ÅÁb¹bÄ U¹ vA¹U�“¬ dÖ« t4 rO�«œÅv� ©n)«

 «— Ê¬ bMýUÐ h9A� Ê¬ sJL�v�œUBð g¹U�“¬ U¹ v�œUBð ÈÅÁb¹bÄÈÅtL¼ ÈÅtŽuL−� ÆbM�U�Åv� 

«— sJL� Z¹U²�È«Åt�uL� ÈUC�  UÐ «— È«Åt�uL� ÈUC@ ÆrO�U�Åv� v@œUBð g¹U�“¬ SÆrO¼œÅv� ÊUA� 

 u?CŽ d¼ vMF¹ ¨sJL� ÈÅt−O²� d¼S p¹ «—  b�¬dÐ“« v?J¹ UNMð v@œUBð g¹U�“¬ d¼ —œ ÆrO¹uÖÅv�

Æœ«œ b¼«uš Œ— tŽuL−� s¹« ÈU¼uCŽ

 ‰U?¦�±∫ r?O?ð «œd?@ XÝ« —«d1 A r?O?ð qÐUI� —œ B r?O?ð Æb?M4 È“UÐ AX?ÝœÅt?Ð È«Åt?−O²� tÇ 

øœ—Ë¬Åv�

∫“« b�«Å —U³Ž b¼œÅv� Œ— U¼ÅÊ¬ “« vJ¹ t4 v¹U¼Åt−O²� U�« ÆrO�«œÅvL� s¾LD� —uÞ tÐ

 rOð Ëœ Êbý dÐ«dÐc = rOð s²šUÐ     b = A rOð ÊœdÐ       a = A

ÈÅtŽuL−� fÄS = a,b,c{ }X?Ý« Èb�¬dÐ tŽuL−� s¹« uCŽ d¼ Ë XÝ« È«Åt�uL� ÈUC@ 

Æb¼œÅv� Œ— vJ¹ UNMð b�¬dÐ tÝ “« Æb¼œ Œ— XÝ« sJL� t4∆

ö¦� ÆXÝ« È«Åt�uL� ÈUC@ “« È«ÅtŽuL−� d¹“ ̈ b�UAOÄ d¼ ©»Î 
  
E

1
= a,b{ }b�UAOÄ p¹ XÝ« 

 r?O?ðò «œd?@ È“UÐ —œ t4 XÝ« Ê¬ ÈUMF� tÐ ËAr?O?¹u?ÖÅv?� v?²1Ë ‰UŠ d¼ —œ Æåœ“UÐÅv� U¹ Ë œdÐÅv� U¹ 

 b?�U?A?OÄ
  
E

1
Æœ«œ b?¼«u?š Œ— Ê¬ ÈU?¼b?�¬d?Ð “« v?J?¹ U?N?M?ð t?4 X?Ý« Ê¬ ÈU?M?F?� t?Ð œ«œ b¼«uš Œ— 

dÖ«
  
E

2
= a,c{ } rOð t4 XÝUMF� Ê«bÐ b¼bÐ Œ— At4 «— b�UAOÄ Ëœ ÆbM4Åv� dÐ«dÐ U¹ Ë œdÐÅv� U¹ «œd@ 
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ÅÅÅÅ∑∑

 b'—«b' v�d²A  b ¬dÐ—UÖ“UÝU�ÈË— ‰ULŽ« ÊUL¼ t� «— U¼b UAOÄ ÈË— ‰ULŽ« t²ýcÖ ‰UÝ ÆbM¹uÖÅv  

Æb¹«ÅÁb¹œ bM²$¼ U¼ÅtŽuL− 

∫d?&cðÊ¬ “« Èu?C?Ž ÈÅÁb?¼U?A?  v?M?F?¹ ¨b? U?AOÄ Ê¬ Ÿu�Ë b UAOÄ p¹ åœ«bš—ò “« —uEM  

ÆXÝ« g¹U “¬ ÈÅt−O²' Ê«uMŽ tÐ b UAOÄ

 ÈUł tÐ È«Åt'uL' ÈUCQ dÖ« ©Û≥ ¨sJL  b ¬dÐ n¨U¼b UAOÄ œ«bFð býUÐ t²ý«œ sJL  b ¬dÐ 

 Ê¬ ÈU¼ÅtŽuL−  d¹“ œ«bFð vMF¹  2
n

 ôUÐ ôU¦  —œ ÆXÝ«   2
3 = 8q�UŠ È«Åt'uL' ÈUCQ —œ b UAOÄ 

∫“« b'«Å —U³Ž t� b'uýÅv 

a{ }, b{ }, c{ }, a, b{ }, a,c{ }, b,c{ }, a, b,c{ }, φ
φsJL�U� b�UAOÄ  b UAOÄ ÆXÝ« S = a,b,c{ }UL²Š Ît� XÝ« Ê¬ ÈUMF  tÐ «d¹“ b¼œÅv  Œ— 

 b ¬dÐ tÝ “« vJ¹a ¨b Ë c rOð ¨È“UÐ ÂU−'«  —u� —œ ¨«œdQ t� XÝ« rK$  s¹« Ë b¼œÅv  Œ— AU¹ 

 f?Ä ÆbM�Åv  dÐ«dÐ U¹ Ë œ“UÐÅv  U¹ ¨œdÐÅv S «c� Æb¼œÅv  Œ— S «— s?¾LD� b�UAOÄœ«b?Fð ÆrO¹uÖÅv  

 ÈÅtŽuL−  ÈUCŽ«S XÝ« sJL  È«Åt'uL' ÈUCQ ÈU¼b ¬dÐ œ«bFð vMF¹ ̈ v¼UM²�U¹v¼UM²�U� «—ULý 

 U¹v¼UM²�U� «—ULýU�Ê¬ ÊœuÐ r�UÝ rO¼«u=Ð Ë rOM� »U=²'« é ô bO�uð bM¹«dQ “« «— vá ô dÖ« ÆbýUÐ 

 «c?� ¨œ—«œ b? ¬d?Ð Ëœ v?QœU?B?ð g?¹U “¬ s¹« È«Åt'uL' ÈUCQ rOM� ÊU×² « «—Sv?¼U?M?²  È«ÅtŽuL−  

ÈU?C?Q œu?ý d?¼U?þ Ë— —U?Ð s?O�Ë« È«dÐ Uð r¹“«bMOÐ —b�ÅÅÊ¬ «— È«ÅtJÝ t� býUÐ s¹« ·b¼ dÖ« ÆXÝ«

dþUM²  vFO³Þ œ«bŽ« UÐ «— U¼b ¬dÐ s¹« Ê«uðÅv  t� œ—«œ b ¬dÐ X¹UN'ÅvÐ ̈ vQœUBð g¹U “¬ s¹« È«Åt'uL'

 «— Ê¬ b?ýUÐ v¼UM² U' «—ULý U¹ v¼UM²  È«Åt'uL' v¹UCQ ÈU¼b ¬dÐ œ«bFð v²�Ë Æœd�È«Åt�uL� ÈUC�

t?²22Ös?¹« —œ t?� b?ýU?Ð v¼UM² U' «—ULýU' XÝ« sJL  È«Åt'uL' ÈUCQ ÈU¼b ¬dÐ œ«bFð ÆrO¹uÖÅv  

 ÈÅÁ“UÐ —œ tDI' vQœUBð »U=²'« q¦  ¨X$O' t²$$Ö È«Åt'uL' ÈUCQ  —u�
  
(0,1)Æ

 È«Åt'uL' ÈUCQ v²�Ë © S ÈUCQ ÈU¼b UAOÄ ‰UL²Š« ¨r¹—«œ vQœUBð vA¹U “¬ È«dÐ «— S

 È«Åt?Žu?L?−  lÐUð p¹ vIOIŠ d¹œUI   —u� tÐ «—P ”U?Ý«d?Ð lÐUð s¹« t� ¨rOM�Åv  n¹dFð ≥ q4«

Ÿu{u� ÈU¼ÅtŽuL−  d¹“ tÐ vMF¹ U¼b UAOÄ tÐ «— vIOIŠ œ«bŽ« ¨d¹“ S¨b¼œÅv  X³$' 

 Ÿu{u� q4«± ∫ b UAOÄ d¼ È«dÐ vMF¹ ¨XÝ« vHM U' ÈœbŽ ¨b UAOÄ d¼ ‰UL²Š«A “« S¨

  P(A) ≥ 0

 Ÿu{u� q4«≤∫

  P(S) =1
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 Ÿu{u� q4«≥ ∫  dÖ«
  
A

1
 ̈

  
A

2
¨ì ̈A nv¼UM²  È«Åt�U³'œ 

±

—UÖ“UÝU' Ëœ tÐ Ëœ ÈU¼b UAOÄ “« 

SÁUÖÅÅÊ¬ bMýUÐ 

    
P(A

1
UA

2
UKUA n ) = P(A

1
) + P(A

2
) + P(A

3
)+L+P(A n )

‰u�« s¹« —œ t� —«bI  vIOIŠ lÐUð d¼ ÆbM²$¼ ·Ë—uÖuL�u� tÐ »u$M  Ÿu{u  ‰u�« s¹«

 ÈUCQ ÆXÝ« ÂuÝu  ‰UL²Š« lÐUð tÐ býUÐ ‚œU�S lÐUð Ë P‰UL²Š« ‰b  «— U¼b UAOÄ ÈÅtŽuL−  Ë 

Æb?O?M?O?ÐÅv?  vKOB×ð dðôUÐ lÞUI  —œ «— ‰UL²Š« ‰b  “« ÈdðÅoO�œ n¹dFð ÆbM U'Åv  vQœUBð g¹U “¬

 dÖ« t� b¹«ÅÁb¹œA t?²$$Ö È«Åt'uL' ÈUCQ “« Èb UAOÄ S ¨b?ýUÐ P(A)ÈU?¼Å‰UL²Š« ŸuL−  UÐ dÐ«dÐ 

ÅÅ—œ t� XÝ« v¹U¼b ¬dÐA d?Ö« ’uBš tÐ ÆbM²$¼ S È«—«œ nb? ¬dÐ d¼ tÐ ‰UL²Š« lÐUð Ë býUÐ b ¬dÐ 

 œbŽ

  

1

n
ÅÅÈ—«d?�d?Ð b?O?'«u?ðÅv  b¼œ X³$' «— ≥t?� —u?ÞÅÊU?L?¼ Æb?O?M?� o?O?I×ð X�uNÝ tÐ «— ôUÐ q�« 

 b UAOÄ UCQ s¹« —œ dÖ« ÆbM U'Åv  ‰UL²Šô«ÅÈËU$²  U¹ Xš«uMJ¹ «— È«Åt'uL' ÈUCQ sOMÇ bO'«œÅv A

 “« qJA² m ÁUÖÅÅÊ¬ býUÐ b ¬dÐ P(A) = m
nÆœ—«œ XIÐUD  —U ¬ —œ v³$' v'«Ë«dQ ÂuNH  UÐ t� XÝ« 

ö¦  v²�ËÎ b UAOÄ A = a,b,c{ } t� r¹—«œ «— a ̈b ËÅÅc«— b UAOÄ s¹« ‰UL²Š« bM²$¼ U¼b ¬dÐ 

rO$¹u'Åv  sOMÇ

P(A) = P a,b,c{ }( )
 b?M?'U?  Èu?C?Ž pð ¨b UAOÄ t� Èœ—«u  —œa{ }ÈU?ł t?Ð «— Ê¬ ‰U?L?²Š« vÖœUÝ È«dÐ býUÐ 

P a{ }( )  —u� tÐ P a( )ÆrO$¹u'Åv  

d¼ ‰UL²Š« t� X$O' Â“ô ̈ ‰UL²Š« ÈÅÁ“«b'« hOB=ð —œ XÝ« t²$$Ö È«Åt'uL' ÈUCQ v²�Ë

ö?¦  «d¹“ ¨XÝ« vÖ—eÐ “UO² « s¹« Ë ¨rOM� h=A  «— sJL  tŽuL−  d¹“Î È«Åt'uL' ÈUCQ dÖ« ≤∞

 ÈU¼b UAOÄ œ«bFð býUÐ t²ý«œ b ¬dÐS Ê¬ ÈU¼ÅtŽuL−  d¹“ œ«bFð vMF¹   2
20 =1048576—œ ÆXÝ« 

ÆœuýÅv  h=A  ‰UL²Š« ‰b  býUÐ ÂuKF  b ¬dÐ d¼ œ«bš— tÐ »u$M  ‰UL²Š« ÈÅÁ“«b'« dÖ« X�UŠ s¹«

 ÈU¼ÅlÐUð Ê«uðÅv  È«Åt'uL' ÈUCQ p¹ ÈË— t� b¹«ÅÁb¹œPÆœd� n¹dFð nK²=  ÈÅÅÅÅ

‰U¦�≤ ∫ ‰U¦  tÐ± rOð t²ýcÖ —œ bOM� ÷dQ ÆbOM� Ÿuł— Aö¦  Î ≤∞ rOð UÐ —UÐ BÁœ«œ tIÐU$  

U?F?Lł Ë ¨b'«ÅÁœuÐ vJ¹ U¼ÅÈ“UÐ tL¼ vLOð Ë v'UJ  Ë v'U “ j¹«dý Ë XÝ«Î ±∞ rOð —UÐ A ¨Áb'dÐ ∂—UÐ 

 Ë Ábý Áb'“UÐ¥ fÄ ÆbýUÐ Áœd� dÐ«dÐ —UÐ 

  

10

20
 ¨Áb'dÐ U¼—UÐ 

  

6

20
 Ë Ábý Áb'“UÐ U¼—UÐ 

  

4

20
Áœd� dÐ«dÐ U¼—UÐ 

± Ÿu{u  q�« ¨býUÐ eO' v¼UM² U' U¼b UAOÄ ÈÅt�U³'œ dÖ« l�«Ë —œÅÅÅ‡‡≥ÆXÝ« —«u²Ý« 
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« rOð «œdQ rO¹u~Ð t� XÝ« ‰uIF   —u� s¹« —œ ÆXÝA ‰UL²Š« UÐ 

  

5

10
  ‰UL²Š« UÐ ¨Áb'dÐ

  

3

10
Áb'“UÐ 

‰UL²Š« UÐ Ë bý b¼«uš 

  

2

10
lÐUð t²ýcÖ ÈU¼ÅÈ“UÐ ÈU¼ÅÅt−O²' v'«Ë«dQ tÐ tłuð UÐ fÄ Æœd� b¼«uš dÐ«dÐ 

PÈ«Åt?'u?L?' ÈUCQ ÈU¼b ¬dÐ tÐ t� rOM�Åv  n¹dFð vð—u� tÐ «— ÅÅS = a,b,c{ }«— d¹“ ÈU¼Å‰UL²Š« 

b¼œ hOB=ð

  
P(a) = 5

10
          P(b) = 3

10
          P(c) = 2

10

ö?¦?  ¨d?~?¹œ  U?Žö?Þ« ÈË— “« rO'«uðÅv Î¨r?O?ð Ëœ q?³?� “Ë— b?M?Ç s?¹d?L?ð  U?IÐU$  tEŠö  

 ÊœuÐ ÂuKF  UÐ ÆrO¼œ X³$' U¼b ¬dÐ tÐ «— Èd~¹œ ÈU¼Å‰UL²Š«S Ë P b UAOÄ d¼ ‰UL²Š« rO'«uðÅv  S

ö¦  ¨rOM� h=A  «—Î

  
P( a,c{ }) = P(a) + P(c) = 7

10

 rOð t�Ås¹« ‰UL²Š« vMF¹A bM� dÐ«dÐ U¹ œuý Áb'dÐ 

  

7

10
ÆXÝ« ∆

—œ ÆX$O' vKLŽ U¼b ¬dÐ tL¼ tÐ ‰UL²Š« hOB=ð býUÐ v¼UM² U' «—ULýU' È«Åt'uL' ÈUCQ v²�Ë

‰UL²Š« sOOFð Ë býUÐ dH� dÐ«dÐ b¹UÐ bM¼œÅv  X³$' U¼b ¬dÐ “« p¹ d¼ tÐ t� v�UL²Š« U¼ÅX�UŠ s¹« d²AOÐ

‰b?  s?²?šU?Ý È«d?Ð Æb?ý b?¼«u?š q?J?A?  U?¼b ¬dÐ ÈË— “« X$O' dH� U¼ÅÊ¬ ‰UL²Š« t� v¹U¼b UAOÄ

s¹« r¹«ÅÁb¹œ q³� ‰UÝ t� —uÞÅÊUL¼ ÆrO¼œÅv  X³$' U¼b UAOÄ tÐ «— U¼Å‰UL²Š« U¼ÅX�UŠ s¹« —œ ‰UL²Š«

ÈÅÁ“UÐ q¦  vIOIŠ œ«bŽ« “« È«ÅtŽuL−   —u� tÐ b'«uðÅv  È«Åt'uL' ÈUCQÅÅ
  
(0,1)vIOIŠ jš ÂULð U¹ 

—œ  ÆbýUÐ U¼Ås¹« d¹UE' Ë VFJ  p¹ qš«œ ◊UI' bM'U  ÈbFÐ tÝ ÈUCQ —œ l�«Ë ◊UI' “« È«ÅtŽuL−  U¹

 lÐUð  —u� s¹«Pö¦  UÐ dþUM²  t� b UAOÄ d¼ tÐ ¨rO'«œÅv  t� —uÞÅÊUL¼ ¨ÎvIOIŠ jš ÈË— È«ÅtK�UQ 

X?³?$?' ‰U?L?²?Š« Ê«uMŽ tÐ «— ÈœbŽ XÝ« ÅÊ¬ ‰U¦ « Ë VFJ  ÊË—œ È«ÅtOŠU' U¹ Ád¹«œ ÈË— È«ÅtOŠU' U¹

ÆrOM�Åv  X³×� t²$$Ö È«Åt'uL' ÈU¼UCQ “« UNMð »U²� s¹« —œ U  Æb¼œÅv 

 dÖ« rO²HÖ ©»® —œ t� —uÞÅÊUL¼ ©ÀA Ë BÈb ¬dÐ t� v²�Ë bMýUÐ È«Åt'uL' ÈUCQ “« b UAOÄ Ëœ 

 «— U?¼ÅÊ¬ b?M?ýU?Ð t²ý«b' „d²A —U?Ö“UÝU� d?Ö« Æb?M¹uÖÅv  A Ë B¨b?M?ýU?Ð t?²ý«œ „d²A  v¹U¼b ¬dÐ 

vMF¹  AIBÁUÖÅÊ¬ býU³' vNð    AIB ÈÅtŽuL−  d¹“ œuš t� SŒ— v²�Ë Ë XÝ« b UAOÄ p¹ ¨XÝ« 

 uCŽ r¼ —UÇU' t� ¨Ê¬ “« Èb ¬dÐ t� b¼œÅv A uCŽ r¼ Ë B b UAOÄ dÖ« Æb¼œ Œ— ¨XÝ«   AUB«— 



ÅÅÅÅÅ∏∞

  ـ احتمال٨فصل 

b?Š t?� b¼œÅv  Œ— b UAOÄ s¹« v²�Ë r¹dO~Ð dE' —œÒ b? UAOÄ Ëœ “« vJ¹ q�«A U¹ B`?{«Ë Æb¼œ Œ— 

 tÐ oKF²  t� b ¬dÐ s¹« XÝ«A tÐ oKF²  U¹ Ë B „«d²ý« tÐ oKF²  b'«uðÅv  XÝ« A Ë B—œ ÆbýUÐ r¼ 

t� r¹«ÅÁb¹œ q³� ‰UÝ

  P(AUB) = P(A) + P(B) − P(AIB)

A

B

S

S

A

B

:

:

:

:

 qJý±b�UAOÄ Ë b�¬dÐ ¨È«Åt�uL� ÈUC� g¹UL� ‡‡Å

 b? U?A?O?Ä œ«bš— ‰UL²Š« ¨‰UL²Š« ‰b  ÈË— “« v²�Ë t� b¼œÅv  Á“Uł« ULý tÐ ôUÐ ‰u dQA¨

 b UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š«BÅb UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« Ë Å  AIBb? UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« b¹—«œ «— ÅÅ  AUB

ÆrOM�Åv  È—Ë¬œU¹ eO' «— d¹“ ÈU¼ÅÈdÐ«dÐ Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «—

b UAOÄ dÖ«A b UAOÄ rL²  AÁUÖÅÊ¬ býUÐ 

P(A) =1− P(A)

œuýÅv  t−O²' @'—œÅvÐ t�

P( φ ) =1− P(S) =0

ÅdÖ« sOMÇÅr¼A ⊆ BÁUÖÅÅÊ¬ ¨

P(B−A) = P(B) − P(A)

ËP(A) ≤ P(B)

Ær¹“«œdÄÅv  ‰UL²Š« ÈÅtMO “ —œ b¹bł v³�UD  ÊUOÐ tÐ U¼ÅÈ—Ë¬œU¹ s¹« “« fÄ pM¹«

∏‡‡ÅÅ≤vÞdý ‰UL²Š« ‰b� ‡‡Å

h?=?A?  «— È«Åt?'u?L' ÈUCQ «b²Ð« ÆrO¼œ ÂU−'« «— vQœUBð vA¹U “¬ rO¼«ušÅv  bOM� ÷dQ

È«Åt�uL� ÈUC�

b�¬dÐ

b�UAOÄ

b�UAOÄ



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅ∏±

ÆrOM�Åv  sOF  «— ‰UL²Š« ‰b  VOðdð s¹bÐ Ë rO¼œÅv  X³$' b UAOÄ d¼ œ«bš— tÐ v�UL²Š« Ë rOM�Åv 

ö¦  ̈ rOýUÐ t²ý«œ È«Åt'uL' ÈUCQ ÈÅÁ—UÐ—œ vQU{« vŽöÞ« dÖ« ‰UŠ ÆbOÝUMýÅv  «— ‰b  s¹«ÎvKO�œ tÐ 

 b? U?A?OÄ t� rO'«bÐBôu?L?F?  ÁU?ÖÅÊ¬ XÝ« Áœ«œ Œ— È«Åt'uL' ÈUCQ s¹« “« Îr?¼ t?Ð v?K?³� ‰UL²Š« ‰b  

 b UAOÄ vL²Š œ«bš— “« v¼UÖ¬ Ë œe¹—Åv Bs¹« —œ t� ̈ œ—«cÖÅv  dŁ« U¼Åb UAOÄ d¹UÝ ‰UL²Š« —«bI  —œ 

r?O'«u²Ð dÖ« Æb'—«œ  ËUHð vK³� ‰b  ÈU¼Å‰UL²Š« UÐ È«Åt'uL' ÈUCQ ÈU¼b UAOÄ ÈU¼Å‰UL²Š«  —u�

 b UAOÄ t� ◊dý s¹« X×ðBUL²Š Îh=A  «— È«Åt'uL' ÈUCQ d~¹œ ÈU¼b UAOÄ ‰UL²Š« b¼œÅv  Œ— 

 ‰b?  «— Ê¬ t?� b?¹¬Åv?  XÝœÅtÐ Èb¹bł ‰UL²Š« ‰b  rOM�v?Þdý ‰UL²Š«`?O?{u?ð “« q³� ÆrO U'Åv  

ÆrO'“Åv  v�U¦  d²AOÐ

 ‰U?¦�≥∫Æb?'«Ås?~?L?¼ U?¼Å”U?ð Æb?¹e?¹d?Ð r?¼ UÐ «— bOHÝ ”Uð p¹ Ë e d� ”Uð p¹ bO¼«ušÅv  

 È«Åt'uL' ÈUCQ t� bO'«œÅv ≥∂∫œ—«œ b ¬dÐ 

)}∂e d�
  
6 ,bOHÝ     1) , K ,(e d�

  
6 ,bOHÝ (ÅÅÅÅ    6),KÅe d�

  
1,bOHÝÅ    1) , K ,( Ë e d�±©bOHÝ S = {

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 s?¹« “« v?J¹ ¨g¹U “¬ ÂU−'« “« fÄ≥∂b? ¬d?Ð d¼ œ«bš— ‰UL²Š« Æœ«œ b¼«uš Œ— b ¬dÐ ÅÅ

  

1

36

Ëœ ÈU¼ÅÁ—ULý ŸuL−  g¹U “¬ ÂU−'« “« fÄ t� r¹—«œ «— vQU{« ŸöÞ« s¹« bOM� ÷dQ ‰UŠ ÆXÝ«

UL²Š ”UðÎ “« dðÅpÇu� ∑ “« dðÅpÇu� Á—ULý Ëœ ŸuL− ò b UAOÄ ÆXÝ« ∑ «— åBb UAOÄ ÆrO U'Åv  

B∫œuýÅv  qOJAð d¹“ ÈU¼b ¬dÐ “« 

(1,1),(1,2),(1, 3),(1,4),(1,5)

  
(2,1),(2,2),(2, 3),(2,4)

(3,1),(3,2),(3, 3)

  
(4,1),(4,2)

  (5,1)

 b UAOÄ vMF¹B “« qJA²  ¨±µ “« b ¬dÐ ≥∂rOM�Åv  ◊dý v²�Ë ÆXÝ« È«Åt'uL' ÈUCQ b ¬dÐ 

 t�BUL²Š Î s¹« “« vJ¹ vMF¹ ¨b¼œÅv  Œ— ±µÆXÝ« ”Uð Ëœ s²=¹— ÈÅt−O²' b ¬dÐ 

Åq¦  v¹U¼b ¬dÐ
  
(1,6) U¹ 

  
(2,5) U¹ 

  
(4,5) U¼ÅÊ¬ ÈÅÁ—ULý Ëœ ŸuL−  t� ÁdOž Ë ∑ “« ÅgOÐ U¹ ∑

 b UAOÄ rO'«œÅv  t� ‰UŠ Æœ«œ bM¼«u=' Œ— XÝ«BÈ«Åt'uL' ÈUCQ «— Ê¬ b¼œÅv  Œ— s¾LD  —uÞ tÐ 

◊d?ý UÐ vÞdý ‰UL²Š« ‰b  «— Ê¬ t� r¹—«œ Èb¹bł ‰UL²Š« ‰b  VOðdð s¹bÐ Ë rOM�Åv  ÷dQ b¹bł



ÅÅÅÅÅ∏≤

  ـ احتمال٨فصل 

 “« d?ðÅpÇu� Á—ULý Ëœ ŸuL− ò∑ b? U?A?O?Ä œ«bš— ◊dý tÐ rO¼«u=Ð dÖ« ‰UŠ ÆrO U'Åv  åXÝ« B¨

 UÐ «— XHł s²ý«œ b UAOÄ Ë rO'«bÐ «— XHł p¹ œ«bš— ‰UL²Š«A‰UL²Š«  —u� s¹« —œ rO¼œ ÊUA' 

 b? U?A?OÄ œ«bš— ◊dý tÐ XHł s²ý«œ b UAOÄBUÐ «— P(A|B)‰U?L?²?Š« rO'«ušÅv  Ë rO¼œÅv  ÊUA' 

b�UAOÄ A t?Ð b�UAOÄ œ«bš— ◊dý B ‰U?L²Š« ÁœUÝ vð—u� tÐ U¹ Ë b?�UAOÄ A ◊dý tÐ Bv²�Ë Æ

 r?O'«œÅv B  “« v?J?¹ X?Ý« sJL  UNMð ¨Áœ«œ Œ—±µÈU?¼ÅX?H?ł U?¼b ¬dÐ s¹« sOÐ Æb¼œ Œ— ôUÐ b ¬dÐ 

sJL 
  
(1,1) ¨

  
(2,2)Ë 

  
(3, 3)ÅÅÅÈËU$  b ¬dÐ d¼ œ«bš— ‰UL²Š« ÊuÇ ÆbM²$¼ 

  

1

15
«c� ¨XÝ« 

  
P(A|B) = P (1,1),(2,2),(3, 3){ } = 3

5

∆

vMF¹ ¨vÞdý ‰UL²Š« ¨ôUÐ ‰U¦  —œP(A|B)È«Åt'uL' ÈUCQ «d¹“ r¹œd� »U$Š vÖœUÝ tÐ «— 

vJ¹ U¼b ¬dÐ ‰UL²Š« dÖ« v�Ë ¨b'œuÐ f'UýÅÅr¼ vMF¹ ‰UL²Šô«ÅÈËU$²  U¼b ¬dÐ U¹ ¨Xš«uMJ¹ g¹U “¬

VKD  s¹« tÐ ¨rOM� ÕdD  «— vÞdý ‰UL²Š« vK� n¹dFð t�Ås¹« “« q³� ÆXÝ« qJA  vL� —U� bMýU³'

 qJý tÐ ÆrOA¹b'«Åv  ÈœuNý vð—u� tÐ≤ÆbOM� tłuð 

S ÆXÝ« g¹U “¬ È«Åt'uL' ÈUCQ B Æœ«œ b¼«uš Œ— rO'«œÅv  t� XÝ« Èb UAOÄ AÈb UAOÄ 

 t?�ÅÊ¬ ◊dý tÐ rO¼«ušÅv  t� XÝ«B v?²?�Ë ÆrOÐUOÐ «— ‘œ«bš— ‰UL²Š« ¨b¼œ Œ— Bt� b¼œÅv  Œ— 

—œ b¼œÅv  Œ— t� Èb ¬dÐ dÖ« Æb¼œ Œ— g¹U¼b ¬dÐ “« vJ¹  AIBU²FO³Þ býUÐ Î AfÄ Æb¼œÅv  Œ— r¼ 

b UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« tÇ d¼ÅÅ  AIB b UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« býUÐ d²AOÐ A ◊dý tÐ BÆXÝ« d²AOÐ 

ÈœuNý —uÞ tÐ «c�P(A|B)UÐ rOI²$  ÈÅtDÐ«— —œ b¹UÐ    P(AIB)¨ —u� tÐ «— tDÐ«— s¹« ÆbýUÐ 

P(A|B) = KP(AIB)    ®Å±©

 b UAOÄ ÈUł tÐ dÖ« ÈdÐ«dÐ s¹« —œ ÆrOM�Åv  ÷dQA b UAOÄ BœuýÅv  t−O²' œdO~Ð —«d� 

P(B|B) = KP(BIB)

A

B

S

 qJý≤



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅ∏≥

 b UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« U «B ◊dý tÐ B dÐ«dÐ ± «d¹“ XÝ« BUL²Š Î Ë b¼œÅv  Œ—   BIB = B¨

 —u� tÐ ôUÐ ÈdÐ«dÐ fÄ

  1= K.P(B)

r¹—«œ Ë b¹¬Åv  —œÅÅ

  

K = 1

P(B) —œ «— —«bI  s¹« dÖ« Æ®Å±œuýÅv  t−O²' rO¼œ —«d� ©

  
P(A|B) = P(AIB)

P(B)

«— d¹“ n¹dFð ÈœuNý ÈÅtDÐ«— sOL¼ ”UÝ«dÐ Ær¹œ—Ë¬ XÝœÅtÐ ÈœuNý —uÞ tÐ «— tDÐ«— s¹«

ÆrO¼œÅv  tz«—« vÞdý ‰UL²Š« È«dÐ

∫vÞdý ‰UL²Š« n¹dFð dÖ« A Ë B È«Åt'uL' ÈUCQ “« b UAOÄ Ëœ Sv²�Ë bMýUÐ   P(B) ≠ 0¨

 b UAOÄ ‰UL²Š«A b UAOÄ t�Ås¹« ◊dý tÐ B —u� tÐ b¼œ Œ— 

  
P(A|B) = P(AIB)

P(B)    ®Å≤©

v²�Ë ÆœuýÅv  n¹dFð  P(B) =0ÆX$O' n¹dFð qÐU� vÞdý ‰UL²Š« ¨

XÝ« v�UL²Š« lÐUð È«Åt'uL' ÈUCQ p¹ ÈË— vÞdý ‰UL²Š« t� b¹œ bO¼«uš dðôUÐ lÞUI  —œ

ÆbM�Åv  ‚b� ·Ë—uÖuL�u� Ÿu{u  q�« tÝ —œ t�

 ‰U¦�¥∫t�Ås¹« ‰UL²Š« b'«œÅv  t²ýcÖ ÈU¼ÅtÐd−ð ÈË— “« t'Uš—U� p¹ v�b¹  UFD� ÈÅÁb'“UÝ 

 œu?ý ÁœU ¬ ‰UÝ—« È«dÐ l�u  tÐ vý—UHÝ∞[π‰U?Ý—« È«dÐ l�u  tÐ vý—UHÝ t�Ås¹« ‰UL²Š« Ë XÝ« 

 dÐ«dÐ œuý Èd²A  q¹u×ð l�u  tÐ Ë ÁœU ¬∞[∏tÐ œuý q¹u×ð l�u  tÐ vý—UHÝ t�Ås¹« ‰UL²Š« ÆXÝ« 

øXÝ« —b�ÅÅtÇ býUÐ Ábý ‰UÝ—« l�u  tÐ t�ÅÊ¬ ◊dý

∫rO¼œÅv  —«d� «b²Ð«

‰UÝ—« È«dÐ ¨l�u  tÐ ÊœuÐ ÁœU ¬ b UAOÄA =

Èd²A  tÐ ¨‘—UHÝ l�u  tÐ q¹u×ð b UAOÄB =

¨t�Q$  ÈU¼ÅÁœ«œ dÐUMÐ  P(A) =0/ 9 Ë     P(AIB) =0/ 8

b UAOÄ «d¹“  AIBtÐ r¼ Ë ÁœuÐ ‰UÝ—« È«dÐ ÁœU ¬ l�u  tÐ r¼ ‘—UHÝ t� XÝ« s¹« ÈUMF  tÐ 

¨r?O?¼«u?šÅv?  t?ÇÅÊ¬ Æœu?ýÅv  Èd²A  q¹u×ð l�u P(B|A)l?�u?  t?Ð q?¹u?×ð ‰UL²Š« vMF¹ ¨XÝ« 

vÞdý ‰UL²Š« n¹dFð dÐUMÐ ÆbýUÐ Ábý ‰UÝ—« l�u  tÐ t�ÅÊ¬ ◊dý tÐ Èd²A  tÐ ‘—UHÝ



ÅÅÅÅÅ∏¥

  ـ احتمال٨فصل 

    
P(B|A) = P(AIB)

P(A) = 0/ 8

0/ 9
= 8

9

∆

 ‰U¦�µ∫b'«ÅÁœd� ÂöŽ« v�Ë ̈ b'«Åt²H~' «— q�UŠ b ¬dÐ Ær¹«Åt²š«b'« t²$Ð rAÇ UÐ «— s~L¼ vÝUð 

 ÈÅÁ—ULý t�Ås¹« ‰UL²Š« ÆXÝ« ÃË“ ÈœbŽ q�UŠ b ¬dÐ t�≤øXÝ« —b�ÅÅÅtÇ býUÐ Ábý d¼Uþ 

∫rO¼œÅv  —«d�

 ÃË“ ÈÅÁ—ULý Êbý d¼Uþ b UAOÄA =

 ÈÅÁ—ULý ÊbýÅd¼Uþ b UAOÄ≤ B =

 qJý tÐ≥ÆbOM� tłuð 

«c�P(B|A) = P(AIB)
P(A) =

1

6

1

2

= 1

3

 «d??¹“

  
P(A) = 1

6
+ 1

6
+ 1

6
= 1

2
ÈU??C??Q t??� b??O??M??� —u??B??ð b??O??'«u??ðÅv??  d?~?¹œ  —U?³?Ž t?Ð Æ

ÅÅÈ«Åt'uL'
  
2,4,6{ }UL²Š t� XÝ« Î Êœ«œ Œ— ¨UCQ s¹« ÈË— «c� Ë XÝ« Áœ«œ Œ— ≤f'Uý p¹ È«—«œ 

 “«≥ b ¬dÐ œ«bš— ‰UL²Š« vMF¹ XÝ« f'Uý ≤ dÐ«dÐ 

  

1

3
ÆXÝ« 

∆

∏‡‡ÅÅÅ≥‰UL²Š«Å»d{ ÈÅÁbŽUD ‡‡Å

n¹dFð “«

    
P(A|B) = P(AIB)

P(B)
,             P(B) ≠ 0

t� œuýÅv  t−O²'    P(AIB) = P(B).P(A|B),       P(B) ≠ 0

3

2

1

5

4
6

B

S

A

 qJý≥



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅ∏µ

 t?Ð t?DÐ«— s¹«‰U?L?²?Š« »d{ ÈÅÁbŽUD‰U?L?²?Š« Ê«u?ðÅv?  Áb?ŽU?� s¹« pL� tÐ ÆXÝ« ÂuÝu  

Æœd� sOOFð «— b UAOÄ Ëœ ÊU “År¼ œ«bš—

 ‰U¦�∂∫  Èu²×  È«Åt³Fł±≤ rO'«œÅv  t� XÝ« é ô ≥tÐ t³Fł s¹« “« Æb'«Å»uOF  U¼ÅÊ¬ ÈUð 

 ·œUBð±«œb?−?  fáÝ Ær¹—«œÅv dÐ é ô Î·œU?B?ð tÐ Èd~¹œ é ô ¨‰Ë« é ô È—«cÖÅÈUł ÊËbÐ 

øXÝ« —b�ÅÅtÇ bMýUÐ »uOF  é ô Ëœ d¼ t�Ås¹« ‰UL²Š« Ær¹—«œÅv ÅdÐ

∫rO¼œÅv  —«d� «b²Ð«

 ‰Ë« é ô ÊœuÐ »uOF  b UAOÄA =

 ÂËœ é ô ÊœuÐ »uOF  b UAOÄB =

s¹«dÐUMÐ  AIB∫t� XÝ« `{«Ë ÆXÝ« é ô Ëœ d¼ ÊœuÐ »uOF  b UAOÄ 

  
P(A) = 3

12
= 1

4

 sOÐ “« «— ÂËœ é ô ¨býUÐ »uOF  ‰Ë« é ô dÖ«±± t� Áb'U  v�UÐ é ô ≤»uOF  U¼ÅÊ¬ ÈUð 

∫fÄ r¹—«œÅv dÐ XÝ«

  
P(B|A) = 2

11

∫r¹—«œ ‰UL²Š« Å»d{ ÈÅÁbŽU� “« «c�

P(AIB) = P(A).P(B|A) =
1

4

 
2

11

=
1

22

∆

∏‡‡Å¥b�UAOÄ Ëœ ‰öI²Ý« ‡‡Å

 ÈU¼b UAOÄA Ë B dÖ« ÆXÝ« X³¦  U¼ÅÊ¬ ‰UL²Š« t� bM²$¼ È«Åt'uL' ÈUCQ p¹ “« b UAOÄ Ëœ

 b UAOÄ œ«bš— “« v¼UÖ¬B b UAOÄ œ«bš— ‰UL²Š« —œ A býU³' dŁR  A «— qI²2� “« BfÄ ÆbM¹uÖÅv  

 ÊœuÐ qI²$  È«dÐA “« Bb¹UÐ 

P(A|B) = P(A)

t� rO'«œÅv  v�Ë

  
P(A|B) = P(AIB)

P(B)

.



ÅÅÅÅÅ∏∂

  ـ احتمال٨فصل 

∫r¹—«œ ÈdÐ«dÐ Ëœ ÈÅt$¹UI  “« 

  

P(AIB)
P(B) = P(A)

U¹

P(AIB) = P(A).P(B)    ®Å≥©

 dÖ« t� b¹œ Ê«uðÅv  vÖœUÝ tÐB “« A dÖ« fÄ ÆXÝ« —«d�dÐ tDÐ«— sOL¼ “UÐ býUÐ qI²$  A“« 

B U¹ býUÐ qI²$  B “« A® ÈÅtDÐ«— b¹UÐ býUÐ qI²$  ≥® ÈÅtDÐ«— s²ý«œ UÐ vQdÞ “« ÆbýUÐ —«d�dÐ ©≥©

ÅÅÈU¼ÅtDÐ«— tÐ Ê«uðÅv P(B|A) = P(B) Ë P(A|B) = P(A) ÆbOÝ— ®® ÈÅtDÐ«— vMF¹ ©ø«dÇ≥◊dý ©

 ‰öI²Ý« È«dÐ vQU� Ë Â“ôA “« B Ë B “« A rO¹uÖÅv  ”UÝ« s¹« dÐ ÆXÝ« A Ë B∫fÄ Æb'«ÅqI²$  

∫n¹dFð b UAOÄ Ëœ A Ë BdÖ« UNMð Ë dÖ« b'«ÅqI²$  È«Åt'uL' ÈUCQ p¹ “« 

P(AIB) = P(A).P(B)

dÖ«  P(AIB) ≠ P(A).P(B) bM¹uÖÅv  Åt²2Ð«Ë b�UAOÄ ËœÆb'«

 ‰U?¦�∑∫ v?²?�d?ý X?ÝU?¹— È«dÐ bOM� ÷dQ ¥Êb?ýÅ»U?=?²?'« ‰U?L²Š« Æb'—«œ œułË VKÞË«œ 

 U?Ð V?Oðdð tÐ «— œ«dQ« »U=²'« ÈU¼b ¬dÐ ÆXÝ« vJ¹ U¼ÅVKÞË«œ ÈÅtL¼± ¨Å≤Å¨Å≥ Ë Å¥Ær?O¼œÅv  g¹UL' 

ÅÅÅÈU¼b UAOÄ t� bO¼œ ÊUA'
  
A = 1 ,4{ }Ë 

  
B = 1 , 3{ }Æb'«ÅqI²$  r¼ “« 

ÅÅÅ —u� tÐ È«Åt'uL' ÈUCQ
  
S = 1,2, 3,4{ }¨‰U¦  ÈU¼ÅÁœ«œ dÐUMÐ ÆXÝ« 

  
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 1

4

 b UAOÄ t� rO¼œ ÊUA' rO¼«ušÅv A b UAOÄ “« ̈ Â—UNÇ U¹ ‰Ë« œdQ »U=²'« vMF¹ BœdQ »U=²'« “« vMF¹ 

t� XÝ« `{«Ë ÆXÝ« qI²$  ÂuÝ U¹ ‰Ë«

    AIB = 1 ,4{ }I 1 , 3{ } = 1{ }
∫fÄ

    
P(AIB) = P(1) = 1

4

∫vQdÞ “«

  
P(A) = P(B) = 1

2

∫t−O²' —œ

    
P(AIB) = P(A).P(B) = 1

4



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅ∏∑

 ÈU¼Åb UAOÄ vMF¹A Ë BÆb'«ÅqI²$  r¼ “« 

∫tłuðbMýUÐ t²ý«b' „d²A  Èb ¬dÐ vMF¹ bMýUÐ —UÖ“UÝU' È«Åt'uL' ÈUCQ p¹ b UAOÄ Ëœ dÖ« 

b UAOÄ Ëœ È—UÖ“UÝU' d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆbM²$O' qI²$  r¼ “« b UAOÄ Ëœ Ê¬ býUÐ X³¦  Ëœ d¼ ‰UL²Š« Ë

dÖ« «d¹“ Æœ—«b' vDÐ— b UAOÄ Ëœ ‰öI²Ý« tÐÅÅÅ  AIB = φÁUÖÅÊ¬ ¨

P(AIB) = P( φ ) =0

 dÖ« ËA Ë Bb¹UÐ bMýUÐ qI²$  

P(AIB) = P(A).P(B)

t� œuýÅv  t−O²' dOš« ÈdÐ«dÐ Ëœ ÈÅt$¹UI  “«

  P(A).P(B) =0

t?� b'«ÅqI²$  v²�Ë —UÖ“UÝU' b UAOÄ Ëœ vMF¹ÅÅ  P(A) =0 U¹   P(B) =0‰UL²Š« Ëœ s¹« dÖ« Ë ¨

 bMýU³' dH�A  Ë  BÆbM²$O' ÅqI²$  

∏‡‡ Åµq& ‰UL²Š« ‰u�d� ‡‡Å

 È«Åt'uL' ÈUCQ dÖ«S tÐ n b UAOÄ 
  
B

1
Å¨

  
B

2
¨ì ¨Bn dÖ« Ë býUÐ Ábý “«dQ« A “« Èb UAOÄ S

 ◊dý tÐ ÁUÖÅÊ¬ býUÐ
  
P(Bi ) ≠ 0¨    i =1,K,n¨

    
P(A) = ∑

i=1

n
P(AIBi ) = ∑

i=1

n
P(Bi )P(A|Bi )    ®Å¥©

r¹«ÅÁb¹œ gOÄ ‰UÝ —œ t� —uÞÅÊUL¼ «d¹“

B
1
UB

2
ULUBn = S

b UAOÄ Ëœ d¼ ËBiË Bjv²�Ë i ≠ jvMF¹ ¨b'—UÖ“UÝU' ¨
  
Bi IBj = φ ¨i ≠ jt� XÝ« vN¹bÐ ¨

    A = AIS = AI(B
1
UB

2
ULUBn) = (AIB

1
)U(AIB

2
)ULU(AIBn)

 Ÿu?{u?  q?�« o?³?Þ ¨fÄ ¨b'—UÖ“UÝU' Ëœ tÐ Ëœ ôUÐ tDÐ«— ÂËœ ·dÞ ÈU¼b UAOÄ tL¼ U «≥¨

∫r¹—«œ

P(A) = P(AIB
1
) + P(AIB

2
)+L+P(AIBn )



ÅÅÅÅÅ∏∏

  ـ احتمال٨فصل 

 ¨t?�ö?š  —u� tÐ U¹

    
P(A) = ∑

i=1

n
P(AIBi )‰U?L?²?Š« n?¹dFð tÐ tłuð UÐ t� rO'«œÅv  U « Æ

 ÷d???Q U???Ð Ë v??Þd??ý
  
P(Bi ) ≠ 0 ¨P(AIBi ) = P(Bi )P(A|Bi )t???� œu???ýÅv???  t???−??O??²??' f??Ä ¨

  

P(A) = ∑
i=1

n
P(Bi )P(A|Bi )‰u dQ tÐ ‰u dQ s¹« Æq& ‰UL²Š« ÆXÝ« ÂuÝu  

 ‰U¦�∏∫ q Uý ·dþ sO�Ë« Ær¹—«œ bM'UL¼ ·dþ tÝ µ Ë bOHÝ ÈÅÁdN  ±±ÆXÝ« ÁUOÝ ÈÅÁdN  

 q Uý ·dþ sO Ëœ≥ Ë bOHÝ ÈÅÁdN  πbOHÝ ÈU¼ÅÁdN  q Uý UNMð ·dþ sO uÝ Ë ̈ XÝ« ÁUOÝ ÈÅÁdN  

ÅÁdN  t�Ås¹« ‰UL²Š« Ær¹—Ë¬Åv  —œ È«ÅÁdN  Ê¬ “« Ë »U=²'« «— ·dþ tÝ “« vJ¹ t²$Ð rAÇ UÐ ÆXÝ«

øXÝ« —b�ÅÅÅtÇ býUÐ bOHÝ

 U?Ð «— b?O?H?Ý ÈÅÁd?N  Ã«d=²Ý« b UAOÄA r?O?¼«u?šÅv?  ÆrO¼œÅv  ÊUA' P(A)r?O?M� »U$Š «— 

rOM�Åv  n¹dFð «— d¹“ ÈU¼b UAOÄ

}œuý »U=²'« ‰Ë« ·dþ
  
B

1
= {

}œuý »U=²'« ÂËœ ·dþ
  
B

2
= {

}œuý »U=²'« ÂuÝ ·dþ
  
B

3
= {

 XÝ« vN¹bÐ

  
P(B

1
) = P(B

2
) = P(B

3
) = 1

3
vQdÞ “« Æ

  
P(A|B3) =1 , 

  
P(A|B

1
) = 5

16
 ,  P(A|B

2
) = 1

4

q� ‰UL²Š« ‰u dQ tÐ tłuð UÐ ‰UŠ

P(A) = P(B
1
).P(A|B

1
) + P(B

2
).P(A|B

2
) + P(B

3
).P(A|B

3
)

  

= 1

3
⋅ 5

16
+ 1

3
⋅ 1
4
+ 1

3
⋅ 1= 25

48
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ       

∆

B2B1 Bn

AS

. . .

 qJý¥È«Åt�uL� ÈUC� “«d�« ‡‡Å



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅ∏π

∏‡‡ Å∂eOÐ ÈÅÁbŽUD ‡‡ÅÅÅ

tÇÅÅÊ¬ tÐ g¹U “¬ v¹UN' b ¬dÐ t� b'—«œ œułË Èœ—«u  v�uLF  ÈU¼Åg¹U “¬ —œ Æ©ÁœUÝ X�UŠ®

e?O?Ð ÈÅÁb?ŽU?� v?Qd?F?  t?Ð «b?²?Ð« V?K?D?  s?¹« `?O{uð È«dÐ Æœ—«œ v~²$Ð bM¼œÅv  Œ— vK³� qŠ«d  —œ

Ær¹“«œdÄÅv 

 d?Ö« t� r¹b¹œA Ë Bv?QœU?B?ð g?¹U? “¬ p?¹ È«Åt?'u?L' ÈUCQ “« X³¦  ‰UL²Š« UÐ b UAOÄ Ëœ 

r¹—«œ ÁU~'¬ ¨bMýUÐ

  
P(A|B) = P(AIB)

P(B)

Ë

  
P(B|A) = P(AIB)

P(A)

 ÂËœ Èd?Ð«d?Ð “« dÖ«  P(AIB)v?M?F¹ P(B|A).P(A)t?−?O?²?' ¨r?O¼œ —«d� ‰Ë« ÈdÐ«dÐ —œ «— 

t� œuýÅv 

P(A|B) = P(A)
P(B) .P(B|A)    ®Åµ©

 «— t?DÐ«— s¹«e?O?Ð ÈÅÁbŽUDe?O?ÐÅf? ÅU?ð ÆX?Ý« d?ðÅq?B?H  vK� X�UŠ —œ eOÐ ÈÅÁbŽU� ÆbM U'Åv  

®±∑∂± ‡‡±∑∞≤p?¹ d?¹“ ‰U?¦?  —œ Æœ«œ t?z«—« «— ÁbŽU� s¹« dðÅvK� X�UŠ t� œuÐ v$OK~'« vAOA� ©

ÆbOMOÐÅv  «— eOÐ ÁbŽU� “« ÁœUH²Ý« œ—u 

 ‰U¦�π∫—œ v¹U¼UDš v¼UÖ b²ÝdQÅv  d~¹œ e�d  tÐ «— v UOÄ ̈ ·«d~Kð ÈÅÁdÐU=  e�d  p¹ v²�Ë 

åÅtDI'ò ÈU¼b� Ë œuýÅv  ÁœUH²Ý« ÁdÐU=  È«dÐ ”—u  ÈU³H�« “« v²�Ë Áó¹Ë tÐ Æb'dOÖÅv   —u� ‰UI²'«

b?'d?ÐÅv?  —U� tÐ «— åjšò Ë
±

 e?�d?  t?� Èb?� t?� X?Ý«  —u?� s¹bÐ U¼UDš s¹« MÅt?D?I?'  —u� tÐ 

 e�d  —œ bM²ÝdQÅv N—œ jÝu²  —uÞ tÐ t� b'«Åt²QU¹—œ tÐd−ð tÐ ÆfJŽdÐ U¹ Ë œuýÅv  XQU¹—œ jš 

 dÐ«dÐ jš v'«Ë«dQ tÐ tDI' v'«Ë«dQ X³$' b²ÝdQÅv  Èe�d  t� vM²  d¼≥ tÐ ¥—uÞ tÐ sOMÇÅr¼ ÆXÝ« 

 ‰U?L?²?Š« UÐ t� bM'«œÅv  V¹dIð

  

1

8
 e?�d  t� È«ÅtDI' M e?�d?  —œ b²ÝdQÅv  N◊u?Dš qš«bð dŁ« —œ 

U¼U³²ý« ¨ÁdÐU= Î e?�d  t� «— vDš ‰UL²Š« sOL¼ UÐ Ë œuýÅv  XQU¹—œ jš M e?�d  —œ b²ÝdQÅv  N

 e�d  —œ dÖ« ‰UŠ ÆœuýÅv  XQU¹—œ tDI'N‰UL²Š« —b�ÅÅÅtÇ býUÐ Ábý XQU¹—œ tDI'  —u� tÐ Èb� 

± ÈU¼b� “« vJO'Ëd²J�« ÈU¼Å◊U³ð—« —œ ¨U¼“Ë— s¹« ‡‡Å∞ Ë ±ÆbMM�Åv  ÁœUH²Ý« 



ÅÅÅÅÅπ∞

  ـ احتمال٨فصل 

UF�«Ë b� s¹« t� œ—«œÎøbýUÐ Ábý ÁœU²ÝdQ tDI'  —u� tÐ 

rO¼œ —«d� eOÐ ‰u dQ —œ dÖ«

 tDI' ÊœU²ÝdQ b UAOÄA =

 tDI' XQU¹—œ b UAOÄB =

‰u dQ ÁUÖÅÊ¬

P(A|B) = P(A)
P(B) .P(B|A)

b¹¬Åv —œ d¹“  —u� tÐ

                                                        ©tDI' ÊœU²ÝdQ® P
 ©t?D?I?' XQU¹—œ ÅÅtDI' ÊœU²ÝdQ® P Æ=                          

 ® ©t?D?I' ÊœU²ÝdQÅ¸ÅtDI' XQU¹—œP
                                                               Å©tDI' XQU¹—œ® P

ÆX?Ý« tDÐ«— ‰Ë« ·dÞ r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ rO¼«ušÅv  tâ'¬ e�d  —œ «d¹“ NË X?Ý« Ábý XQU¹—œ È«ÅtDI' 

·dÞ ‰UL²Š« tÝ fÄ ÆrO'«bÐ «— býUÐ Ábý ÁœU²ÝdQ tDI'  —u� tÐ b� s¹« t�Ås¹« ‰UL²Š« rO¼«ušÅv 

ÆrOM�Åv  »U$Š «— ÂËœ

©»®

  
= 3

7
 ®©tDI' ÊœU²ÝdQP(A) = P

©Û®

  
= 7

8
 ®©tDI' XQU¹—œ  tDI' ÊœU²ÝdQP(B|A) = P

Å©tDI' XQU¹—œ® vMF¹ ‰UL²Š« sO uÝ ÈÅt³ÝU× PXQU¹—œ È«ÅtDI' v²�Ë ÆXÝ« dðÅqBH  vL� 

Áb?ý X?QU?¹—œ t?D?I?' U?D?š t?Ð t� b'«ÅÁœU²ÝdQ vDš U¹ Ë b'«ÅÁœU²ÝdQ È«ÅtDI' t� rOM� dJQ b¹UÐ œuýÅv 

fÄ ÆXÝ«

© ®+ ® tDI' ÊœU²ÝdQ  ItDI' XQU¹—œ ©Å= PÅ®©tDI' XQU¹—œP(B) = P

 jš ÊœU²ÝdQ®  ItDI' XQU¹—œ ©                                      P

ÆrOM� »U$Š «— ÂËœ ·dÞ ÈÅtKLł Ëœ rO'«uðÅv  ‰UL²Š« »d{Åq�UŠ ‰u dQ “« U «

 ©tDI' ÊœU²ÝdQ®PÅÅtDI' ÊœU²ÝdQ®ÅÆtDI' XQU¹—œ ©Å= P®ÅtDI' ÊœU²ÝdQ  IÅÅtDI' XQU¹—œÅ©ÅP

                                   
  
= 7

8
.
3

7
= 3

8

©jš ÊœU²ÝdQ®P©tDI' XQU¹—œÅ  jš ÊœU²ÝdQ® Æ= PÅÅ®jš ÊœU²ÝdQ  ItDI' XQU¹—œÅ©ÅÅP

ÅÅÅ¨‰U¦  ÈU¼ÅÁœ«œ o³Þ t� rO'«œÅv 

  
= 4

7
 ®©jš ÊœU²ÝdQP Ë 

  
= 1

8
®ÅÅÅÅjš ÊœU²ÝdQtDI' XQU¹—œÅÅÅ© PÆ

©n�«®



قسمت چهارم ـ احتمال

ÅÅÅÅπ±

∫fÄ

  
= 1

8
.
4

7
= 1

14
 ®jš ÊœU²ÝdQ  ItDI' XQU¹—œ© P

rO¼œ —«d� © ® —œ «— tKLł Ëœ s¹« d¹œUI  dÖ«

©À®

  
= 3

8
+ 1

14
= 25

56
®©tDI' XQU¹—œP(B) = P

∫b¹¬Åv  XÝœ tÐ t�Q$  »«uł rO¼œ —«d� ©n�«® —œ «— ©À® Ë ©Û® ¨©»® dÖ« ‰UŠ

=
3

7

25

56

.
7

8
= 21

25
® tDI' XQU¹—œ|©tDI' ÊœU²ÝdQ P

 e�d  —œ dÖ« fÄNÅÅ‰UL²Š« œuý XQU¹—œ È«ÅtDI' 

  

21

25
UF�«Ë b� s¹« t� œ—«œ œułË Î —u� tÐ 

ÆbýUÐ Ábý ÁœU²ÝdQ tDI'∆

U?¹ Ë t?²?ýc?Ö ÈU?¼ÅtÐd−ð ÈË— “« «b²Ð« eOÐ ÈÅÁbŽU� —œ b¹Åœd� tłuð ‚uQ ‰U¦  —œ t� —uÞÅÊUL¼

 b UAOÄ œ«bš— tÐ vM¼– v�UL²Š« U¼Åv'«Ë«dQB ◊dý tÐ A‰UL²Š« eOÐ ÈÅÁbŽU� UÐ fáÝ ÆrO¼œÅv  X³$' 

 b UAOÄ œ«bš—A ◊dý tÐ BôUÐ ‰U¦  —œ ÆrOM�Åv  t³ÝU×  «— 

 tDI' ÊœU²ÝdQ®ÅÅÅÅtDI' XQU¹—œ © P

 d?‡?Ð«d?‡?Ð t?²ýc‡Ö ÈÅtÐd−ð ÈË— “« «—

  

7

8
 U?‡?¼ÅÁœ«œ d?¹U?Ý Ë Áœ«œ s?¹« p?L?� t?‡?‡‡Ð fáÝ ¨r¹œd� sOOFð

ÅtDI'ÅXQU¹—œ®ÅÅ ÅÅtDI' ÊœU²ÝdQ©ÅÅPÆr¹œ—Ë¬ XÝœÅtÐ œuÐ dE'Åœ—u  t� «— 

∏‡‡ Å∑U¼Ås¹dLð ‡‡Å

± Èu?²×  È«Åt³Fł ‡‡≥ Ë bOHÝ ÈÅÁdN  ≤U?O�«u²  ÆXÝ« ÁUOÝ ÈÅÁdN  Î“« ·œUBð tÐ ÁdN  Ëœ 

Ær¹—«œÅv dÐ È—«cÖÅÈUł ÊËbÐ t³Fł

øXÝ« —b�ÅtÇ býUÐ ÁUOÝ r¼ ÁdN  sO Ëœ t�Ås¹« ‰UL²Š« býUÐ ÁUOÝ ÁdN  sO�Ë« dÖ« ©n�«

øXÝ« —b�ÅtÇ býUÐ ‰Ë« ÈÅÁdN  @'—År¼ ÂËœ ÈÅÁdN  t�Ås¹« ‰UL²Š« ©»

≤v?{U?¹— ÈÅt?²?ý— d?š¬ ‰U?Ý ‰Ë« ÈÅt?³?ð— t?�Ås¹« ‰UL²Š« rO'«œÅv  t²ýcÖ ÈÅtÐd−ð V$ŠdÐ ‡‡Å

 œuý ‰u³� ÁU~A'«œ ÈœË—Ë ÈÅtIÐU$  —œ v'U²ÝdOÐœ∞[πµ—œ vKŽ vKOB×ð oÐ«uÝ tÐ tłuð UÐ ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅπ≤

  ـ احتمال٨فصل 

 œuý ‰Ë« ÈÅt³ð— ÊU²ÝdOÐœ v{U¹— ÈÅt²ý— dš¬ ‰UÝ —œ Ë« t�Ås¹« ‰UL²Š« ¨ÊU²ÝdOÐœ s¹«∞[πÆXÝ« 

øXÝ« —b�ÅÅtÇ œuý ‰u³� ÁU~A'«œ ÈœË—Ë ÈÅtIÐU$  —œ r¼ Ë œuý ‰Ë« ÈÅt³ð— r¼ vKŽ t� s¹« ‰UL²Š«

≥ «— s?~?L?¼ È«Åt?JÝ ‡‡Å≥ d?Ö« Ær?¹“«b?'«Åv  —UÐ A ¨‰Ë« »U?ðd?Ä Ëœ —œ Ë— Êœ«œÅŒ— b? UAOÄ B

 Ë ÂuÝ »UðdÄ —œ XAÄ Êœ«œÅŒ— b UAOÄCU?IO�œ Êœ«œÅŒ— b UAOÄ ÎÊUA' ¨býUÐ »UðdÄ tÝ —œ XAÄ Ëœ 

 t� bO¼œA Ë B v�Ë b'«ÅqI²$  B Ë CÆbM²$O' qI²$  

¥ dÐ«dÐ uCŽ b'uOÄ qLŽ p¹ —œ Êb'U ÅÁb'“ ‰UL²Š« ‡‡Å∞[µÁb'“ qLŽ “« fÄ È—ULOÐ dÖ« ÆXÝ« 

 œd?O?L?Ð Ë b?M?J' ‰u³� «— b'uOÄ ÁU  p¹ ‰uÞ —œ Ë« ÊbÐ t�Ås¹« ‰UL²Š« býUÐ∞[≤Áb?'“ ‰UL²Š« ÆXÝ« 

øXÝ« —b�ÅÅÅtÇ tKŠd  Ëœ s¹« “« fÄ Èb'uOÄ —ULOÐ p¹ Êb'U 

µ q Uý È«Åt³Fł ‡‡ÅÅ±≤ t� XÝ« é ô ≥ ·œUBð tÐ dÖ« Æb'«Å»uOF  U¼ÅÊ¬ ÈUðÅ≥UO�«u²  é ô Î

 d¼ t�Ås¹« ‰UL²Š« r¹—«œdÐ t³Fł “« È—«cÖÅÅÈUł ÊËbÐ≥ÅøXÝ« —bIÇ bMýUÐ »uOF  é ô 

∂ “« q??J??A??²??  È«Åt??'u??L??' ÈU?C?Q p?¹ ‡?‡Åµ b?? ¬d?Ð a ¨b ¨c ¨d Ë et??�ÅÊ¬ ◊d??ý t?Ð ÆX?Ý« 

  
P a,b,c{ }( ) = 1

2
 ¨

  
P a( ) = 1

4
∫XÝ« »uKD  
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 Ê¬ È«dÐ t� «— Èb UAOÄ ‰UL²Š« ©»  S = 5Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ ¨
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‰UL�	« ÈÅt���Ö ÈU�Ål�“u�

π‡‡ÅÅ±t²��Ö v�œUBð dOG²� ‡‡

ö?³?� t	 È—uÞÅtÐÎt?Ð Ë r?O?M?	Åv?� h?�?A?� «— È«Åt?�uL� ÈUC� ¨v�œUBð g¹U�“¬ d¼ —œ rO²HÖ 
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 ÆrO¼œÅv� —«d� «—xi d¹œUI� U¼X Ë piÈUC� t	 b¹œd	 tłuð ÆbM²:¼ U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� ÈU¼Å‰UL²Š« U¼
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0,1{ }ÆXÝ« Áœ«œ ∆
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≤ ÈÅÁ—ULý® Ω µ ©X
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∫bMM	Åv� n¹dFð d¹“  —uG tÐ vðU�bI� ‰UL²Š« —œ «— v�œUBð dOG²�

v�œUBð dOG²� n¹dFð
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b?¹b?ł È«Åt?�u?L?� ÈU?C?� p?¹ v?IOIŠ œ«bŽ« ÈÅtŽuL−� r¹b¹œ q³� ÈU¼Å‰U¦� —œ t	 —uÞÅÊUL¼
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S = s

1
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 ÈU?‡?¼b?‡�¬dÐ tÐS r?¹«ÅÁœ«œ h?OB�ð     pn ,L, p
2
, p

1
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 Ê¬ n?¹dFð ÈÅÁ“u‡ŠSd?¼ t?	 v?L:� tÐ ¨XÝ« vIOIŠ œ«bŽ« —u×� “« v‡ÞUI� Ê¬ d¹œU‡I‡� ÈÅÁ“uŠ Ë 

 b�UAOÄ d‡¼ U¹ b�¬dÐS q‡Jý oÐUD�  —uG s¹« —œ ÆbýUÐ dþUM²� —uÐe‡� —u‡×� “« È«ÅtDI‡� U‡Ð ¨ ¥¨
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 lÐUðX Ë XÝ« vœUBð dOG²� ¨ 
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1
 ¨

  
x

2
 Ë ì ¨xkÆbM²�¼ Ê¬ d¹œUI� 

 qJý ¥

π‡‡Å≤‰UL²Š« Âdł lÐUð ‡‡

 t²��Ö vœUBð dOG²� p¹ ‰UL²Š« Âdł lÐUðX d¹œUI� “« p¹d¼ tÐ t) XÝ« vFÐUð ¨ XvMF¹ ¨ 

 “« p¹ d¼ tÐxi U?¼    i =1,2,L, k ‰UL²Š« P(X = xi ) = pi¨‰Ëb?ł  —u/ tÐ Æb¼œÅv� X³�2 «— 
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    i =1,2,L, n Ë P(X = xi ) = pi

 «—‰U?L²Š« Âdł lÐUðUd/ U¹ Î ‰U?L²Š« lÐUð vœUBð dOG²� X t?) b?¼œÅv� ÊUA2 ôUÐ ‰Ëbł ÆbM�U2Åv�

 ‰UL²Š« q) —«bI�± dOG²� d¹œUI� sOÐ VOðdð tÇ tÐ X  l¹“uð‰UL²Š« l¹“uð ‰Ëbł «— Ê¬ Ë XÝ« Ábý

 t) Èd¹œUI� œ«bFð ÆbM¹uÖÅv�X t) Èd¹œUI� œ«bFð v¼UÖ ÆX�¼ v¼UM²� XÝ« t²d¹cÄ XbM)Åv� —UO²š« 

ÆbOM) tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÆXÝ«—ULý v>Ë v¼UM²�U2

�¦U‰ ¥∫ łU�FtÅÈ )uœ)UÊ “¹d œÁ ÝU‰ —« œ—2Ed Ð~Od¹bÆ ¼d )uœ„ —« Ðd«È «¹sÅ)t Ð³OMOb Ðt ÐOLU—È

¼LuOKv �³²öÝX ¹U 2t ¬“�U¹g �vÅ)MMbÆ d÷ )MOb �²GOd ðBUœv —« Ðt /u—  “¹d ðFd¹n )MOr∫

 Ω œuý d¼Uþ vKOuL¼ œ—u� sO>Ë« Uð b2uý g¹U�“¬ b¹UÐ t) v2U)œu) œ«bFð X
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 t?	 rOMO³ÐX—u?Ðe?� ÈÅt?F?�Uł —œ t	 ÈdH� sOkË« XÝ« sJL� ÆbM	Åv� »U�²�« «— Èd¹œUI� tÇ 

  —uG s¹« —œ fÄ býUÐ ö²³� vKO�uL¼ tÐ œuýÅv� g¹U�“¬  X =1¨Áœu³� ö²³� dH� sOkË« XÝ« sJL� Æ

 f?Ä b?ýU?Ð ö²³� dH� sO�Ëœ  X = 2Êu?O?K?O?� p?¹ X?Ý« s?J?L� t	 bOM	 r:−� bO�«uðÅv� ÆÊ¬ d¹UE� Ë 
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 t	 Èd¹œUI� VOðdðXr¹—«œ XkUŠ s¹« —œ ÆXÝ« v¼UM²�U� vkË ÁœuÐ «—ULý bM	 —UO²š« b�«uðÅv� 

    i =1,2,L  ¨P(X = xi ) = pi
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IA

2
IL ) = P(A

1
).P(A

2
)L

ö¦� ÁUÖÅÊ¬ ¨r¹dO~Ð dE�—œ È«Åt�uL� ÈUC� p¹ tJÝ s²š«b�« d¼ È«dÐ dÖ« ¨fÄÎ

  
P(TT) = q.q = q

2

∫VOðdð sOL¼ tÐ

    

P(TTLT
(i−1)

123) = q.q Lq
(i−1)

124 34
= q

i−1

∫ÁdšôUÐ Ë

    

P(TTLT
(i−1)

123H) = q
i−1

. p

∫fÄ

  
P(X = i) = q

i−1
. p

 dÖ«i dÐ«dÐ «— ±Å¨Å≤ d?¹œUI� UÐ dþUM²� ÈU¼Å‰UL²Š« r¹dO~Ð ìÅ¨ÅX«— d?¹“ ‰Ëbł ÆbM¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

rO:¹uMÐ rO�«uðÅv�

    

xi 1 2 3 L i L

pi p qp q
2

p L q
i−1

p L

 ÈÅtDÐ«—
  
P(X = i) = q

i−1
p ¨ì ¨≤Å¨Å± ΩÅi v�œUBð dOG²� ‰UL²Š« lÐUð XÆXÝ« ∆

 v�œUBð dOG²� d¹œUI� ‰Ë« dDÝ t	 bO¼œ qOJAð vkËbł œuš qO� tÐ bO�«uðÅv� ULýXd¼® býUÐ 

XÝ« Â“ô jI� ¨bMýUÐ Á«u�kœ v¹U¼Å‰UL²Š« Ê¬ ÂËœ dDÝ Ë ©bO¼œ X³:� Ê¬ tÐ bO²:¼ q¹U� t	 È—«bI�

 U¼Å‰UL²Š« ŸuL−� t	± v�œUBð dOG²� t	 «— È—«bI� d¼ dÖ« ÆbýUÐ X¨tDI� p¹ ‰uÞ bM	Åv� —UO²š« 

 ‰UL²Š« È«dÐ È—«œuL� r¹dO~Ð b�UF²� —u×� Ëœ tÐ X³:� tDI� Ê¬ ÷dŽ «— Ê¬ UÐ dþUM²� ‰UL²Š« ËX

Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ

 d?¹œU?I?� ¨◊U?I?� ÈU¼Å÷d‡Ž Ær¹dO~Ð v‡J‡¹ —u×� Ëœ ÈË— «— ‰uÞ bŠ«Ë t‡	 X:O� Â“ô
  
p

1
¨

—UÐ —UÐ

—UÐ
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p

2
 Ë ì ¨pn d¹œUI� ¨◊UI� ÈU¼Å‰uÞ Æb�«Åp¹ Ë dHG sOÐ tL¼ t	 bM²:¼ 

  
x

1
 ¨

  
x

2
 ¨ì ¨xnbM²:¼ 

 qJý oÐUD�®µÆ©

0

p2

p1

p n

x 1 x 2 x n

P

X

 qJýµÈ«ÅtKO� —«œuL4 ‡‡ 

 ÈôUÐ ÈU¼ÅtKO� ‰uÞ Ê«uðÅv� l�«Ë —œ
  
x

1
 ¨

  
x

2
 ̈ ì ̈xnÆX�dÖ U¼ÅÊ¬ UÐ dþUM²� ÈU¼Å‰UL²Š« «— 

r?Ý— È—«œu?L?� sOMÇ bO�«uðÅv� t²::Ö ‰UL²Š« lÐUð d¼ È«dÐ ÆbM�U�Åv� È«ÅtKO� —«œuL� «— —«œuL� s¹«

ÆbOM	

U¼Å‰Ëbł Ê¬ U�« rO:¹uMÐ v�«Ë«d� Á«u�kœ ‰UL²Š« l¹“uð ÈU¼Å‰Ëbł rO�«uðÅv� rO²HÖ t	 —uÞÅÊUL¼

ö?¹– Æb?M?ýU?Ð t?²?ý«œ Èœd?Ð—U	 ‘“—« t	 b�«Åtłuð œ—u� v¹U¼Å‰b� ËÎd?	– «— r?N?� ‰U?L?²Š« l¹“uð bMÇ 

ÆrOM	Åv�

π‡‡≥v5u4dÐ l¹“uð ‡‡

—œ «— v¹ôU	 v²�Ë vK	 —uÞÅtÐ Æ»uOF� U¹ býUÐ rkUÝ XÝ« sJL� rOM	Åv� ÊU×²�« «— vá�ô v²�Ë

‰«RÝ —U~OÝ tÐ ‘œUO²Ž« œ—u� —œ Èœd� “« v²�Ë Æh�U� U¹ Ë XÝ« rkUÝ U¹ rOM	Åv� ÊU×²�« b¹dš l�u�

È—U~OÝ U¹ ôU	 ÊœuÐ rkUÝ dÖ« Æb�œU¹“ v²kUŠ Ëœ ÈU¼ÅÁb¹bÄ s¹« “« ÆX:O� U¹ XÝ« È—U~OÝ U¹ rOM	Åv�

 U?Ð «— œd� ÊœuÐ  X =1 U?Ð «— œd?� Êœu?³?� È—U?~?OÝ Ë ôU	 ÊœuÐ h�U� Ë   X =0Èd?O?G?²?� rO¼œ ÊUA� 

 —«bI� Ëœ t	 r¹—«œ v�œUBð∞ Ë ±Ë rO�U�Åv� ÊU×²�« «— t²kUŠ Ëœ ÈU¼Åg¹U�“¬ s¹« ÆbM	Åv� —UO²š« «— 

ÆXÝ« ÊU×²�« p¹ r¼ tJÝ s²�¹— Æœ—«œ b�¬dÐ Ëœ ÊU×²�« d¼ È«Åt�uL� ÈUC�



قسمت چهارم ـ احتمال

±∞±

 «— œd?� Êœu?Ð È—U?~OÝ U¹ ôU	 ÊœuÐ rkUÝ ‰UL²Š« dÖ«pU?¹ Ë ôU?	 ÊœuÐ h�U� ‰UL²Š« r¹dO~Ð 

 dÐ«dÐ œd� Êœu³� È—U~OÝqr¹—«œ ÊU×²�« d¼ È«dÐ «— d¹“ ‰UL²Š« l¹“uð ‰Ëbł fÄ ÆXÝ« 

  
p + q =1                       

  

xi 0 1

pi q p

È“ËdOÄ XÝ« tłuð œ—u� t	 Èb�¬dÐ ÆbM�U�Åv� X:Jý Ë È“ËdOÄ «— ÊU×²�« b�¬dÐËœ t	 XÝ« ÂuÝd�

ö¦� ÆœuýÅv� ÁbO�U�Îs¹« —œ ̈ rOM	 ÊU×²�« »uOF� vá�ô s²�U¹ È«dÐ p¹ tÐ p¹ «— U¼Åé�ô XÝ« sJL� 

r?¼ d?¹“ ÈÅt?D?Ð«—  —u?G t?Ð Ê«u?ðÅv?� «— ‰Ëb?ł s¹« ÆXÝ« È“ËdOÄ p¹ »uOF� é�ô s²�U¹  —uG

Æœd	 tGöš

  

P(X = i) =
p

i
q

1− i
           i =0,1

   0               i







 b?�U?A?OÄ dÖ« vK	—uÞÅtÐA œ«b?š— Ë r?¹d?O?~?Ð dE�—œ «— È«Åt�uL� ÈUC� p¹ “« AÈ“Ëd?OÄ «— 

 «— È“ËdOÄ ‰UL²Š« ¨t²�dÖp v�œUBð dOG²� ÁUÖÅÊ¬ ¨rOM	 ÷d� X —uG tÐ t	 

 dÖ«A    b¼œ Œ—   X =1

 dÖ«A    b¼b� Œ—   X =0

ÆXÝôUÐ ‰UL²Š« lÐUð È«—«œ œuýÅv� n¹dFð

 v�œUBð dOG²�X —«bI� Ëœ UNMð t	 «— ∞«— Ê¬ ‰UL²Š« l¹“uð Ë vku�dÐ dOG²� œd¹cÄÅv� «— p¹ Ë 

v5u4dÐ l¹“uðÆbM¹uÖÅv� 

π‡‡ÅÅ¥U¼Ås¹dLð ‡‡

±ÆrOM	Åv� »UðdÄ r¼UÐ «— nBM� ÈÅtJÝ ZMÄ ‡‡

ÆbO:¹uMÐ «— È«Åt�uL� ÈUC� ©nk«

Æb¼œ ÊUA� «— åU¼dOýò œ«bFð t	 bOM	 n¹dFð v�œUBð dOG²� p¹ ©»

ÆbO:¹uMÐ «— » bMÐ v�œUBð dOG²� ‰UL²Š« lÐUð ©Û

≤ v�œUBð dOG²� ÆrOM	Åv� »UðdÄ r¼UÐ «— ”Uð Ëœ ‡‡XËœ ÈË— —œ Ábý d¼Uþ œbŽ Ëœ ŸuL−� «— 

ÆrOM	Åv� n¹dFð ”Uð

ÆbO:¹uMÐ «— g¹U�“¬ s¹« È«Åt�uL� ÈUC� ©nk«

d¹œUI� d¹UÝ È«“« tÐ







 ‰UL²Š« lÐUð ©»XÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

 t?	 s?¹« ‰UL²Š« ©Û  X ≤ 7øX?Ý« —b?�ÅtÇ býUÐ 

≥ v�œUBð dOG²� ÆrOM	Åv� »UðdÄ ”Uð p¹ ‡‡XÆrOM	Åv� n¹dFð d¹“  —uG tÐ «— 

  

X =
1

2





 ‰UL²Š« lÐUð ©nk«XÆbOÐUOÐ «— 

 U¹¬ ©»XøXÝ« vku�dÐ v�œUBð dOG²� p¹ 

¥Æb¹UOÐ ådOýò Uð rOM	Åv� »UðdÄ —b�ÅÊ¬ «— nBM� È«ÅtJÝ ‡‡

ÆbO:¹uMÐ «— g¹U�“¬ s¹« È«Åt�uL� ÈUC� ©nk«

Æœd	 t³ÝU×� «— Êb�¬ dOý ‰UL²Š« Ê«u²Ð Ê¬ ”UÝ«dÐ t	 bOM	 n¹dFð v�œUBð dOG²� p¹ ©»

øXÝ« —b�ÅtÇ œuý d¼Uþ dOý ÂbG g¹U�“¬ —œ —UÐ sOkË« t	 s¹« ‰UL²Š« ©Û

µ v�œUBð dOG²� ‰UL²Š« l¹“uð ‡‡ÅÅXÆœuýÅv� h�A� d¹“  —uG tÐ 

  i =1,2, 3                  

  

P(X = i) =
i

i
2

+ 3

  
j = 4,5,6          

  

P(X = j) =
1

14

 l¹“uð ‰Ëbł ©nk«XÆb¹“U:Ð «— 

ÆbOM	 rÝ— «— l¹“uð —«œuL� ©»

 —«bI� ©Û  P(X ≥ 3)ÆbOM	 »U:Š «— 

∂ b?ýU?Ð X?ÐU¹œ tÐ ö²³� s:� Èœd� t	 s¹« ‰UL²Š« ‡‡

  

1

80

«— s?:?� Ê«œd� v¹U²ÝË— —œ ÆXÝ« 

 v?�œUBð dOG²� dÖ« ÆbM¼œÅv� —«d� g¹U�“¬ X×ðXV?O?ðdð tÐ t	 rOM	 n¹dFð Èœ«d�« œ«bFð UÐ dÐ«dÐ «— 

 dOG²� ‰UL²Š« lÐUð ¨œuý h�A� v²ÐU¹œ œd� sOkË« Uð b�uýÅv� g¹U�“¬X‰UL²Š« Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

øXÝ« —b�ÅtÇ býUÐ v²ÐU¹œ dH� sO�Ëœ t	 s¹«

∑ v?�œUBð g¹U�“¬ p¹ È«Åt�uL� ÈUC� ‡‡≥ U?Ð dþUM²� ÈU¼Å‰UL²Š« dÖ« œ—«œ b�¬dÐ ≥tÐ b�¬dÐ 

 VOðdð

  

1

3

 ¨

  

1

2

 Ë 

  

1

6

ÆbOM	 n¹dFð UC� s¹« ÈË— v�œUBð ÈdOG²� býUÐ 

∏ÆXÝ« ‰UL²Š« lÐUð p¹ d¹“ lÐUð t	 bO¼œ ÊUA� ‡‡ÅÅ

    
P(X = x) = 1

n2
2(n − x) +1[ ]  ,  x =1,2,K,n

¨b¹UOÐ ÃË“ œbŽ dÖ«

¨b¹UOÐ œd� œbŽ dÖ«
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1 - S. Ross, A First Course in Probability, Macmilan 1976.
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