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ÅÅ              ©»

  

P = (1,0, − 1

2
)ÅÅÅ   ¨

  

Q = (
1

2
,

2

2
,0)Æ

µ Y?K?¦� jO×� ÆABC ÷d?W UÐ «— 
  A = ( − 1,0,0) ¨ 

  B = (2,0, 7 ) Ë 
  C = (3, 2, 7 )

ÆbOM� «bOÄ

∂t?D?I?‡?(  UB²‡]‡� ÆÏ M j?šÅÁ—UÄ jÝË PQ t?‡� «— 
  
P = (x

0
, y

0
, z

0
) Ë 

  
Q = (x

1
, y

1
, z

1
)

ÆbOM� «bO‡Ä

∑t(UO� ‰uÞ ÆÏ AM YK¦� “« ABC s¹dLð —œ t� «— µÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ XÝ« Ábý d�– 

 qJý±¥

O
y

x

z



ÅÅÅÅÅÅÅ±¥

∏tOC, ÆÏ ±ÆbOM5 XÐUŁ «— 

π ÊUJOÄ UÐ “—«År¼ —«œdÐ ̈ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆPQ
→

  —uYÅtÐ «— ai + bj + ckÆbO�¹uMÐ 

©n;«ÅÅ          
  P = (3,−4,10)     ¨  

  Q = (0,0,0)¨

©»            
  P = (3,−1, 3) ¨  

  Q = (1,−3,2)¨

©ÃP = (2,1 + 2,1 + 3 ) Å   ¨  
  Q = (2,1,1)Æ

±∞ ÈU¼—«œdÐ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ Æa + b ¨a − b Ë raÆbOM5 «bOÄ «— 

©n;«
  
a = 2i − 5 j + 10k ¨  

  
b = −i + 2j − 3k   ¨  r = 2¨

 ©»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ     
  
a = i + j − 3k¨  

  

b =
1

2
i −

1

2
j − 3k ¨  r = −1¨

©ÃÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅ   ÅÅÅÅ ÅÅ            a = 2i  ¨              b = j + k  ¨

  

r =
1

3
Æ

±± —«œdÐ ‰uÞ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆaÆbOM5 «bOÄ «— 

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ    ©n;«a = i − j + k¨»           © a = −3i + 4j −12k¨

 ©ÃÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅ
  
a = 2 i − j + k¨ ©œ     

  
a = 4i − 8 j + 8kÆ

±≤ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«“« tÐ Æa s¹dLð —œ t5 ±± —«œdÐ ¨b�«ÅÁbý d5– ea«— ÆbOM5 «bOÄ 

±ÆÅ≤vKš«œ »d{ ÅÅ

 d?H?Yd?Ož —«œdÐ Ëœa Ë bt?¹Ë«“ t?5 «— Ï U?N?�¬ s?OÐ θr?O?M?5Åv?  ÷d?4 Ë r?¹d?O?ÖÅv  dE� —œ XÝ« 

  

0 < θ <
π
2

 ® qJý tÐ± rzU, d¹uBð rO¼«ušÅv  Æ©bOM5 ÁU~� a œ«b² « ÈË— «— bd¹uBð s¹« ÆrOM5 «bOÄ 

 —«œdÐ «— rzU,′aÆrO U�Åv  

 qJý±

b

a

θ ′a



ÅÅÅÅÅÅ±µ

 t?5 XÝ« `{«Ë′a œ«b?² « —œ b f?Ä ¨X?Ý« Ê¬ U?Ð XNł r¼ Ë ′a = rb Ë   r > 0t?−?O²� —œ Æ

′a = rb = r b «c; Ë 
r = ′a

b « ÆÒ t?5 v?¹U−�¬ “« Ucos θ = ′a
a

 f?Ä ′a = a cos θt?−O²� —œ Ë 

r = a cos θ
b

r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ VOðdð s¹bÐ Ë 

,′a = a cos θ
b

b

U¹

Å®±©
Æ

  

′a = a b cos θ
b2

b

 X?;U?Š —œ t?5 b?O?M?5 v?Ý—d?Ð s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ

  

π
2

< θ < π ’U?š  ôU?Š Ë   θ = 0 ¨

  

θ =
π
2

Ë 

θ = π rzU, d¹uBð eO� a œ«b² « ÈË— b vMF¹ ̈′a ‰u d4 “« ̈®Å± œbŽ Æb¹¬Åv  XÝœÅtÐ ©a b cos θt5 

® ‰u d4 —œ± dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë XÝ« ÈœbŽ ¨XÝ« Ábý d¼Uþ ©a Ë bt¹Ë«“ Ë Ï UN�¬ sOÐ θÆ

t²�¹Uý «c; Ë œuýÅv  d¼Uþ —UO�Ð dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë œbŽ s¹«  UO{U¹— —œÏÆXÝ« v U� s²ý«œ 

ÆbM U�Åv  —«œdÐ Ëœ s¹« vKš«œ »d{ «— dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë œbŽ s¹«

Æn¹dFð  rOM5 ÷d4a Ë b Ë bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ θt¹Ë«“ Ï  —uY s¹« —œ ÆUN�¬ sOÐ »d{

vKš«œ a —œ b œUL� UÐ t5 «— a.brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uY tÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æa.b = a b cos θ

 —«œdÐ Ëœ “« vJ¹ dÖ«a U¹ bt¹Ë«“ ÁU~�¬ ̈ bMýUÐ dHY dÐ«dÐ Ëœ d¼ U¹ Ë ÏÆX�O� n¹dFð qÐU, UN�¬ sOÐ 

 t5 rOM5Åv  œ«œ—«d, X;UŠ s¹« —œ  a.b =0Æ

Æd?&cð —œ t?D?I?� œułË qO;œ tÐ vKš«œ »d{ a.b V?Kž« È«Åt?DI<Å»d{Æœu?ýÅv?  ÁbO U� eO� 

 qYUŠ t5 s¹« dÞUš tÐ ̈ sOMâL¼a.b¨vKš«œ »d{ tÐ ̈ býUÐÅv  œbŽ p¹ d�UJÝ« »d{ ÆbM¹uÖÅv  eO� 

® ‰u d4 rO�«uðÅv  ôUÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐ ÊuM5«±ÆrOM5 v�¹u�“UÐ d¹“  —uYÅtÐ «— ©

®  ′1©           Æ

  

=
a.b

b2
b dHYdOž —«œdÐ rzU, d¹uBð adHYdOž —«œdÐ œ«b² « ÈË—  b ′a =



ÅÅÅÅÅÅÅ±∂

t³ÝU×  È«dÐ eO� v;u d4 d¹“ —œÏtM¹d, Ïp¹ 

d~¹œ dHYdOž —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� dHYdOž —«œdÐ

 r?¹d?O?Ö —u?E?M?  s?¹« È«dÐ ÆrOM5Åv  «bOÄa Ë bËœ 

 Ë b?M?ýU?Ð dHYdOž —«œdÐ′′at?M¹d, «— Ï at?Ð X?³�� 

 œ«b² «b qJý tÐ® rOM5Åv  ÷d4 ≤Æ©bOM5 ÁU~� 

t5 rOM5Åv  tłuð

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           ′′a = a + 2( ′a − a)

ÆÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           = 2 ′a − a

® ‰u d4 dÐUMÐ «c;  ′1©r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ 

Å®≤Æ         ©

  

=
2a.b

b2
b − a tM¹d,ÏdHYdOž —«œdÐ  a dHYdOž —«œdÐ œ«b² «  tÐ X³�� b ′′a =

vKš«œ »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vKš«œ »d{ rN  ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±ÆvKš«œ »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a.b = b.aÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± ÈU¼—«œdÐ “« vJ¹ dÖ« t5 rOM5Åv  tEŠö  a U¹ b—«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYa.b Ë b.af?Ä ÆXÝ« —«d,dÐ ÈËU�ð «c; Ë bMýUÐÅv  dHY dÐ«dÐ œ«œ—«d, dÐUMÐ Ëœ d¼ 

 rOM5Åv  ÷d4a Ë bt¹Ë«“ t5 bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ eO� X;UŠ s¹« —œ ÆXÝ« 

Æa.b = a b cos θ = b a cos θ = b.a

 v????Öó????¹Ë≤Æv????K????š«œ »d???{  —«œd????Ð Ëœ d????¼ È«d???Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d???¼ Ë r¨

ra.b = r(a.b) = a. rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≤« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨ËÒs¹dLð Ê«uMŽ tÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5Åv  vÝ—dÐ «— ‰

 ÈU¼—«œdÐ “« vJ¹ dÖ« ÆœuýÅv  U¼—a U¹ b U¹ Ë býUÐ dHY —«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë   r =0Ë« ÈËU�ð ·dÞ Ëœ ̈Ò‰

« ÈËU?�ð «c; Ë XÝ« dHY dÐ«dÐËÒ rOM5Åv  ÷d4 fÄ ÆXÝ« —«d,dÐ ‰a Ë bd?HYdOž ÈU¼—«œdÐ Ëœ d¼ 

 qJý ≤

a

b
′′a

′a



ÅÅÅÅÅÅ±∑

 Ë bM²�¼  r ≠ 0t¹Ë«“ ÆÏ sOÐ a Ë b «— θt¹Ë«“ Ë Ï sOÐ ra Ë b «— ϕt5 s¹« tÐ tłuð UÐ ÊuM5« Ær¹dOÖÅv  

                   
dÖ« 

 
Å∫        

dÖ«
 

  

r > 0

r < 0Å
 

∫
 ϕ =

θ
π − θ





 
® qJý tÐ≥ Ë ¥©bOM5 ÁU~� 

r¹—«œ 

∫ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  dÖ«                                              

Æ= r
r

cos θ
 dÖ«

   

r > 0

r < 0 ∫ 

cos ϕ =
cos θ
− cos θ





r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ «c;

Æra.b = ra b cos ϕ = r a b
r
r

cos θ = r( a b cos θ ) = r(a.b)

 vÖó¹Ë≥ÆvKš«œ »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨
  
a.a = a 2

Æ

 dÖ«a d?Ö« ÆX?Ý« —«d?,d?Ð ÈËU?�?ð «c?; Ë X?Ý« d?H?Y d?Ð«dÐ ÈËU�ð sO4dÞ ¨býUÐ dHY —«œdÐ a

t¹Ë«“ t5 s¹« tÐ tłuð UÐ ¨býUÐ dHYdOž È—«œdÐÏ sOÐ ar¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ XÝ« dHY dÐ«dÐ ‘œuš Ë 

Æ
  
a.a = a a cos0= a 2

 vÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ≥ t5 XÝ« `{«Ë   a.a ≥ 0 sOMâL¼ Æ  a.a =0 dÖ« jI4 Ë dÖ« 
  
a 2 =0Ë dÖ« 

 dÖ« jI4
  
a =0dÖ« jI4 Ë dÖ« a = oÆ

 vÖó¹Ë¥ÆvKš«œ »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ̈a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  a.b =0Æ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ¥ r¹dOÖ ̈θt¹Ë«“ ÏdHYdOž —«œdÐ Ëœ sOÐ  a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

ÅÅÅÅ                         a.b =0 ⇔ a b cos θ = 0

ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ   a Ë bÅÅÅÅ          ⇔ cos θ = 0

                         

  

⇔ θ =
π
2

 qJý¥

 qJý≥

θ = ϕ

a

b

ra

b

a

ϕ =
π−

θ

θ
ra



ÅÅÅÅÅÅÅ±∏

a .    Ë b bMýUÐ œuLŽ r¼ dÐ ⇔

 ‰U¦�±Æ ÈU?¼—«œdÐ t� rOM�Åv� tłuð i ¨j Ë k vÖó¹Ë dÐUMÐ «c" ¨b(œuLŽ r¼dÐ ËœÅtÐ Ëœ ¥»d{ 

 vKš«œi. j = j. i = j.k = k. j = k.i = i.k = 0 t� s¹« tÐ tłuð UÐ sOMâL¼ Æ
  
i = j = k = 1dÐUMÐ ¨

 vÖó¹Ë≥ r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ vKš«œ »d{ 
  
i. i = j. j = k.k = 1Æ

t?³?ÝU?×� È«dÐ v"u�dW ÊuM�«Ï a.b  U?B?²]� V:ŠdÐ a Ë bt?Ð —u?E?M� s¹« È«dÐ ÆrOM�Åv� ÊUOÐ 

t?O?C?� t?Ð t?� t?O?C?� s?¹« p?L?� t?Ð Ær?OM�Åv� Á—Uý« Ê¬ tÐ d¹“ —œ «b²Ð« t� r¹bM�“UO( tÝbM¼ “« È«ÅtOC�Ï

tOC� XÝ« ·ËdF� UNÝuMO:�Ï ≤t³ÝU×� È«dÐ v"u�dW tz«—« ÊUL¼ t� œd� rO¼«uš XÐUŁ «— Ï a.bV:ŠdÐ 

  UB²]�a Ë bÆXÝ« 

tOC4Ï ±tOC4® ÏÆ©UNÝuMOO�  YK¦� ABC r¹dOÖ Ær¹dOÖÅv� dE( —œ «— a ̈b Ë cs¹« Ÿö{« ‰uÞ 

 ÈU¹«Ë“ ÈË—ÅtÐË— VOðdð tÐ t� býUÐ YK¦�A ¨B Ë C dÖ« ÆbM²:¼ θt¹Ë«“ Ï sOÐ AB Ë ACÁU~(¬ ¨býUÐ 

Æa2 = b2 + c2 − 2bc cos θ

 U³Ł«
±

Æ rOM�Åv� ÷dW «b²Ð« 

  

θ =
π
2

 ® qJý tÐµÆ©bOM� ÁU~( 

  —uc s¹« —œ

  

cos θ = cos
π
2
= 0 —ucÅtÐ tOC� rJŠ «c" Ë 

  a
2 = b2 + c2

t?OC� ÊUL¼ t� œuýÅv� q¹b³ð ÏË X?Ý« ”—užU¦OW 

ÆbýUÐÅv� —«d�dÐ

 r?O?M�Åv� ÷dW ‰UŠ0 < θ < π
2

 ® q?Jý tÐ∂Æ©b?OM� ÁU~( 

BH ŸUHð—« ̈ lK{ dÐ œ—«Ë ACtOC� dÐUMÐ ÆrOM�Åv� rÝ— «— Ï—œ ”—užU¦OW 

t¹Ë«e"«ÅrzU� YK¦�Ï BHCr¹—«œ 

®±©Æa2 = BH2 + HC2

«ÅrzU� YK¦� —œ sOMâL¼ t¹Ë«e"ABHr¹—«œ 

®≤©Æc2 = BH2 + AH2
B

A

C
a

b
c

θ

H

B

A

C

a

b
c θ =

π
2

 qJý µ

 qJý∂

± jšÅÁ—UÄ ‰uÞ v²Š«— È«dÐ ¨tOC� s¹«  U³Ł« —œ ‡‡X ÈUł tÐ «— X UÐ XÆr¹«ÅÁœ«œ g¹U/ 



ÅÅÅÅÅÅ±π

tDÐ«— dÐUMÐ ÊuM5«Ï® ±rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ©

                           a
2 = BH2 + HC2

               = BH2 + (b − AH)2

Å= BH2 + AH2 + b2 −2bAH

tDÐ«— dÐUMÐ                              Ï® ≤©Æ ÅÅÅÅÅ        = c2 + b2 −2bAH

 «Òt???¹Ë«e??;«År??zU??, Y??K??¦??  —œ U??Ï ABH ¨cos θ =
AH

c
 «c??; Ë AH = c cos θt???−??O??²??� —œ Æ 

a2 = b2 + c2 −2bc cos θÆb¼œÅv  XÝœÅtÐ X;UŠ s¹« —œ «— rJŠ v²Ý—œ t5 

 X;UŠ b�U Åv  v,UÐ tâ�¬ ÊuM5«

  

π
2

< θ < π býUÐÅv  ® qJý tÐ∑Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý∑

BH l?K{ dÐ œ—«Ë ŸUHð—« ¨ACt?O?C?, dÐUMÐ ÆrOM5Åv  rÝ— «— Ït?¹Ë«e?;«År?zU, YK¦  —œ ”—užU¦O4 Ï

BHCr¹—«œ 

®≥©Æa2 = BH2 + HC2

t¹Ë«e;«ÅrzU, YK¦  —œ sOMâL¼Ï ABHr¹—«œ 

®¥©Æc2 = BH2 + AH2

tDÐ«— dÐUMÐ ÊuM5«Ï® ≥rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ©

                           a
2 = BH2 + HC2

              = BH2 + (b + AH)2

 = BH2 + AH2 + b2 + 2bAH

tDÐ«— dÐUMÐ                            Ï® ¥©Æ            = c2 + b2 + 2bAH

 «Ò—œ U¹Ë«e?;«År?zU, YK¦  tÏ ABH ¨cos( π − θ ) =
AH

c
 ÊuÇ Ë cos( π − θ ) = − cos θ«c; ¨

AH = −c cos θ t?−?O?²� —œ Æ  a
2 = b2 + c2 −2bc cos θe?O?� X?;U?Š s?¹« —œ «— r?J?Š v?²Ý—œ t5 

 Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ

H A

B

c

b

C
θ

π −
θ

a



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∞

tOCAÏ ≤Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) Ë 

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
) —uY s¹«—œ ÆbMýUÐ —«œdÐ Ëœ 

  
a.b = a

1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3
Æ

Æ U³Ł« “« vJ¹ dÖ« a U¹ b«c; Ë XÝ« dHY ÈËU�ð ·dÞ Ëœ ÁU~�¬ býUÐ dHY —«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 r??O??M??5Åv??  ÷d??4 f??Ä Æb??ýU??ÐÅv??  —«d??,d??Ð ÈËU?�?ða Ë bË b??M??ýU??Ð d??H??Yd??O??ž ÈU??¼—«œd??Ð Ëœ d?¼ 

θt¹Ë«“ ÏÆUN�¬ sOÐ 

 dÖ«π ËÅÅ  θ ≠ 0 ÈU¼—«œdÐ ÁU~�¬ ¨a¨ b  Ëa − b bM¼œÅv  qOJAð v¦K¦  ® qJý tÐ∏Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý∏

 qJý YK¦  —œ∏tOC, “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨Ïr¹—«œ UNÝuMO�5 

Æ
  
a − b2 = a 2 + b2 −2a b cos θ

  ôUŠ —œ  θ = 0 U¹ θ = π ÈU¼—«œdÐ “« ̈a ̈b Ë a − bs¹« —œ sJO;Ë ̈ b¹¬ÅvL� œułËÅtÐ v¦K¦  

«œb−  ôUÐ ÈËU�ð eO� X;UŠ ËœÎ —uY d¼ —œ «c; Æ©ø«dÇ® XÝ« —«d,dÐ 

,
  
a − b2 = a 2 + b2 −2a.b

fÄ

Æ

  

a.b =
1

2
( a 2 + b2 − a − b2 )

 t5 s¹« tÐ tłuð UÐ ÊuM5«a − b = (a
1

− b
1
,a

2
− b

2
,a

3
− b

3
)r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ 

  

a.b =
1

2
( a

1

2 + a
2

2 + a
3

2 + b
1

2 + b
2

2 + b
3

2 − (a
1

− b
1
)2 − (a

2
− b

2
)2 − (a

3
− b

3
)2 )

                                                          

  

=
1

2
(2a

1
b

1
+ 2a

2
b

2
+ 2a

3
b

3
)

                                                                Æ  = a
1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3

O
y

x

z

a

(a1, a2, a3 )

b
(b1, b2, b3)

a − b

θ



ÅÅÅÅÅÅ≤±

 ‰U¦�≤Æ —«œdÐ rzU, d¹uBð rO¼«ušÅv    a = (1,2,−2)ÈË— «—  —«œdÐ œ«b² «   b = (1,2,2)«bOÄ 

 t?5 rOM5Åv  tłuð ÆrOM5  a.b = (1)(1) + (2)(2) + (−2)(2) =1 Êu?Ç Æ
  
b2 =1

2 + 2
2 + 2

2 = 9«c; 

Å® ‰u d4  ′1©t5 b¼œÅv  t−O²� 

                                       dHYdOž —«œdÐ rzU, d¹uBð a
Æ

  

=
a.b

b2
b =

1

9
(1,2,2) = (

1

9
,
2

9
,
2

9
)                               ′a =

                                        
dHYdOž —«œdÐ œ«b² « ÈË— b

 ‰U¦�≥ÆtM¹d, ̈ q³, ‰U¦  —œ Ábý v4dF  ÈU¼—«œdÐ È«dÐ Ï —«œdÐ a —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� bpL5ÅtÐ 

® ‰u d4≤b¹¬Åv  XÝœÅtÐ d¹“  —uYÅtÐ ©

                                                               tM¹d,ÏdHYdOž —«œdÐ  a
Æ

  

=
2a.b

b2
b − a =

2

9
(1,2,2) − (1,2,−2) = (

−7

9
,
−14

9
,
22

9
)                             ′′a =

                                                                 
dHYdOž —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� b

 ‰U¦�¥Æ  ÈU¼—«œdÐ  rO¼œÅv  ÊUA�   a = (−4,5,7) Ë   b = (1,−2,2) dÐUMÐ  Æb�œuLŽ r¼ dÐ tOC,Ï

ÅÅ≤r¹—«œ 

,
  a.b = (−4)(1) + (5)(−2) + (7)(2) =0

 vÖó¹Ë dÐUMÐ «c; Ë¥ ¨vKš«œ »d{ a dÐ bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U?¦�µÆt?¹Ë«“ rO¼«ušÅv  Ï —«œd?Ð Ëœ sOÐ   a = (2,−1,2) Ë   b = (1,−1,0) Ær?OM5 «bOÄ «— d?ÐUMÐ

tOC,ÏÅÅ ≤r¹—«œ 

Æ  a.b = (2)(1) + (−1)(−1) + (2)(0) = 3

 r¹dOÖ ‰UŠθt¹Ë«“ Ï sOÐ a Ë b fÄ ¨býUÐ a.b = a b cos θU¹ Ë 

Æ3 = (2)2 + (−1)2 + (2)2 (1)2 + (−1)2 + (0)2 cos θ

 t−O²� —œ  3 = 3 2 cos θ fÄ ¨

  

cos θ =
2

2
 «c; Ë 

  

θ =
π
4

Æ

 v???Öó???¹ËµÆv???K???š«œ »d??{  —«œd???Ð t???Ý d???¼ È«d??Ð a ¨b Ë c ¨a.(b + c) = a.b + a.cË 

(a + b).c = a.c + b.cÆ

 v?Öó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ rO¼œ —«d, XÝ« v4U5 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) ¨

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)Ë 



ÅÅÅÅÅÅÅ≤≤

  
c = (c

1
, c

2
, c

3
)  —uY s¹« —œ Æ

  
b + c = (b

1
+ c

1
, b

2
+ c

2
, b

3
+ c

3
)tOC, dÐUMÐ «c; Ë Ï ≤XÝœÅtÐ 

r¹—Ë¬Åv 

                    a.(b + c) = a
1
(b

1
+ c

1
) + a

2
(b

2
+ c

2
) + a

3
(b

3
+ c

3
)

= (a
1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3
) + (a

1
c
1

+ a
2
c

2
+ a

3
c

3
)

Æ                                                = a.b + a.c

ÆœuýÅv  U¼— s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ

tOC, pL5 tÐÏ ≤UÐ dHYdOž —«œdÐ p¹ t5 v¹U¹«Ë“ rO�«uðÅv  «bOÄ œ“UÝÅv   UB²B  ÈU¼—u×  

 —«œdÐ r¹dOÖ ÆrOM5
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) —u×  UÐ x —u×  ¨U¼y —u×  Ë U¼z ÈU¹«Ë“ VOðdð tÐ U¼α ¨βË 

γ œ“U�Ð ® qJý tÐπÆ©bOM5 ÁU~� 

 qJýπ

 Êu?Ç  i = (1,0,0) ¨
  
j = (0,1,0) Ë   k = (0,0,1) «c??; ¨t??O?C?,Ï ≤−??O?²?� Åt??5 b?¼œÅv?  t?

  
a. i = a

1
¨

  
a. j = a

2
 Ë 

  
a.k = a

3
t−O²� —œ Æ

    a
1

= a. i = a i cos α = a cos α ,

ÅÅ    
  
a

2
= a. j = a j cos β = a cos β ,

  
  
a

3
= a.k = a k cos γ = a cos γ .

 fÄα ¨β Ë γ“« b�«Åt³ÝU×  qÐU, d¹“ ÈU¼Å‰u d4 

Å®≥©Æ                   

  

cos γ =
a

3

a
, 

  

cos β =
a

2

a
, 

  

cos α =
a
1

a

O
y

x

z

i j

k

α

β
γ

a

(a1, a2, a3 )



ÅÅÅÅÅÅ≤≥

α ¨β Ë γ «— ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ —«œdÐ at5 rOM5Åv  tłuð ÆbM U�Åv  

,
  

cos2 α + cos2 β + cos2 γ =
a
1

2

a 2
+

a
2

2

a 2
+

a
3

2

a 2
=

a
1

2 + a
2

2 + a
3

2

a 2
=

a 2

a 2
=1

 —«œdÐ ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ ”uMO�5 È«dÐ «c; Ëa¨«d,dÐ d¹“ ÈËU�ð ÆXÝ« —

Å®¥©Æ
  
cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1

 ‰U¦�∂Æ —«œdÐ ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ ”uMO�5 rO¼«ušÅv    a = (12,−15,−16)tłuð ÆrOM5 «bOÄ «— 

 t?5 r?O?M5Åv 
  
a = (12)2 + (−15)2 + (−16)2 = 25 —œ Áb?ý d?¼U?þ ÈU?¼ÅÈËU?�?ð d?ÐUMÐ «c; Ë ®Å≥©

  

cos α =
12

25
 ¨

  

cos β =
−15

25
 Ë 

  

cos γ =
−16

25
Æ

 ‰U?¦?�∑Æ® ÈËU?�?ð p?L?5 t?Ð ‰U?¦  s¹« —œ ¥U?Ð t?5 œ—«b?� œu?łË È—«œd?Ð t?5 r?O?¼œÅv  ÊUA� ©

 ÈU?¹«Ë“  UB²B  ÈU¼—u× 

  

α = π
4

 ¨

  

β = 3 π
4

 Ë 

  

γ = π
3

œu?łu  È—«œdÐ sOMÇ dÖ« «d¹“ Æœ“U�Ð 

 Ê¬ ÈœU??¼ ÈU??¹«Ë“ b??ýU??Ðα ¨β Ë γv???M??F??¹ ¨Ê¬ ÈœU??¼ ÈU??¹«Ë“ ”u??M??O??�??5 «c??; Ë œu??Ð b??¼«u??š 

  

cos α = cos
π
4

=
2

2
 ̈

  

cos β = cos
3 π
4

=
− 2

2
 Ë cos γ = cos

π
3

= 1

2
U Ëe; ̈ÎÈËU�ð —œ b¹UÐ 

®¥ ∫bMM5 ‚bY ©

  

( 2

2
) 2 + ( − 2

2
) 2 + ( 1

2
) 2 =1Æ fÄ 

  

5

4
=1 ÆXÝ« i,UMð s¹« Ë

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa Ë bt¹Ë«“ ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 Ï sOÐ a Ë bÆbOM5 «bOÄ «— 

 ©n;«       a = (1,1,0) ¨
  
b = (0,−1,−1)¨

 ©»  a = (−4,2,−5) ¨   

  

b = (
1

2
,6,2)¨

 ©Ã       
  
a = (1,0,0) ¨  

  
b = ( 3 ,1,0)¨

 ©œ        
  
a = (0,0,1) ¨  

  
b = (0, 3 ,1)Æ



ÅÅÅÅÅÅÅ≤¥

≤ ÈU¼—«œdÐ bO¼œ ÊUA� Æa ¨b Ë cÆb�œuLŽ r¼dÐ ËœÅtÐËœ b�«ÅÁbý n¹dFð d¹“ —œ t5 

Æ
  
c = (20,−29,11), 

  
b = (3,7,13), 

  
a = (2,1,−1)

≥ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æ a Ëbð ¨X?Ý« Áb ¬ d¹“ —œ t5 , d¹uB rzUa œ«b² « ÈË— «— bË 

M¹d,tÏ a œ«b² « tÐ X³�� «— bÆbOM5 «bOÄ 

 ©n;«
  
a = (2,−1,2)ÅÅ        ¨

  
b = (1,0,0)¨

ÅÅ       ©»
  
a = (1,0,0) ¨

  
b = (−2, 3,− 4)¨

 ©ÃÅÅ       
  
a = (1,1,0)    ¨

  
b = (−1,2,4)¨

 ©œÅÅÅ     
  
a = (2, 3,1) ¨      

  
b = (3,2,1)Æ

¥ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c ÈU?¼Å‰u?Þ tÐ VOðdð tÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ ± ¨Å≤ Ë ≥t?5 XOYUš s¹« UÐ 

a + b + c = o —«bI  Æa.b + b.c + c.aÆbOM5 t³ÝU×  «— 

µ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c d?Ö« Æb?M?ýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a.b = a.ct?5 b?O¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

∂ —«œdÐ rzU, d¹uBð Æ  a = (4,−3,2) UB²B   ÈU¼—u×  X³¦  XL�, UÐ t5 È—«œdÐ œ«b² «dÐ «— 

ÁœUŠ ÈU¹«Ë“ÏÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œ“UÝÅv  ÈËU�  

∑ bOM5 ÷d4 Æ  a = (3,−6,−1) ¨  b = (1,4, −5) Ë   c = (3,−4,12) d¹uBð ÆU, rza + b«— 

 œ«b² «ÅdÐcÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∏ bOM5 ÷d4 Æ  a = (1,−3,4) ¨  b = (3,−4,2) Ë   c = (−1,1,4) rzU, d¹uBð Æaœ«b² « dÐ «— 

b + cÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

π bOM5 ÷d4 ©n;« Æa Ë b ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a.b ≤ a b bOM5 XÐUŁ «— ®s¹«

¨©XÝ« ·ËdF  fð—«uý ‡‡ vA5 ÈËU� U� tÐ ÈËU� U�

 v??I??O??I??Š œ«b??Ž« È«d??Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł n?;« p?L?5 t?Ð ©»
  
a
1

 ¨
  
a

2
 ¨

  
a

3
 ¨

  
b

1
 ¨

  
b

2
 Ë 

  
b

3
r??¹—«œ 

  
a
1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3
≤ ( a

1

2 + a
2

2 + a
3

2 )
1

2 ( b
1

2 + b
2

2 + b
3

2 )
1

2
¨

v?????I?????O?????I?????Š œ«b?????Ž« È«d?????Ð b?????O?????M?????5 X?????ÐU?????Ł » p????L????5 t????Ð ©Ã 
  
a
1

 ¨
  
a

2
 Ë 

  
a

3
r?????¹—«œ 

  

( a
1

+ a
2

+ a
3

3
) 2 ≤ a

1

2 + a
2

2 + a
3

2

3
Æ

±∞ bOM5 ÷d4 Æa Ë b b?OM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  
a + b2 = a 2 + b2

 ®tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  



ÅÅÅÅÅÅ≤µ

±± bOM5 ÷d4 Æa Ë b ∫bOM5 XÐUŁ «— YK¦  ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a + b ≤ a + b

tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐ®ÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  

±≤ bOM5 ÷d4 ÆaË b bOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 
  
a + b2 + a − b2 = 2a 2 + 2b2

tDÐ«— vÝbM¼ dO³Fð®ÏÆ©øX�OÇ ôUÐ 

±≥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b Ë bMýUÐ —«œdÐ Ëœ a + b Ë a − bv4U5 Ë Â“ô vÞdý ÆbMýUÐ dHYdOž 

 Êœu?Ð œuLŽ È«dÐa + b dÐ a − b b?O?M5 «bOÄ «— ®X?ÝœÅt?Ð s?¹d?Lð s¹« qŠ “« «— vÝbM¼ VKD  Â«b5

Æ©øb¹«ÅÁœ—Ë¬

±ÆÅ≥vł—Uš »d{ÅÅ 

—«œdÐ Ëœ tÐ rO¼«ušÅv  ̈ r¹œd5 t²�Ð«Ë œbŽ p¹ —«œdÐ Ëœ tÐ t5 q³, gBÐ ·öšdÐ ̈ gBÐ s¹« —œ

ÆbM U�Åv  —u5c  —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{ «— —«œdÐ s¹« ÆrOM5 t²�Ð«Ë —«œdÐ p¹

Æn¹dFð rOM5 ÷d4 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) Ë 

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
) ÆbMýU‡Ð —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{

a —œ b œUL� UÐ t5 «— a × brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uYÅtÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æ
  
a × b = (a

2
b

3
− a

3
b

2
 ,  a

3
b

1
− a

1
b

3
 ,  a

1
b

2
− a

2
b

1
)

 ‰U¦�±Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (2,−1, 3) Ë 

  
b = (−1,−2,4)Æ —uY s¹« —œ 

a × b = (2,−1, 3) × (−1,−2,4)

  
(2)(−2) − (−1)(−1) )

  
= ( (−1)(4) − (3)(−2)  ,  (3)(−1) − (2)(4)  ,ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

,
  
= (2,−11,−5)

b × a = (−1,−2,4) × (2,−1, 3)

  
(−1)(−1) − (−2)(2) )

  
= ( (−2)(3) − (4)(−1)  ,  (4)(2) − (−1)(3)  ,

Æ
  
= (−2,11,5)

 —«œdÐ Ëœ È«dÐ t5 rOM5Åv  tłuða Ë b r¹—«œ b�«ÅÁbý v4dF  ‰U¦  s¹« —œ t5 a × b = −(b × a)Æ

 —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ «— VKD  s¹« Ê«uðÅv  Ë býUÐÅvL� v4œUBð Ÿu{u  s¹«a Ë bœd5 XÐUŁ vK5 X;UŠ —œ 

 vÖó¹Ë tÐ®±Æ©bOM5 ÁU~� vł—Uš »d{
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 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ i ¨j Ë kôUÐ n¹dFð dÐUMÐ Ær¹dOÖÅv  dE� —œ «— 

Æi × j = (1,0,0) × (0,1,0) = ((0)(0) − (0)(1)  ,  (0)(0) − (1)(0)  ,  (1)(1) − (0)(0)) = (0,0,1) = k

 bOM5 vÝ—dÐ bO�«uðÅv  s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ VOðdð sOL¼ tÐj × k = i Ë k × i = jÆ

vł—Uš »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vł—Uš »d{ rN  ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±Ævł—Uš »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a × b = −(b × a)Æ

 v?Öó?¹Ë v?²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± r?O?¼œÅv  —«d, 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) Ë 

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)t?łuð Æ

t5 rOM5Åv ÅÅÅ                             

ÅÅÅ 
  
a × b = (a

1
,a

2
,a

3
) × (b

1
, b

2
, b

3
)

                       ,
  
= (a

2
b

3
− a

3
b

2
 ,  a

3
b

1
− a

1
b

3
 ,  a

1
b

2
− a

2
b

1
)

Ë

  b × a = (b
1
, b

2
, b

3
) × (a

1
,a

2
,a

3
)

Æ                       = (b
2
a

3
− b

3
a

2
 ,  b

3
a
1

− b
1
a

3
 ,  b

1
a

2
− b

2
a
1
)

 t5 œuýÅv  tEŠö  v²Š«— tÐ «c;a × b = −(b × a)Æ

 vÖó¹Ë≤Ævł—Uš »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨a × a = oÆ

 v?Öó?¹Ë v?²?Ý—œ v?Ý—dÐ È«dÐ≤ v?Öó?¹Ë d?ÐU?M?Ð t?5 r?O?M5Åv  tłuð ± ¨a × a = −(a × a)«c; Ë 

  2(a × a) = o¨ U¹ a × a = oÆ

 v????Öó????¹Ë≥Æv????ł—U????š »d???{  —«œd????Ð Ëœ d????¼ È«d????Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d???¼ Ë r¨

ra × b = r(a × b) = a × rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨Ë
Ò

s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5Åv  vÝ—dÐ «— ‰

 rO¼œÅv  —«d, —uEM  s¹« È«dÐ ÆœuýÅv  U¼—
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) Ë 

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)t−O²� —œ Æ
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ra × b = (ra

1
, ra

2
, ra

3
) × (b

1
, b

2
, b

3
)

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ              
  
= (ra

2
b

3
− ra

3
b

2
 ,  ra

3
b

1
− ra

1
b

3
 ,  ra

1
b

2
− ra

2
b

1
)

         
  
= r(a

2
b

3
− a

3
b

2
 ,  a

3
b

1
− a

1
b

3
 ,  a

1
b

2
− a

2
b

1
)

Æ ÅÅÅ                                                           = r(a × b)

 v?Öó?¹Ë¥Æv?ł—U?š »d?{  —«œd?Ð t?Ý d?¼ È«d?Ð a ¨b Ë c ¨a × (b + c) = a × b + a × cË 

(a + b) × c = (a × c) + (b × c)Æ

 vÖó¹Ë —œ¥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 Ë
Ò

 —uY tÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ vÝ—dÐ ÆrOM5Åv  XÐUŁ «— ‰

Ð Æœu??ýÅv??  U??¼— s?¹d?L?ð—«d??, —u??E??M??  s?¹« È«d? r??O?¼œÅv?  
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) ¨

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)Ë 

  
c = (c

1
, c

2
, c

3
)«c; Æ

     a × (b + c) = (a
1
,a

2
,a

3
) × (b

1
+ c

1
, b

2
+ c

2
, b

3
+ c

3
)

  
= ( a

2
(b

3
+ c

3
) − a

3
(b

2
+ c

2
)  ,  a

3
(b

1
+ c

1
) − a

1
(b

3
+ c

3
)  ,

  
a

2
(b

1
+ c

1
) )

  
a
1
(b

2
+ c

2
) −ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

  
= ( (a

2
b

3
− a

3
b

2
) + (a

2
c

3
− a

3
c

2
)  ,  (a

3
b

1
− a

1
b

3
) +

  
(a

1
c

2
− a

2
c
1
) )(a

3
c
1

− a
1
c

3
)  ,  (a

1
b

2
− a

2
b

1
) +ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 = (a
2
b

3
− a

3
b

2
 ,  a

3
b

1
− a

1
b

3
 ,  a

1
b

2
− a

2
b

1
) +

  
a
1
c

2
− a

2
c
1
) (a

2
c

3
− a

3
c

2
 ,  a

3
c
1

− a
1
c

3
 ,Å   Å

Æ= a × b + a × c

 ‰U¦�≥Æ ‰U¦  pL5 tÐ ≤rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ôUÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë 

,i × (i × k) = i × − (k × i)[ ] = i × (− j) = −(i × j) = −k

Ë

Æ(i × i) × k = o × k = o

 t?−?O²� —œi × (i × k) ≠ (i × i) × kX?O?YU?š v?ł—U?š »d?{ t?5 b?¼œÅv?  ÊUA� ‰U¦  s¹« Ë 

—«œdÐ tÝ È«dÐ vK5 X;UŠ —œ t5 s¹« vMF¹ Æœ—«b� Èd¹cá²5dýa ¨b Ë c ¨a × (b × c) ≠ (a × b) × c

 s²ýu� «c; Ëa × b × cÆXÝ« vMF ÅvÐ ¨e²�«dÄ Ã—œ ÊËbÐ ¨



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∏

tOCAÏ ±Æ rOM5 ÷d4 a Ë b —uY s¹« —œ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 

Æ  a.(a × b) =0 ,  b.(a × b) =0

Æ U³Ł« rO¼œÅv  —«d, 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
)Ë  

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)t−O²�—œ ¨

,a.(a × b) = a
1
(a

2
b

3
− a

3
b

2
) + a

2
(a

3
b

1
− a

1
b

3
) + a

3
(a

1
b

2
− a

2
b

1
) =0

Ë

Æ b.(a × b) = b
1
(a

2
b

3
− a

3
b

2
) + b

2
(a

3
b

1
− a

1
b

3
) + b

3
(a

1
b

2
− a

2
b

1
) =0

Æt−O²< dÖ« a Ë b t5 È—uÞ bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a × b ÁU~�¬ ̈ œœdÖ dHYdOž eO� a × br¼ 

 dÐa dÐ r¼ Ë bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U¦�¥Æ —«œd?Ð Ëœ d¼ dÐ t5 rOM5 «bOÄ È—«œdÐ rO¼«ušÅv  
  
a = (4,−1, 3) Ë 

  
b = (2, 3,−1)

t−O²� dÐUMÐ ÆbýUÐ œuLŽÏ UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD  —«œdÐ ¨ôUÐ a × b = (−8 ,10,14)Æ

tOCAÏ ≤Æ dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë bt¹Ë«“ t5 Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ XÝ« 

Æa × b = a b sin θ

Æ U³Ł« ÷d4 UÐË n¹dFð pL5 tÐ 
  
a = (a

1
,a

2
,a

3
) Ë 

  
b = (b

1
, b

2
, b

3
)rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  

                  
  
a × b2 = (a

2
b

3
− a

3
b

2
)2 + (a

3
b

1
− a

1
b

3
)2 + (a

1
b

2
− a

2
b

1
)2

  
= a

2

2b
3

2 −2a
2
a

3
b

2
b

3
+ a

3

2 b
2

2 + a
3

2 b
1

2 −2a
1
a

3
b

1
b

3
+ a

1

2b
3

2

  
+ a

1

2b
2

2 −2a
1
a

2
b

1
b

2
+ a

2

2b
1

2

 
  
= (a

1

2 + a
2

2 + a
3

2 )(b
1

2 + b
2

2 + b
3

2 ) − (a
1
b

1
+ a

2
b

2
+ a

3
b

3
)2

                                                        
  
= a 2 b2 − (a.b)2

                                               
  
= a 2 b2 − a 2 b2 cos2 θ

  
= a 2 b2(1− cos2 θ )                       

  
= a 2 b2 sin2 θ                            

  
= ( a b sin θ ) 2 .                        



ÅÅÅÅÅÅ≤π

 t?−?O²� —œ
  
a × b2 = ( a b sin θ ) 2 Êu?Ç Æ  0 ≤ θ ≤ π «c; ¨  sin θ ≥ 0t?−?O²� —œ Æa × bË 

a b sin θ «c; Ë bMýUÐÅv  vHM U� a × b = a b sin θ Æ

 vÖó¹ËµÆvł—Uš »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a UÐ bjI4 Ë dÖ« XÝ« È“«u  

 dÖ«a × b = oÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ r¹dOÖ ¨θt¹Ë«“ Ï —«œdÐ Ëœ sOÐ a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

                                 a × b = o ⇔ a × b =0

              
  
⇔ a b sin θ = 0

 ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ          a Ëb            ⇔ sin θ = 0

            θ = π U¹   ⇔ θ = 0

a. Ë b bMýUÐ È“«u  r¼ UÐ ⇔

Æd&cðt?OC, Ï ≤t−O²� ËÅÏ “« v?ÝbM¼ dO³Fð p¹ ¨Ê¬Å“« q³,

 dÖ« l,«Ë —œ Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{a Ë bËœ 

 b?MýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëa × bd?E� “« ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYdOž eO� 

 ̈ vÝbM¼a × bt×HY dÐ œuLŽ È—«œdÐ Ï “« «—cÖ a Ë bbýUÐÅv  

 Ê¬ ‰u?Þ t?5a b sin θ Ê¬ —œ t??5 X?Ý« θt?¹Ë«“ Ï s?O?Ð a Ë b

XNł t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv  ÆXÝ«a × bv²,Ë XÝ« XÝ«— XÝœ X�ý XA~�« XNł XLÝ tÐ  eO� 

 ·dÞ “« ÊU²A~�« t5a tÐ btÐ®ÅÅÅÅÅXÝ« Ã—Uš »U²5 s¹« vÝ—œ t U�dÐ “« Ÿu{u  s¹« qO;œ vÝ—dÐ ÆbMýUÐ  

 qJý±Æ©bOM5 ÁU~� 

 —«œd?Ð Ëœ jÝuð t5 vŽö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  t5 rO¼œÅv  ÊUA� gBÐ s¹« ÈUN²�« —œa Ë b

 —«œd?Ð t?Ý j?Ýuð t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š Ë œuýÅv  t²šUÝa ¨b Ë cÊ«u?ðÅv  «— b¹¬Åv  œułËÅÅtÐ 

s?¹« Æœd5 ÊUOÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  Ê¬ ÁbMM5bO;uð ÈU¼—«œdÐ vł—Uš »d{ V�ŠdÐ

Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ vł—Uš »d{ “« «— Èd~¹œ vÝbM¼ dO³Fð Ÿu{u 

 qJý±

b

a

a × b



ÅÅÅÅÅÅÅ≥∞

                     

 Á“«b�«ÏŸö{ô«ÅÈ“«u²  ŸUHð—« 

 t5 XÝ« ̀ {«Ësin θ =                                   
b

 «c; Ë = b sin θÅÁ“«b�«ÏÆŸö{ô«ÅÈ“«u²  ŸUHð—« 

UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  t−O²� —œ

Æ= a b sin θ = a × b Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×Á“«b�« ÏÁbŽU, 

 dÖ« t5 rOM5Åv  tłuð  θ = 0 U¹ θ = π —«œdÐ Ëœ “« vJ¹ t5 s¹« U¹ Ë a Ë bdHY dÐ«dÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 q?J?ý Ÿö?{ô«ÅÈ“«u?²?  ÁU~�¬ ¨býUÐ≤X?ŠU?�?  «c?; Ë œœd?ÖÅv?  q?¹b?³?ð t?DI� p¹ U¹ Ë jš p¹ tÐ 

 X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠ s¹« —œ Ÿö{ô«ÅÈ“«u² a × bœuÐ b¼«uš dHY eO� 

 U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  eO�  ôUŠ s¹« —œ t−O²� —œ Ëa × b —u?Y d¼ —œ fÄ Æ

r¹—«œ

Å®±      ©Æ= a × b —«œdÐ Ëœ jÝuð Ábý bO;uð Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  a Ë b

Æt−O²< —«œdÐ Ëœ UÐ t5 v¦K¦  XŠU�  a Ë b UÐ XÝ« dÐ«dÐ œuýÅv  bO;uð 

  

1

2
a × bÆ

 ‰U?¦?�µÆ Y?K?¦?  X?ŠU?�?  r?O?¼«u?šÅv?  ABC ”Ëƒ— t?Ð 
  
A = (1,2,0) ¨

  
B = (3,0, −3)Ë 

  
C = (5,2,6)ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 v¦K¦  XŠU�  UÐ YK¦  s¹« XŠU�  t5 XÝ« ̀ {«Ë ÆrOM5 «bOÄ «— 

  
a = AB

→
= OB

→
− OA

→
= (2,−2,−3) Ë 

  
b = AC

→
= OC

→
− OA

→
= (4,0,6)d?Ð«d?Ð œu?ýÅv?  b?O?;uð 

t?−?O?²?� dÐUMÐ «c; Ë XÝ«Ï ¨ôU?Ð 

  

=
1

2
a × b Y?K?¦?  XŠU�  ABC « ÆÒ¨v?ł—U?š »d?{ n?¹d?Fð dÐUMÐ U

 qJý≤

θ

a

b

Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� XŠU��

 r¹dOÖa Ë bt¹Ë«“ t5 bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ Ï UN�¬ sOÐ θ rOM5Åv  ÷d4 Ë XÝ« π Ë   θ ≠ 0Æ

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv  dE� —œ «— œuýÅv  UMÐ —«œdÐ Ëœ s¹« ÈË— t5 vŽö{ô«ÅÈ“«u² ≤Æ©bOM5 ÁU~� 



ÅÅÅÅÅÅ≥±

a × b = (−12,−24,8) YK¦  XŠU�  «c; Ë ABCUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ

  

1

2
a × b = 1

2
(−12)2 + (−24)2 + (8)2 = 1

2
784 = 28

2
=14

ÕuD��« È“«u²� r−Š

 r¹dOÖa ¨b Ë cs¹« ÈË— t5 vŠuD�;« È“«u²  ÆbMýU³� l,«Ë t×HY p¹ —œ t5 bMýUÐ —«œdÐ tÝ 

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv  dE� —œ «— œuýÅv  UMÐ —«œdÐ tÝ≥Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý≥

 —«œd?Ð r?zU?, d?¹u?B?ð U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²?  s?¹«ÅŸUHð—« t5 XÝ« `{«Ëa—«œdÐ ÈË— 

b × c¨ v???????M??????F??????¹

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c)Á“«b???????�« «c??????; Æ ÏU???????Ð X???????Ý« d??????Ð«d??????Ð ŸU??????H??????ð—« s??????¹« 

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c) = a.(b × c)

b × c2
b × c = a.(b × c)

b × c
 d????ÐU????M????Ð t????−????O????²????�—œ Æ®Å±r?????−????Š ©

UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u² 

Æ= b × c
a.(b × c)

b × c
= a.(b × c) Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×ÁbŽU, XŠU�  

 t??5 v??YU?š X?;U?Š —œa ¨b Ë cp??¹ t??Ð Õu??D??�??;«ÅÈ“«u?²?  ¨b?�d?O?~?Ð —«d?, t?×?H?Y p?¹ —œ 

s¹«—œ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š «c; Ë ©ø«dÇ® œuýÅv  q¹b³ð tDI� p¹ U¹ Ë jš p¹ U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u² 

 ’Uš X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠa.(b × c) œu?Ð b¼«uš dHY eO� ®—œ Ë ©ø«dÇ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š eO� ’Uš X;UŠ s¹« —œ t−O²�a.(b × c)—œ t5 rOM5Åv  tłuð Æ

b × c

a

c

b



ÅÅÅÅÅÅÅ≥≤

t³ÝU× Ï«c; ¨r¹dO~Ð dE�—œ ÁbŽU, Ê«uMŽÅtÐ «— ÁułË “« p¹ d¼ rO²��«uðÅv  ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

   Å®≤ ©Æ = a.(b × c) = b.(c × a) = c.(a × b)  t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š—«œdÐ tÝ ÈË— a ̈bË  cœuýÅv  UMÐ 

 ‰U¦�∂Æ ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š rO¼«ušÅv  
  
a = (1,1,0) ̈

  
b = (0,1,1)

 Ë
  
c = (1,0,1) ÊuÇ ÆrOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

  
b × c = (1,1, −1) dÐUMÐ «c; ¨®Å≤©

Æ
  
= a.(b × c) = (1,1,0).(1,1,−1) = 1 + 1 + 0 = 2ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

 ‰U??¦??�∑Æ ÈU???¼—«œd??Ð t??5 r??O??M??5 v??Ý—d??Ð r??O??¼«u??šÅv??    a = (2, 3,−1) ¨
  
b = (1,−1, 3)Ë 

  c = (1,9,−11) XÝ« v4U5 —uEM  s¹« È«dÐ Æt�U¹ b�«Åt×HY r¼ a.(b × c) rOM5 t³ÝU×  «— ®Æ©ø«dÇ

 Êu???Ç  b × c = (−16,14,10) f???Ä   =0  −32 + 42 −10=a.(b × c)r????−???Š t???5 s???¹« v???M???F???¹ Æ

 ÈU?¼—«œd?Ð j?Ýu?ð Áb?ý b?O?;u?ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²? a ¨b Ë cb?¼œÅv?  ÊU?A?� s?¹« t?5 X?Ý« d?H?Y d?Ð«d?Ð 

 «c?; Ë X?Ý« j?š U?¹ Ÿö?{ô«ÅÈ“«u?²?  p?¹ Uł s¹« —œ Ábý bO;uð ÕuD�;«ÅÈ“«u² a ¨b Ë cp¹ —œ 

Æb�dOÖÅv  —«d, t×HY

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa ¨b Ë c ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 b × c Ë a.(b × c)t³ÝU×  «— 

 ÆbOM5b × c Ë a.(b × c)øbM²�¼ tÇ d~�U¹UL� 

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ©n;«
  
a = (1,1,0) ¨   

  
b = (0,1,1) ÅÅÅÅÅÅÅÅË 

  
c = (−1,−3,4)¨

   ©»  a = (−3,1,1) ¨
  
b = (1,0,−1) Ë      

  
c = (1,1,−1)Æ

≤ —«œdÐ Ëœ dÐ œuLŽ È—«œdÐ Æ
  
a = (1,−3,2) Ë 

  
b = (−2,1,−5)ÆbOM5 «bOÄ 

≥ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c dÖ« ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a × b = a × ct5 bO¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

¥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b ‰u?Þ tÐ v¹U¼—«œdÐ µt¹Ë«“ d~¹bJ¹ UÐ t5 bM²�¼ Ï 

  

π
4

X?ŠU�  Æb�“UÝÅv  

 ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— v¦K¦   a −2b Ë   3a + 2bÆbOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

µ ÈU¼—«œdÐ Æa Ë b t5 XOYUš s¹« UÐ b�«Å÷ËdH  
  
a = 3 ̈

  
b = 26 Ë 

  
a × b = 72—«bI  Æ



ÅÅÅÅÅÅ≥≥

a.bÆbOM5 t³ÝU×  «— 

∂ bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c Ë Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ i ̈j Ë kJ¹ ÈU¼—«œdÐ ÒÁœUÝ «— d¹“  «—U³Ž ÆbMýUÐ t

ÆbOM5

 ©n;«i × ( j + k) − j × (i + k) + k × (i + j + k)¨

 ©»(a + b + c) × c + (a + b + c) × b + (b − c) × a¨

 ©Ã  (2a + b) × (c − a) + (b + c) × (a + b)¨

 ©œ2i.( j × k) + 3 j.(i × k) + 4k.(i × j)Æ

∑ b?O?M?5 ÷d4 Æa ¨b Ë c t?5 X?O?YU?š s?¹« U?Ð b?M?ýU?Ð —«œdÐ tÝ a + b + c = ob?O?M?5 X?ÐUŁ Æ

a × b = b × c = c × aÆ

∏ bOM5 ÷d4 Æa ̈b ̈c Ë d t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ a × b = c × d Ë a × c = b × dÆ

 ÈU¼—«œdÐ dÖ« bOM5 XÐUŁa − d Ë b − cr¼ UÐ ÁU~�¬ ¨bMýUÐ dHY dOž ÆbM¹“«u  

π bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ (a × b) + (b × c) + (c × a) = oÆ

 ÈU¼—«œdÐ bOM5 XÐUŁa¨ b Ë cÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 

±∞ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) = (a.c)b − (a.b)c

±± bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = o

±≤ b?O?M5 ÷d4 Æp ¨q  ¨r Ë s ÈU?¼—«œd?Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł Æb?M?ýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ a = p × s¨

b = q × s Ë c = r × sÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 



ÅÅÅÅÅ≥¥

v�ËdOÐ ÊU×¹—uÐ«

v�ËdOÐ bLŠ« sÐbL×� ÊU×¹—uÐ«

 ‰UÝ —œ≥∂≤ÅÈdL� / ≥µ≤Åv�Lý / π∑≥—œ ÈœöO�Å

Æbý b%u²� Â“—«uš ÊËdOÐ

 ‰UÝ —œ¥¥≤ ÈdL� / ¥≤π v�Lý /Å±∞µ∞ÈœöO� 

ÆXýcÖ—œ Â“—«uš —œ

dOE�ÅvÐ dšUH� “« vJ¹ Ë bMLA�«œ Ë r−M� ̈ Ê«bO{U¹—

ÆœuÐ rKŽ ÈUO�œ

∫“« bMð—U³Ž Ë« v{U¹— ÈU¼—U>

±rONH²%« »U²> —œ Âu−� Ê«“u�¬Åg�«œ È«dÐ v{U¹— tO%Ë« rO¼UH� n¹dFð Æ

≤t¹Ë«“ YOK¦ð ÈÅt%Q�� ÈË— oOLŽ vÝ—dÐ Æ

≥ÈÅÁb?ŽU?� “« ÁœU?H?²?Ý« ÊËb?Ð ”u?� ‰u?Þ Ë t?ł—œ p¹ dðË v³¹dIð ÈÅt³ÝU×� Æ

ÈdOÖÅ‰«d~²�«

¥ ÈdÝ ŸuL−� ÈÅt³ÝU×� Æ

  
∑
0

2
k

µ”u� ‰uÞ ÈÅt³ÝU×� —u²Ýœ Æ

∂t?Ý ÈÅt?ł—œ ÈÅt?%œU?F?� ÈÅt?K?O?ÝËÅt?Ð r?E?²?M?� vFK{Åt� lK{ v³¹dIð ÈÅt³ÝU×� Æ

  1+ 3x = x3

lÐUM�

±v�UÐd� rÝUI%«uÐ« ¨t�U�Åv�ËdOÐ Æ

≤ ÈÅt×HT v{U¹— fKÞ« Æµ∑π

≥ bKł vÝ—UV ·—UFL%«Å…dz«œ Æ± ÈÅt×HT ≥∞

¥ bKł ÂöÝ« ÊUNł ÈÅt�UMA�«œ Æµ ÈÅt×HT ±∂≥

µ ÈÅt×HT v�UÐd� rÝUI%«uÐ« v�öÝ« ÈÅÁ—Ëœ ÊU�«bO{U¹— ÈÅt�U�ÅvÖb�“ Æ±∑∂

∂ bKł vÝ—UV ¯—eÐ ÈÅt�UMA�«œ œUOMÐ Ê«—uA�«œ vLKŽ ÈÅt�U�ÅvÖb�“ Æ± ÈÅt×HT ≤∑π

∑v�ËdOÐ ÊU×¹—uÐ« ÂU� X×ð «b\¼œ ÈÅt�U�ÅXG% Æ

v�ËdOÐ ÊU×¹—uÐ«



ÅÅÅÅ≥µ

≤ÆÅ±UC� —œ jš  

 bM�U	 jš p¹LtDI� UÐ Ï ÊuÇ v	uKF	 
  
P

0
= (x

0
, y

0
, z

0
) ÈË— L dH�U� —«œdÐ Ë u = (p,q, r)

 UÐ È“«u	Lt?#œU?F	 rO¼«ušÅv	 ÊuM'« ÆœuýÅv	 h+A	 œd-ÅtÐ dB×M	 —uÞÅtÐ Ï j?š LÆrOM' «bOÄ «— 

 rOM' ÷d- —uEM	 s¹« È«dÐP = (x,y,z)tDI� Ï  —u�Ås¹« —œ ÆbýUÐ v¼«u+#œ P jš ÈË— LXÝ« 

 ÈU?¼—«œdÐ dÖ« jI- Ë dÖ«u Ë 
  
P

0
P

→
 b?MýUÐ È“«u	 r¼ UÐ ® qJý tÐ±U?Ð XÝ« ‰œUF	 s¹« Ë ©bOM' ÁU~� 

 vIOIŠ œbŽ t'Ås¹«t t' vÖó¹Ë s¹« UÐ býUÐ œułu	 
  
P

0
P

→
= tu	« ÆÒ UP

0
P

→
= (x − x

0
, y − y

0
, z − z

0
)

 t−O²�—œ Ë
  
P

0
P

→
= tu t'Ås¹« UÐ XÝ« ‰œUF	 

  
(x − x

0
, y − y

0
, z − z

0
) = t(p,q, r)Æ

tDI� s¹«dÐUMÐÏ P = (x,y,z) jš ÈË— L vIOIŠ œbŽ dÖ« jI- Ë dÖ« XÝ« tt' býUÐ œułu	 

  
x = x

0
+ pt ¨

  
y = y

0
+ qt Ë 

  
z = z

0
+ rtt?#œU?F?	 t?−?O?²?�—œ ÆÏ jš Lt?D?I?� “« t?' ÏÊu?Ç v?	u?K?F?	 

  
P

0
= (x

0
, y

0
, z

0
) —«œdÐ UÐ Ë œ—cÖÅv	 u = (p,q, r)∫“« XÝ«  —U³Ž XÝ« È“«u	 

Å®±©Æ

    

x = x0 + pt

y = y0 + qt

z = z0 + rt










    , t ∈ R

t×H� Ë jš  ôœUF�

≤

 qJý±
x

O y

z

L

P

u

  
P0



ÅÅÅÅÅ≥∂

 tÐ jš  ôœUF� “« qJý s¹« Èd²�«—UÄ  ôœUF� Ê¬ —œ Ë ¨b�«ÅÂuÝu� jšt  d²�«—UÄÁbO�U�

 d?¼ È«“«Åt?Ð l-«Ë—œ ÆœuýÅv�t j?š “« t?DI� p¹ ¨L j?š “« t?D?I?� d¼ fJŽdÐ Ë b¹¬Åv� XÝœÅtÐ L¨

 È«“«ÅtÐt®  ôœUF� —œ È«± v²-Ë «c; Ë bM Åv� ‚b6 ©t —œ   R jš ◊UI� ÂULð bM Åv� dOOGð LœułËÅtÐ 

Æb¹¬Åv�

 ‰U?¦�±Æt?D?I?� “« t?  v?D?š Èd²�«—UÄ  ôœUF� Ï 
  
P

0
= (2,−4,1)—«œd?Ð U?Ð È“«u?� Ë œ—cÖÅv� 

u = (3,
1

2
,−1)XÝ« d¹“  —u6ÅtÐ r¹œd  d – ôUÐ —œ tâ�¬ tÐ tłuð UÐ XÝ« 

Æ

    

x = 2 + 3t

y = −4 +
1

2
t

z =1− t










    , t ∈ R

t;œUF� “« Èd~¹œ qJý rO¼«ušÅv� ÊuM «Ïjš Èd²�«—UÄ  ôœUF� tÐ tłuð UÐ ÆrOM  «bOÄ «— jš 

LtDI� “« t  Ï 
  
P

0
= (x

0
, y

0
, z

0
) —«œdÐ UÐ È“«u� Ë œ—cÖÅv� u = (p,q, r) —œ Ë XÝ« ®Å±Á—Uý« Ê¬ tÐ ©

 t Ås¹« ÷dL UÐ Ë býp ¨q Ë r r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ bMýUÐ dH6 n;UK� tÝ d¼ 

  

x − x
0

p
= t ¨

  

y − y
0

q
= t

 Ë

z − z
0

r
= t d²�«—UÄ ·cŠ “« «c; ÆtrOÝ—Åv� d¹“  ôœUF� tÐ 

Å®≤©Æ

  

x − x
0

p
= y − y

0

q
= z − z

0

r

 «—  ôœUF� s¹«Ê—UI²�  ôœUF� jš LÆrO�U�Åv� 

 ‰U?¦?�≤Æ j?š Ê—U?I?²?�  ôœU?F� Lt?D?I?� Ëœ “« t?  «— Ï 
  
P

1
= (4, −6,5) Ë 

  
P

2
= (2,−3,0)

 —«œdÐ UÐ È“«u� jš s¹« t  rOM Åv� tłuð —uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM Åv� «bOÄ œ—cÖÅv�
  
P

1
P

2

→
= (−2, 3,−5)

 r?O?M?  ÷d?L r?O�«uðÅv� «c; Ë býUÐÅv�  u = (−2, 3,−5) t? Ås?¹« t?Ð t?łuð UÐ ÊuM « Æ
  
P

1
= (4,−6,5)

 jš Ê—UI²�  ôœUF� ¨XÝ« jš s¹« “« È«ÅtDI�Lb¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“  —u6ÅtÐ 

Æ

  

x − 4

−2
= y + 6

3
= z − 5

−5



ÅÅÅÅ≥∑

Æd)cðt³ÝU×� —œ t  rOM Åv� tłuð Ï t  r¹œd  ÷dL jš p¹ Ê—UI²�  ôœUF� p ¨q Ë rtÝ d¼ 

 “« v?J?¹ dÖ« ÊuM « ÆbM²(¼ dH6 n;UK�p ¨q U¹ rö?¦� ¨býUÐ dH6 Î   
p =0j?š Èd²�«—UÄ  ôœUF� ¨

 —u6ÅtÐ

    

x = x0

y = y0 + qt

z = z0 + rt










    , t ∈ R ,

XÝ« d¹“  —u6ÅtÐ X;UŠ s¹« —œ jš Ê—UI²�  ôœUF� «c; Ë bý b¼«uš q¹b³ð

Æ

  

x = x
0

 ,  
y − y

0

q
=

z − z
0

r

 “« Uð Ëœ U¹ vJ¹ Êbý dH6 œ—u� —œ eO� d~¹œ  ôUŠ —œp ¨q U¹ rÈd²�«—UÄ  ôœUF� ÈË— “« 

Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Ê—UI²�  ôœUF� Ê«uðÅv�

 ‰U¦�≥ÆtDI� “« t  «— vDš Ê—UI²�  ôœUF� rO¼«ušÅv� Ï 
  
P

1
= (−2,−2,1)È“«u� Ë œ—cÖÅv� 

 —«œd?Ð UÐ  u = (0,2,−3) ôœU?F?� s?¹« r?¹œd?  Á—U?ý« ôU?Ð —œ t?â?�¬ t?Ð t?łu?ð U?Ð Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ XÝ« 

XÝ« d¹“  —u6ÅtÐ

Æx = −2  ,  
y + 2

2
= z −1

−3

 ‰U¦�¥ÆtDI� Ëœ “« t  «— vDš Ê—UI²�  ôœUF� rO¼«ušÅv� Ï 
  
P

1
= (2, 3,−1) Ë 

  
P

2
= (2, 3,4)

 —«œdÐ UÐ È“«u� jš s¹« t  rOM Åv� tłuð —uEM� s¹« È«dÐ Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œ—cÖÅv�u = P
1
P

2

→
= (0,0,5)

tDI� “« ÊuÇ Ë býUÐÅv�Ï 
  
P

1
œuÐ b¼«uš d¹“  —u6ÅtÐ Ê¬ Ê—UI²�  ôœUF� «c; ¨œ—cÖÅv� eO� 

Æ
  
x = 2  ,  y = 3

tK�U�Ïjš p¹ “« tDI3 p¹ 

tK6UL rO¼«ušÅv�ÏtDI� Ï ÷Ëd?H� P jš Ã—Uš t  «— LtOC- ÆrOM  «bOÄ Ê¬ “« œ—«œ —«d- Ïd¹“ 

ÆXÝ« “UÝ—U  —uEM� s¹« È«dÐ

t?OC�Ï ±Æ r?O?M  ÷dL L d?H?6 d?O?ž —«œd?Ð U?Ð t  býUÐ vDš u Ë X?Ý« È“«u� PÈ«Åt?DI� «— 



ÅÅÅÅÅ≥∏

 ©ÈË— U¹® Ã—Uš t  r¹dOÖÅv�LtK6UL  —u6Ås¹« —œ Æœ—«œ —«d- Ï P “« L vMF¹ ¨DUÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨

,D =
u × P

0
P

→

u

 Ê¬ —œ t 
  
P

0
tDI� Ï ÈË— v¼«uK;œ LÆXÝ« 

Æ U³Ł« rOM  ÷dL θt¹Ë«“ Ï ÈU¼—«œdÐ sOÐ u Ë 
  
P

0
P

→
fÄ ¨býUÐ   0 ≤ θ ≤ πÆ

 d?Ö«0 < θ <
π
2

 q?J?ý t?Ð t?łu?ð UÐ ÁU~�¬ ¨≤ r¹—«œ 

  

sin θ = D

P
0
P

→ «c?; Ë 
  
D = P

0
P

→
sin θÆ

 dÖ« t  rOM Åv� tłuð  θ = 0 U¹ 

  
θ =

π
2

«œb−� ¨ÎÆXÝ« —«d-dÐ dOš« ÈËU(ð 

 rOM Åv� ÷dL ÊuM «

π
2

< θ < π qJý tÐ tłuð UÐ Ë ≥ r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

  

sin( π − θ ) = D

P
0
P

→

 t−O²�—œ Ë
  
D = P

0
P

→
sin( π − θ ) ÊuÇ Æsin( π − θ ) = sin θr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ eO� X;UŠ s¹« —œ «c; ̈

  
D = P

0
P

→
sin θ dÖ« Æθ = πÆXÝ« —«d-dÐ dOš« ÈËU(ð eO� ¨

r¹—«œ ‰UŠ d¼ —œ fÄ

Æ
  
D = P

0
P

→
sin θ

O y

x

z

u

L

P

D

θ

P0

 qJý≤ qJý≥

�«Ò t Ås¹« tÐ tłuð UÐ U
  
u × P

0
P

→
= u P

0
P

→
sin θ r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ ¨

  
u × P

0
P

→
= u D«c; Ë 

  

D =
u × P

0
P

→

u
Æ

O y

x

z

L

P.
u

P
D

π − θ

θ



ÅÅÅÅ≥π

 ‰U¦�µÆt?K?�U- rO¼«ušÅv	 Ït?DI� Ï   P = (5, − 6,2) jš “« «— Ld?¹“ Èd?²	«—UÄ  ôœUF	 UÐ t' 

rOM' «bOÄ XÝ« Ábý Áœ«œ

Æ

    

x = 1

y = − 1 + 4t

z = 2 − 3t






    ,  t ∈ R

t?D?I?� —u?E?M?	 s¹« È«dÐÏ 
  
P

0
= (1, − 1,2) ÈË— «— L —«œd?Ð Ær?¹d?O?ÖÅv?	 dE�—œ   u = (0,4, − 3)

 jš È“«u	Lt−O²�—œ Ë XÝ« 

D =
u × P

0
P

→

u
= (0,4, − 3) × (4, − 5,0)

(0,4, − 3)
= ( − 15, − 12, − 16)

(0,4, − 3)

Æ     = ( − 15)2 + ( − 12)2 + ( − 16)2

0
2 + 4

2 + ( − 3)2
= 625

25
= 25

5
= 5

UC� —œ jš Ëœ v³�� XOF{Ë

 v?³?N� XOF{Ë tÝ “« vJ¹ UC- —œ e¹UL²	 jš Ëœ vK' —uÞÅtÐÈ“«u� ¨ l?ÞUI²� U¹ d�UM²�«—

 r??¹d?O?Ö Æb?�—«œ
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 ÈU??¼—«œd??Ð U??Ð V??O??ðd??ðÅt?Ð t?' b?M?ýU?Ð e?¹U?L?²?	 j?š Ëœ 

  
u

1
= (p

1
,q

1
, r

1
)Ë 

  
u

2
= (p

2
,q

2
, r

2
)Æb�«ÅÈ“«u	 

Ë« X.UŠÒ ∫‰
  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÆbM²�¼ È“«u� 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
 dÖ« jI- Ë dÖ« b�«ÅÈ“«u	 

  
u

1
 Ë 

  
u

2
ôœUF	 vMF¹ ÆbMýUÐ È“«u	 Î   λ ∈ RbýUÐ œułu	ÅÅ

 t'  u1 = λ u2 U¹ ̈  (p1,q1, r1) = λ (p2,q2, r2) fÄ Æ
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 dÖ« jI- Ë dÖ« b�«ÅÈ“«u	   p1 = λ p2¨

  q1 = λ q2 Ë   r1 = λ r2Æ

 ‰U???¦???�∂Æ j????š Ëœ v????³????N???� X???O???F???{Ë r???O???¼«u???šÅv???	 
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 ôœU????F???	 U???Ð t???' «— 

L
1
:
x − 1

− 2
= y + 1

1
= z − 1

2
 Ë 

  

L
2
:
x
1

= y

− 1

2

= z
− 1

 ÊuÇ ÆrOM' vÝ—dÐ b�«ÅÁbý Áœ«œ 
  
L

1
 Ë 

  
L

2
VOðdðÅtÐ 

 U?????Ð
  
u

1
= ( − 2,1,2) Ë 

  
u

2
= (1, − 1

2
, − 1) r??????¹—«œ Ë b??????�«ÅÈ“«u?????	   − 2 = − 2(1) ¨

  
1 = − 2( − 1

2
)Ë 

  2 = − 2( − 1) fÄ ¨
  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÆœuÐ bM¼«uš È“«u	 



ÅÅÅÅÅ¥∞

 ∫ÂËœ X.UŠ
  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÆbM²�¼ lÞUI²� 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
t?DI� p¹ dÖ« b�«ÅlÞUI²	 ÏtDI� s¹«  —u�Ås¹« —œ t' bMýUÐ t²ý«œ „d²A	 Ï„d?²A	 

Æ©ø«dÇ® XÝ« œd- tÐ dB×M	

 ‰U??¦?�∑Æ j??š Ëœ r??O??¼œÅv?	 ÊU?A?� 
  
L

1
 Ë 

  
L

2
  ôœU??F??	 t?Ð L

1
:
x − 2

2
= y + 2

1
= z − 2

− 1
Ë 

L
2
:
x − 1

1
=

y
− 2

=
z
2

 ®t?D?I?� Ë b�«ÅlÞUI²	 ©©ø«dÇ® bMýUÐÅvL� È“«u	 t'ÏÆr?OM'Åv	 «bOÄ «— UN�¬ lÞUIð 

 ôœU?F?	 ÆbM' ‚b� jš Ëœ d¼  ôœUF	 —œ Ê¬  UB²+	 t' rOM'Åv	 «bOÄ È«ÅtDI� —uEM	 s¹« È«dÐ

 jš Èd²	«—UÄ
  
L

1
XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ 

Æ

    

L1:

x = 2 + 2t

y = − 2 + t

z = 2 − t






    ,  t ∈ R

 tÇ È«“«ÅtÐ rOMO³Ð rO¼«ušÅv	 ÊuM'«t jš ÈË— jš s¹« “« È«ÅtDI� È«
  
L

2
vJ¹ dÖ« Æœ—«œ —«d_ 

 jš ◊UI� “«
  
L

1
 jš ÈË— 

  
L

2
 “« tDI� Ê¬  UB²+	 b¹UÐ ̈ œdO~Ð —«d_ 

  
L

1
  ôœUF	 —œ 

  
L

2
ÆbM' ‚b� 

  ôœUF	 b¹UÐ fÄ
(2 + 2t) − 1

1
= − 2 + t

− 2
= 2 − t

2

 »«uł  ôœUF	 s¹« “« ÆrOM' qŠ «—   t = 0XÝœÅtÐ 

 fÄ Æ©ø«dÇ® b¹¬Åv	
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 È«“«ÅtÐ Ë bM²N¼ lÞUI²	   t = 0tDI� Ï lÞUIð 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
 vMF¹   P = (2, − 2,2)

Æb¹¬Åv	 XÝœÅtÐ

 ∫ÂuÝ X.UŠ
  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÆbM²�¼ d�UM²� 

 dÖ«
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 ÁU~�¬ ¨lÞUI²	 t� Ë bMýUÐ È“«u	 t� 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÆrO	U�Åv	 d-UM²	 «— 

 ‰U??¦??�∏Æ j??š Ëœ v??³??N??� X??O??F??{Ë 
  
L

1
 Ë 

  
L

2
  ôœU??F??	 t??Ð L

1
:
x + 1

2
= y

− 1
= z + 2

1
Ë 

L
2
:
x
1

= y
2

= z
3

 Ær??O??M??'Åv??	 v??Ý—d??Ð «— 
  
L

1
 —«œd??Ð È“«u??	 

  
u

1
= (2, − 1,1) Ë 

  
L

2
—«œd??Ð È“«u??	 

  
u

2
= (1,2, 3) ÊuÇ ÆXÝ« 

  
u

1
 Ë 

  
u

2
 fÄ ¨bMýUÐÅvL� È“«u	 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
œułË ÆbMýUÐÅvL� È“«u	 eO� 

tDI�Ï ÈË— «— „d²A	 
  
L

1
 Ë 

  
L

2
 Èd²	«—UÄ  ôœUF	 ÆrOM'Åv	 oOI×ð 

  
L

2
XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ 

Æ

    

L2:

x = t

y = 2t

z = 3t






    ,  t ∈ R



ÅÅÅÅ¥±

  ôœUF� —œ «— d¹œUI� s¹«
  
L

1
rOM Åv� s¹e~¹Uł 

Æ

t + 1

2
= 2t

−1
= 3t + 2

1

 «d????¹“ b????�—«b????� »«u????ł  ôœU????F????� s???¹«

t + 1

2
= 2t

−1
 È«“«Åt????Ð 

  
t = −1

5
Ë X????Ý« —«d????-d???Ð 

2t
−1

= 3t + 2

1
 È«“«ÅtÐ 

  
t = −2

5
 fÄ Æ

  
L

1
 Ë 

  
L

2
 vMF¹ ¨bMýUÐÅvL� eO� lÞUI²� 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
Æb�dLUM²� 

                   s¹dLð

±Áœ«œ UN�¬ “« tDI� p¹ t  «— vÞuDš Ê—UI²� Ë Èd²�«—UÄ  ôœUF� d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ Æ

 ÷ËdH� —«œdÐ È“«u� eO� UN�¬ œ«b²�« Ë XÝ« ÁbýuÆbOM  «bOÄ XÝ« 

 ©n;«ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ     
  (−2,1,0)ÅÅÅÅÅ        ¨  

  u = (3, −1,5)¨

 ©»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
  (−10,13,20) ¨  

  u = (11, −13,−15)¨

 ©ÃÅÅÅÅ          
  (7,−1,2)ÅÅÅÅ      ÅÅÅ    ¨  

  u = (−1,1,0)¨

 ©œÅÅ           
  (−3,6,2)ÅÅÅÅ Å          ¨ 

  u = (1,−1,0)Æ

≤tDI� “« «—cÖ jš Èd²�«—UÄ  ôœUF� ÆÏ   (3,−1,2)ÆbOM  «bOÄ «— d¹“ jš È“«u� Ë 

Æ

x −1

4
= y + 3

2
= z

≥ ◊UI� “« «—cÖ jš Èd²�«—UÄ  ôœUF� Æ  (−2,5,7) Ë   (−1,1,0)ÆbOM  «bOÄ «— 

¥ ◊UI� “« «—cÖ jš bO¼œ ÊUA� Æ  (0,0,5) Ë   (1,−1,4)ÆXÝ« d¹“ jš dÐ œuLŽ 

Æ

x
7

= y − 3

4
= z + 9

3

µ Æa Ë bt?D?I?� U?ð bOM  sOOFð È—uÞ «— Ï 
  (a, b,1)j?š ÈË— 

t?????D?????I?????� “« «—c????ÖÏ   (2,5,7) Ë   (0, 3,2)Æœd?????O?????Ö —«d????- 

∂ Æu ÷Ëd?H?� jš È“«u� t  r¹dOÖÅv� È—«œdÐ «— LÆXÝ« 

 d?Ö« bO¼œ ÊUA�a Ë bŸËd?ý  U?B?²?K� √b³� “« t  bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ 

 ÈË— U???N???�¬ ÈU???N???²???�« Ë b??�u??ýLÁU???~???�¬ ¨œd???O???Ö —«d??- 

Æu × a = u × b
 qJý¥

uz

x

y
O

a
b

L



ÅÅÅÅÅ¥≤

∑tK6UL ÆÏtDI� “« «—cÖ jš “« «—  UB²K� √b³� Ï   (−3,−3, 3) —«œdÐ È“«u� Ë 
  (4,−2,−4)

ÆbOM  «bOÄ

∏tK6UL ÆÏÆbOM  «bOÄ «— d¹“ È“«u� jš Ëœ 

Æ

x
2

= y −2

−1
= z − 3

−2
     Ë     

x −1

2
= y + 1

−1
= z −2

−2

πtK6UL ÆÏtDI� Ï   (5,0, −4)«— ÆbOM  «bOÄ d¹“ jš “« 

Æx −1= y + 2

−2
= z + 1

2

±∞tK6UL ÆÏtDI� Ï   (2,1,0)«— ÆbOM  «bOÄ d¹“ jš “« 

Æ
  
x = −2  ,  y + 1= z

±± s¹dLð —œ Ábý d – ◊uDš v³(� XOF{Ë Æ±ÆbOM  sOOFð d¹“ VOðdðÅtÐ «— 

©œ Ë Ã® ¨©Ã Ë »® ¨©» Ë n;«®

≤ÆÅ≤UC� —œ t×H�  

 bM�U� t×H6 p¹ΓtDI� UÐ Ï ÊuÇ v�uKF� 
  
P

0
= (x

0
, y

0
, z

0
) —œ Γ dH6U� —«œdÐ Ë n = (a, b,c)

 dÐ œuLŽΓt;œUF� rO¼«ušÅv� ÊuM « ÆœuýÅv� hKA� œdL tÐ dB×M� —uÞÅtÐ Ït×H6 Ï ΓÆrOM  «bOÄ «— 

 rOM Åv� ÷dL —uEM� s¹« È«dÐP = (x,y,z)  —u6 s¹« —œ ÆbýUÐ Á«uK;œ È«ÅtDI� Pt×H6 ÈË— Ï

Γ ÈU?¼—«œdÐ dÖ« jIL Ë dÖ« XÝ« n Ë 
  
P

0
P

→
 b?MýUÐ œuLŽ r¼ dÐ ® qJý tÐ±‰œU?F� s¹« Ë ©bOM  ÁU~� 

 vKš«œ »d{ t Ås¹« UÐ XÝ«
  
n.P

0
P

→
�« ÆbýUÐ dH6 dÐ«dÐ Ò UP

0
P

→
= (x − x

0
, y − y

0
, z − z

0
) Ë t−O²�—œ

  
n.P

0
P

→
= a(x − x

0
) + b(y − y

0
) + c(z − z

0
)¨

t?DI� s¹«dÐUMÐÏ P = (x,y,z)t?×H6 ÈË— Ï ΓXÝ« 

d????????????????????????Ö« j????????????????????????I????????????????????????L   Ë   d????????????????????????Ö«

a(x − x
0
) + b(y − y

0
) + c(z − z

0
) =0ÆÅ Å   

t;œUF� t−O²�—œÏt×H6 Ï Γt?DI� “« t  ÏÊuÇ v�uKF� 

  
P

0
= (x

0
, y

0
, z

0
)d???H???6U??� —«œd??Ð d??Ð Ë œ—c??ÖÅv??� 

n = (a, b,c)“« XÝ«  —U³Ž XÝ« œuLŽ 

Æ
  
a(x − x

0
) + b(y − y

0
) + c(z − z

0
) =0

 qJý±

z

x

y

P
P.

Γ
n

O



ÅÅÅÅ¥≥

t??;œU??F??� d??Ö«Ï ÈU??łÅt??Ð Ë r??O??¼œ j??(??Ð «— ôU?Ð 
  
ax

0
+ by

0
+ cz

0
 ¨X??Ý« X??ÐU??Ł Èœb??Ž t??  d

t??;œU??F??� r??O?�«u?ðÅv?� r?O?¼œ —«d?-Ït??×??H?6 Ï Γr??O??(??¹u??M?Ð e?O?� d?¹“  —u?6Åt?Ð «— 

Æax + by + cz = d

 ‰U?¦�±Æt?;œUF� Ït?×H6 Ït?D?I� “« «—cÖ Ï 
  
P

0
= (−2,4,5) —«œd?Ð d?Ð œuLŽ Ë   n = (7,0,−6)UÐ 

 “« X???Ý«  —U??³??Ž r??O??²??H??Ö ôU??Ð —œ t??â??�¬ t??Ð t??łu??ð7(x + 2) + 0(y − 4) + (−6)(z − 5) =0¨U??¹ 

  7x −6z = −44Æ

 ‰U??¦?�≤Æt??;œU?F?� Ït??×?H?6 Ït??D?I?� “« «—c?Ö Ï P
0

= (
1

2
,0, 3) j??š d??Ð œu?L?Ž Ë L ôœU??F?� U?Ð 

x + 1

4
= y −2

−1
= z

5
 jš t  rOM Åv� tłuð ÆrOM Åv� «bOÄ «— L —«œdÐ UÐ   (4,−1,5)«c; Ë XÝ« È“«u� 

t?×?H6Ï —«œd?Ð d?Ð »u?KD�   n = (4,−1,5)t?;œU?F?� t?−?O?²?�—œ Æœu?Ð b?¼«uš œuLŽ Ï“« X?Ý«  —U?³Ž Ê¬ 

4(x − 1

2
) + (−1)(y −0) + 5(z − 3) =0 U¹ ¨

  
4x − y + 5z =17Æ

 ‰U¦�≥Æt;œUF� Ït×H6 ÏtDI� tÝ “« «—cÖ Ï 
  
P

1
= (1,0,2) ¨

  
P

2
= (−1, 3,4) Ë 

  
P

3
= (3,5,7)

 —«œdÐ Ëœ q�Uý t×H6 s¹« t  rOM Åv� tłuð ÆrOM Åv� «bOÄ «—
  
P

1
P

2

→
 Ë 

  
P

1
P

3

→
 XÝ« ® qJý tÐ≤ÁU~� 

 gI� b�«uðÅv� Ë XÝ« œuLŽ eO� t×H6 s¹« dÐ býUÐ œuLŽ —«œdÐ Ëœ s¹« dÐ t  È—«œdÐ «c; Æ©bOM n«— 

�« Æb?M?  È“UÐÒ«— X?Ý« œu?L?Ž —«œd?Ð Ëœ s¹« dÐ t  È—«œdÐ U

∫r??¹d?O?~?Ð d?E?�—œ —«œd?Ð Ëœ s?¹« v?ł—U?š »d?{ r?O?�«u?ðÅv?�

  
n = P

1
P

2

→
× P

1
P

3

→
 Êu???????????????????????Ç Æ

  
P

1
P

2

→
= (−2, 3,2)Ë 

  
P

1
P

3

→
= (2,5,5) t??−??O??²?�—œ   n = (5,14,−16)v??M??F?¹ Æ

t???;œU???F???� t?? Ås??¹«Ït???×???H???6 Ï“« X???Ý«  —U???³???Ž »u???K??D??� 

5(x −1) + 14(y −0) −16(z −2) =0U???????????????????????????????????????????¹ 

  
5x + 14y −16z = −27Æ

tK�U�Ït×H� p¹ “« tDI3 p¹ 

tK6U‡L rO¼«u‡šÅv‡�ÏtDI� Ï ÷ËdH� Pt×H6 Ã—U‡‡‡‡š t‡‡‡‡  «— Ï Γ“« œ—«œ —«d‡- ÆrOM  «b‡OÄ Ê¬ 

 qJý ≤

n

Γ

P1

P3

P2



ÅÅÅÅÅ¥¥

t???O???C??-ÏÆX???Ý« “U???Ý—U???  —u???E???M???� s???¹« È«d??Ð d??¹“ 

tOC�Ï ±Æ rOM  ÷dL Γ —«œdÐ dÐ t  býUÐ È«Åt×H6 n Ë XÝ« œuLŽ Pt  r¹dOÖÅv� È«ÅtDI� «— 

 ©ÈË— U??¹® Ã—U??šΓt???K???6U??L  —u??6 s??¹« —œ Æœ—«œ —«d??- Ï P “« Γ v??M??F??¹ ¨DU???Ð X??Ý« d??Ð«d??Ð ¨

D =
n.P

0
P

→

n
,

 Ê¬ —œ t 
  
P

0
tDI� Ï ÈË— v¼«uK;œ ΓÆXÝ« 

Æ U³Ł« rOM  ÷dL θt¹Ë«“ Ï —«œdÐ sOÐ n —«œdÐ Ë 
  
P

0
P

→
 fÄ ¨býUÐ   0 ≤ θ ≤ πÆ

d?Ö«0 < θ <
π
2

 q?J?ý t?Ð t?łuð UÐ ÁU~�¬ ¨≥ r¹—«œ 

  

cos θ = D

P
0
P

→ «c?; Ë 
  
D = P

0
P

→
cos θÆ

 d??Ö« t??  r??O??M?? Åv??� t??łu?ð  θ = 0 U??¹ 

  
θ =

π
2

«œb??−?� ¨ÎÆX??Ý« —«d??-d??Ð d??O??š« ÈËU??(?ð 

 rOM Åv� ÷dL ÊuM «

π
2

< θ < π qJý tÐ tłuð UÐ Ë ¥ r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

  

cos( π − θ ) = D

P
0
P

→

 t?−?O?²?�—œ Ë
  
D = P

0
P

→
cos( π − θ ) Êu?Ç Æcos( π − θ ) = − cos θX??ÝœÅt?Ð X?;U?Š s?¹« —œ «c?; ¨

 r???¹—Ë¬Åv???�
  
D = P

0
P

→
(− cos θ )Æ d??Ö« θ = πÆX???Ý« —«d???-d???Ð d???O???š« ÈËU???(???ð e??O??� ¨

 È«d??????????Ð f?????????Ä

  

0 ≤ θ ≤
π
2

 r??????????¹—«œ 
  
D = P

0
P

→
cos θ È«d?????????Ð Ë 

π
2

< θ ≤ πr??????????¹—«œ 

  
D = P

0
P

→
(− cos θ )‰UŠ d¼ —œ fÄ ¨

Æ

  
D = P

0
P

→
cos θ

 qJý¥  qJý≥

Γ

θ

n P

D

P0

Γ
θ

P

D

n

π −
θ

P0



ÅÅÅÅ¥µ

�«Ò t? Ås?¹« t?Ð tłuð UÐ U
  
n.P

0
P

→
= n P

0
P

→
cos θ r?¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ 

  
n.P

0
P

→
= n D«c?; Ë 

D =
n.P

0
P

→

n
Æ

 ‰U???¦???�¥Æt???K???6U???L r???O???¼«u???šÅv??� Ït???D???I??� Ï   P = (0,2,1)t???×???H???6 “« «— Ï Γt???;œU???F???� t??Ð Ï

  
x + y + 2z + 2− 2 =0t?D?I?� —uEM� s¹« È«dÐ Ær¹—Ë¬ XÝœÅtÐ Ï 

  
P

0
= ( 2,−2,0) ÈË— «— Γ

 —«œdÐ Ær¹dOÖÅv� dE�—œ  n = (1,1, 2)t×H6 dÐ Ï Γt−O²�—œ Ë XÝ« œuLŽ 

Æ=
(1,1, 2).(− 2,4,1)

(1,1, 2)
= 4

2
= 2D =

n.P
0
P

→

n

UC� —œ t×H� Ëœ v³83 XOF{Ë

t×H6 ËœÏ e¹UL²� 
  
Γ

1
t;œUF� tÐ Ï a

1
x + b

1
y + c

1
z = d

1
 Ë 

  
Γ

2
t;œUF� tÐ Ï a

2
x + b

2
y + c

2
z = d

2

 t  rOM Åv� tłuð Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «—
  
Γ

1
 —«œdÐ dÐ 

  
n

1
= (a

1
, b

1
, c

1
) Ë 

  
Γ

2
 —«œdÐ dÐ 

  
n

2
= (a

2
, b

2
, c

2
)

 ÆX?Ý« œuLŽ
  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
 r?¼ UÐ U¹ È“«u� X?;U?Š s?¹« —œ t?  b?M²(O� È“«u� U¹ Ë bM²(¼ 

  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
«— 

lÞUI²�ÆrO�U�Åv� 

Ë« X>UŠÒ ∫‰
  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
ÆbM²8¼ È“«u� 

t×H6 ËœÏ 
  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
 dÖ« jIL Ë dÖ« b�«ÅÈ“«u� 

  
n

1
 Ë 

  
n

2
ôœU?F� vMF¹ ÆbMýUÐ È“«u� Î   r ∈ R

 t?  býUÐ œułu�
  
n

1
= rn

2
 U¹ ¨(a

1
, b

1
, c

1
) = r(a

2
, b

2
, c

2
) f?Ä Æ

  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
j?IL Ë dÖ« b�«ÅÈ“«u� 

 dÖ«
  
a
1

= ra
2

 ¨
  
b

1
= rb

2
 Ë 

  
c
1

= rc
2

Æ

 ‰U¦�µÆ  ôœUF� tÐ t×H6 Ëœ 
  
2x + 4y + 3z = 8 Ë 

  
4x + 8y + 6z =1Æb�«ÅÈ“«u� 

 ∫ÂËœ X>UŠ
  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
ÆbM²8¼ lÞUI²� 

 dÖ«
  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
 „d²A� qBL  —u6 s¹« —œ ¨bMýUÐ lÞUI²� tDI� p¹ —œ 

  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
jš p¹ 

 d?Ð t?  È—«œd?Ð UÐ jš s¹« t  XÝ« `{«Ë ÆœuÐ b¼«uš
  
n

1
 Ë 

  
n

2
«c?; Ë b?ýUÐÅv� È“«u� XÝ« œuLŽ 

 vł—Uš »d{ UÐ rOM  ÷dL rO�«uðÅv�
  
u = n

1
× n

2
ÈË— t  tDI� p¹ s²ý«œ UÐ ‰UŠ ÆXÝ« È“«u� 



ÅÅÅÅÅ¥∂

 ‰U??¦?�∂Æt??×??H??6 Ëœ „d??²?A?� q?B?L Ï 
  
Γ

1
t??;œU??F?� t?Ð Ï 

  
3x −2y + z =1 Ë 

  
Γ

2
t??;œU??F?� t?Ð Ï

  
5x + 4y −6z = 2 —«œd?Ð U?Ð t?  X?Ý« vDš „d²A� qBL s¹« Ær¹—Ë¬Åv� XÝœÅÅtÐ «— 

  
u = n

1
× n

2

 Ê¬ —œ t  XÝ« È“«u�
  
n

1
= (3,−2,1) Ë 

  
n

2
= (5,4,−6)  t−O²�—œ Ë

  u = (8,23,22)vLU  ‰UŠ Æ

t??D??I??� Êu??Ç Ær??O??M??  «b??O??Ä j??š s?¹« ÈË— È«Åt?D?I?� X?Ý«Ï   (0,−1,−1)—«d??- t??×??H?6 Ëœ d?¼ ÈË— 

 —u?6Åt?Ð t?×?H?6 Ëœ „d?²?A� qBL jš  ôœUF� «c; Ë XÝ« „d²A� qBL jš ÈË— fÄ ¨œ—«œ

x
8

= y + 1

23
= z + 1

22
ÆbýUÐÅv� 

UC� —œ t×H� p¹ Ë jš p¹ v³83 XOF{Ë

 jšL   ôœUF� tÐ 

x = x0 + pt

y = y0 + qt

z = z0 + rt









    ,  t ∈ Rt×H6 Ë Ï Γt;œUF� tÐ Ï ax + by + cz = d«— 

 t  rOM Åv� tłuð Ær¹dOÖÅv� dE�—œL —«œdÐ UÐ (p,q, r) Ë XÝ« È“«u� Γ —«œdÐ dÐ (a, b,c)ÆœuLŽ 

L Ë Γ r¼ UÐ U¹ È“«u�ôœUF� t  bM²(¼ Î jš dÐ t×H6 dÐ œuLŽ —«œdÐ X;UŠ s¹« —œ LœuLŽ b¹UÐ eO� 

 t? Ås?¹« U?Ð X?Ý« ‰œU?F� s¹« Ë býUÐ(a, b,c).(p,q, r) =0 U¹ 
  
ap + bq + cr =0È“«u?� r?¼ UÐ U¹ Ë ª

  —u6Ås¹«Å—œ t  bM²(O�lÞUI²�Æb�«Å

 ‰U?¦?�∑Æ j??š v?³?(?� X?O?F?{Ë L  ôœU??F?� t?Ð 

x −1

1
= y

2
= z

−1
t?×?H?6 Ë Ï Γt??;œU?F?� t?Ð Ï

  
2x + y − z = 2 j?š Ær?O?M? Åv?� sOOFð «—L —«œd?Ð UÐ   (1,2,−1)t?×?H?6 Ë XÝ« È“«u� Ï Γ—«œd?Ð dÐ 

  (2,1,−1) Êu?Ç ÆœuLŽ   (1,2,−1).(2,1,−1) = 5 ≠ 0 ¨«c; ¨L Ë Γt?D?I?� ÊuM « ÆbMýUÐÅvL� È“«u� Ï

 qJýµ

t???;œU???F???� ¨b???ýU??Ð j??š s??¹«Ïq???ÐU???- v??²??Š«—Åt??Ð Ê¬ 

 qJý tÐ® XÝ« t³ÝU×�µÆ©bOM  ÁU~� 

u
Γ 2

Γ 1

n2

n1



ÅÅÅÅ¥∑

 lÞUIðL Ë Γ jš Èd²�«—UÄ  ôœUF� ÆrOM Åv� «bOÄ «— LXÝ« d¹“  —u6ÅtÐ 

Æ

    

x =1 + t

y = 2t

z = −t






    ,  t ∈ R

 t??Ç È«“«Åt??Ð r??O?M?O?³?Ð r?O?¼«u?šÅv?� Êu?M? «tt??×??H??6 ÈË— j?š s?¹« “« È«Åt?D?I?� È«Ï Γ—«d?- 

t?;œU?F� b¹UÐ —uEM� s¹« È«dÐ ÆœdOÖÅv�Ï 
  2(1 + t) + 2t + t = 2�« Ær?OM  qŠ «— Ò —u?6ÅtÐ t;œUF� s¹« U

  5t =0 Ê¬ »«uł UNMð t  œuýÅv� ÁœUÝ   t =0 È«“«ÅtÐ vMF¹ ÆXÝ«   t =0tDI� ¨Ï   (1,0,0)t×H6 “« Ï Γ

 j???š ÈË—L v???M???F???¹ s??¹« Ë œu??ýÅv??� l??-«Ë L Ë ΓÆb???�«Ål???ÞU???I??²??� 

                   s¹dLð

±t;œUF� d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆÏt×H6 ÏtDI� “« «—cÖ Ï 
  
P

0
 —«œdÐ dÐ œuLŽ Ë nÆbOM  «bOÄ «— 

 ©n;«ÅÅ 
  
P

0
= (−1,2,4) ¨n = (−4,15,

−1

2
)¨

 ©»ÅÅ    
  
P

0
= (2,0,−2) ¨Å      n = (2, 3,−4)¨

 ©Ã
  
P

0
= (9,17,−17) ¨ÅÅ       n = (2,0,−3)¨

 ©œ    
  
P

0
= (2, 3,−5)ÅÅÅ          ¨  n = (0,1,0)Æ

≤t;œUF� ÆÏt×H6 ÏtDI� tÝ “« «—cÖ Ï   (2,−1,4) ¨  (5, 3,5) Ë   (2,4, 3)ÆbOM  «bOÄ «— 

≥t;œUF� ÆÏt×H6 ÏtDI� “« «—cÖ Ï   (1,−1,2) jš Ë x + 2 = y + 1= z + 5

2
ÆbOM  «bOÄ «— 

¥t;œUF� ÆÏt×H6 ÏÆbOM  «bOÄ «— d¹“ jš Ëœ “« «—cÖ 

Æ

x + 3

3
= y − 4

2
= z

4
   

  

x −1

3
= y + 1

2
= z − 5

4
,

µt;œUF� ÆÏ ÈU¼Åt×H6 „d²A� qBL   x − z =1 Ë 
  
2x − 3y + 4z = 2ÆbOM  «bOÄ «— 

∂t;œUF� ÆÏt×H6 ÏtDI� “« «—cÖ Ï   (−9,12,14)t×H6 Ëœ dÐ œuLŽ Ë Ï s¹dLð µÆbOM  «bOÄ «— 

∑tK6UL ÆÏtDI� Ï   (3,−1,4)t×H6 “« «— Ï 
  
2x − y + 2z = 5ÆbOM  «bOÄ

∏tK6UL ÆÏ √b³�   UB²K�t×H6 “« «—Ï ax + by + cz = dÆbOM  «bOÄ 

πt?DI� —UNÇ U¹¬ ÆÏ   (2, 3,2) ¨  (1, −1,−3) ¨  (1,0,−1) Ë   (5,9,5)t?×?H6 p‡¹ ÈË— v~L¼ 



ÅÅÅÅÅ¥∏

øb�—«œ —«d-

±∞ j?š ÆL:
x −1

2
= y + 1

3
= z + 5

7
t?×?H?6 Ë Ï 

  
Γ :2(x −1) + 2(y + 3) − z =0÷Ëd?H?� 

 ÈË— tDI� Ëœ ÆXÝ«LtK6UL tÐ Ï ≥ “« ΓÆbOM  «bOÄ 

±±Æb�œuLŽ r¼ dÐ U¹ ¨b�«ÅÈ“«u� r¼ UÐ U¹ ¨b�«Åo³DM� r¼ dÐ d¹“ ÈU¼Åt×H6 “« pO�«b  Æ

 ©n;«
  
x + 2y − 3z = 2¨

 ©»
  
15x −9y − z = 2¨

 ©Ã−2x − 4y + 6z + 4 =0¨

 ©œ

  

5x − 3y −
1

3

z −1=0Æ

±≤t×H6 Ë jš v³(� XOF{Ë d¹“ œ—«u� “« p¹ d¼ —œ ÆÏÆbOM  vÝ—dÐ «— Ábý Áœ«œ 

 ©n;«

x − 3

8
= y − 4

5
= z + 3

−1
 ¨

  
x − 3y + 5z =12¨

 ©»

x
8

= y + 1

23
= z + 1

22
 ¨

  
5x + 4y −6z = 2¨

 ©Ã

x −1

−4
= y + 1

5
= z

7
 ¨

  
x −2y + 2z = 5Æ

±≥t;œUF� ÆÏt×H6 ÏtDI� “« «—cÖ Ï   (−1,2, 3)ÆbOM  «bOÄ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ «— 

t×H6 UÐ ©n;«Ï xy¨býUÐ È“«u� 

 —u×� dÐ ©»x¨býUÐ œuLŽ U¼

 —u×� dÐ ©ÃyÆbýUÐ œuLŽ U¼

±¥t;œUF� ÆÏt×H6 ÏtDI� “« «—cÖ Ï 

  
(2,

1

2
,
1

3
)ÆbOM  «bOÄ «— d¹“ jš dÐ œuLŽ Ë 

Æ

x = 2t + 3

y = 6t + 6

z = 9t






    ,  t ∈ R

±µt;œUF� ÆÏtDI� “« «—cÖ jš Ï   (2,−1,0)t×H6 dÐ œuLŽ Ë Ï 
  
2x − 3y + 4z = 5ÆbOM  «bOÄ «— 

±∂ jš ÆL  ôœU?F� UÐ 

x + 1

2
= y + 3

3
= −zt×H6 Ë Ï Γt?;œUF� UÐ Ï 

  
3x −2y + 4z = −1

ÆXÝ« ÷ËdH�



ÅÅÅÅ¥π

tDI� ©n;«Ï 
  
P

0
tDI� ¨Ï lÞUIð L Ë Γ¨bOM  «bOÄ «— 

t;œUF� ©»Ït×H6 Ï dÐ œuLŽ LtDI� —œ Ï 
  
P

0
¨bOM  «bOÄ «— 

t;œUF� ©ÃÏ “« «—cÖ jš 
  
P

0
 dÐ œuLŽ Ë ΓÆbOM  «bOÄ eO� «— 

±∑t;œUF� ÆÏt?×H6 Ït?DI� Ëœ sOÐ q6«Ë jšÅÁ—UÄ nBM�œuLŽ Ï   (3,1,0) Ë   (5,−1, 3)«bOÄ «— 

ÆbOM 

±∏“« t²Ýœ d¼ U¹¬ ÆbOM  «bOÄ «— d¹“ ÈU¼Åt×H6 “« t²Ýœ d¼ ÈËœ tÐ Ëœ „d²A� qBL ◊UI� Æ

øb??M??M?? Åv??� l??D??- t??D??I??� p??¹ —œ «— d??~??¹b??J??¹ d?¹“ ÈU?¼Åt?×?H?6

 ©n;«
  
x + y =1 ¨

  
y + z = 2 ¨  x + z = 3¨

 ©»
  
x + y − z = 2 ¨

  
−x + 2y − z = 3 ¨

  
x − y − z =0Æ

±π dLUM²� jš Ëœ È«dÐ Æ
  
L

1
  ôœUF� UÐ 

x + 1

2
= y

−1
= z + 2

1
 Ë 

  
L

2
   ôœUF� UÐ

x
1

= y
2

= z
3

tK6UL s¹d²¼Uðu ÏÆbOM  «bOÄ «— ©„d²A� œuLŽ ‰uÞ® jš Ëœ sOÐ 

dÐ Ë XÝ« Ábý Áœ«œ jš Ëœ sOÐ —uB×� t  XÝ« vDšÅÁ—UÄ ‰uÞ ¨dE� œ—u� ‰uÞ ∫v¹ULM¼«—®

 q?J?ý t?Ð ® X?Ý« œu?L?Ž Ëœ d¼∂ ÈU?²?Ý«— —œ „d?²?A?� œu?L?Ž s?¹« ÈU?²?Ý«— Æ©b?O?M?  ÁU?~� 
  
u

1
× u

2

 t??  œ—«œ —«d??-
  
u

1
 Ë 

  
u

2
 U??Ð È“«u??� —«œd??Ð Ëœ V??O??ðd??ðÅt?Ð 

  
L

1
 Ë 

  
L

2
ÈU??¼Åt??×??H??6 ‰U??Š Æb??M??²??(?¼ 

  
Γ

1
 Ë 

  
Γ

2
 UN�¬ ÈËœ d¼ dÐ œuLŽ ÈU²Ý«— t  

  
u

1
× u

2
tK6UL Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— XÝ« Ï¨t×H6 Ëœ s¹« 

tK6ULÏ©ÆXÝ« »uKD� 

 qJý∂

u1 × u2

u2 u1

L2

L2

Γ 2

Γ 1

L1



ÅÅÅÅÅµ∞

vÝuÞ s¹b�«dOB� tł«uš

t?Ð ·ËdF� s�Š sÐÅbL×� dHFłuÐ«

vÝuÞ dOB� tł«uš

 ‰UÝ —œµπ∑ÅÈd?L� / µ∑πÅv�Lý /
±±π∞Æbý b%u²� ”uÞ —œ ÈœöO�Å

 ‰UÝ —œ∂∑≤ ÈdL� / ∂µ≤v�Lý /
±≤∑≥ÆXýcÖ—œ sOLþU> —œ ÈœöO� 

Ê«bO{U¹— Ë —«bL²ÝUOÝ ¨r−M�

∫“« bMð—U³Ž Ë« v{U¹— ÈU¼—U>

±Ë `D��  U¦K¦� ÈÅÁ—UÐ—œ ŸUDI%«ÅqJý —«dÝ« —œ ŸUMI%«ÅnA> »U²> ‘—U~� Æ

vÞËd\� lÞUI� Ë ÈËd> ŸUD� qJý sOOFð Ë ÈËd>

≤tÝbM¼ Ë »U�Š oOHKð Ë œ«bŽ« ÈÅt¹dE� ÈÅÁ—UÐ—œ »U�×%«Ål�Uł »U²> ‘—U~� Æ

lÐUM�

± bKł ¨sð—UÝ Ãdł rKŽ a¹—Uð Æ±  U×HT ¥±∑ Uð ¥≤µ

≤ ÈÅt×HT v{U¹— fKÞ« Æµ∏≤

≥ ÈÅt×HT ¨v�UÐd� rÝUI%«uÐ« v�öÝ« ÈÅÁ—Ëœ ÊU�«bO{U¹— ÈÅt�UMOÖb�“ Æ¥∏∂

¥ bKł Ê«—uA�«œ vLKŽ ÈÅt�UMOÖb�“ Æ≥  U×HT µ∞∏ Uð µ±¥

µvÝuÞ s¹b%«dOB� ÂU� X×ð «b\¼œ ÈÅt�U�ÅXG% Æ

vÝuÞ dOB� tł«uš



ÅÅÅÅµ±

t¹Ë— p¹ dÖ«Ït×H� p¹ UÐ «— Ûuð p¹ bM�U� ÈËd� 

q�UŠ vKJý tÇ Ád� Ë t×H� lÞUIð q×� —œ ̈ rOM� lD,

ÂU−�« «— —U�Ås¹« t� VOðdð d¼ tÐ ÆXÝ« XÝ—œ tKÐ øœuýÅv�

 ËU?H²� Ê¬ ÈU¼ÅÁ“«b�« t� b¹¬Åv� XÝœÅtÐ Ád¹«œ p¹ ¨rO¼œ

Ád¹«œ s¹d²Ö—eÐ ¨œ—c~Ð Ád� e�d� “« Ád¹«œ s¹« dÖ« Ë XÝ«Ï

 q?Jý tÐ® œuýÅv� q�UŠ sJL�±p¹ ‰UŠ Æ©bOM� ÁU~� 

t¹Ë—ÏË t×H� „d²A� qBF ¨rOM� lD, t×H� p¹ UÐ «— t¹Ë— s¹« dÖ« Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— vÞËdH� 

t?×?H?� X?O?F?{Ë t?Ð t²KÐ Ë Xý«œ rO¼«uH� qJý p¹ Á—«uL¼ d~¹œ U−M¹« —œ øœ—«œ vKJý tÇ t¹Ë—

Æ©bOM� ÁU~� d¹“ ÈU¼ÅqJý tÐ® œuýÅv� q�UŠ  ËUH²� qJý bMÇ ◊ËdH�ÅÅtÐ X³K�

vÞËd�� lÞUI�

≥

 qJý±

 qJý≤

Ád¹«œ                       vLNÝ                        vCOÐ                        v�u�c¼                                 

tDI!                            jš                         lÞUI²� jš Ëœ                                         



ÅÅÅÅÅµ≤

Áb¼UA� È«dÐÏ U¼ÅqJý s¹« Ë b¹—Ë¬—œ ◊ËdH� p¹  —u�ÅtÐ «— cžU� ¯dÐ p¹

U?Ð t?×H� p¹ „d²A� qBF  —u�ÅtÐ® Ê¬ —œ nK²H� ÈUNýdÐ œU−¹« UÐ vâO, p¹ UÐ

 tÐ t� «— lÞUI� s¹« ©◊ËdH�vÞËd�� lÞUI�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ bMFËdF� 

h?H?A?� «— U?N‡�¬ ÈU¼ÅvÖó‡¹Ë Ë r¹uý UMý¬ vÞËdH� lÞUI� s¹« UÐ rO¼«u‡šÅv� qBF s¹« —œ

ÆrOM�

≥ÆÅ±Ád¹«œ  

 Æn¹dFð Ád¹«œtK�UF t� XÝ« t×H� p¹ “« vÞUI� ÂULð vÝbM¼ ÊUJ�ÏtDI� p¹ “« UN�¬ ÏXÐUŁ 

Ot×H� Ê¬Å—œ   ÂU�ÅtÐ  e+d�—«bI�X³¦� ÆbýUÐ v²ÐUŁ 

t?Ð «— œ«b?� p¹ XÝ« vFU� Ád¹«œ p¹ rÝ— È«dÐ

a� dÝ p¹ s²ý«b¼U~� XÐUŁ UÐ ÊuM�« Ær¹bM³Ð a� tJð p¹

v²ÐUŁ —«bI� ÊUL¼ a� ‰uÞ ÆrOM� rÝ— «— Ád¹«œ rO�«uðÅv�

 Ë X?Ý« Áb?�¬ n?¹d?F?ð —œ t?� X?Ý« ŸU?F?ýÁb?O?�U?� Ád?¹«œ

ÆœuýÅv�

tDI� Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— rzU,  UB²H� ÁU~²Ýœ p¹ ‰UŠÏ (x,y) ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ ÈË— rtÐ Ë 

tK�UF dÖ« jIF Ë dÖ« XÝ«  UB²H� √b³� e�d�Ï dÐ«dÐ Ád¹«œ e�d� “« tDI� Ê¬ rtDI� fÄ ÆbýUÐ Ï (x,y)

Ád¹«œ ÈË—ÏdÖ« jIF Ë dÖ« XÝ« —u�c� 

,(x −0)2 + (y −0)2 = r

dÖ« jIF Ë dÖ«

Æ
  
x2 + y2 = r2

rO¹u~Ð rO�«uðÅv� t−O²� —œ

 ,
  
x2 + y2 = r2

tbœUF�Ï ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ rÆXÝ«  UB²H� √b³�e�d� tÐ Ë 

 qJý±

r

(x,y)

O
x

y

 qJý≤



ÅÅÅÅµ≥

 ‰U¦�±Æ 
  
x

2

+ y
2

= 4tbœUF� Ï ŸUFý Ë  UB²H� √b³� e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ ≤Ád¹«œ s¹« ÆbýUÐÅv� 

Ær¹«ÅÁœd� rÝ— d¹“ —œ «—

 ‰U?¦�≤Æt?bœUF� tÐ Ád¹«œ Ï 
  
x

2

+ y
2

= 20t?D?I?� r?O?M?� v?Ý—dÐ rO¼«ušÅv� Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— Ï

  P = (2,−1) t?� r?O?M�Åv� tłuð ÆÊ¬ Ã—Uš U¹ XÝ« Ád¹«œ qš«œ (2)
2

+ (−1)
2

= 5 < 20t?−O²�—œ Æ

t?D?I�Ï Pt?K?�U?F s?¹d?²?A?O?Ð Ë s?¹d²L� ÊuM�« Æ©ø«dÇ® œ—«œ —«d, Ád¹«œ qš«œ Ï P«b?O?Ä Ád¹«œ ◊UI� “« «— 

tDI� “« «— tK�UF s¹d²AOÐ Ë s¹d²L� t� Ád¹«œ “« vÞUI� XÝ« `{«Ë ÆrOM�Åv�Ï PdD, œ—ušdÐ “« b�—«œ 

 “« «—cÖP qJý tÐ® bM¹¬Åv� XÝœÅtÐ Ád¹«œ UÐ ¥Æ©bOM� ÁU~� 

tbœUF�Ï “« «—cÖ dD, P ̈

  
y =

−1

2
x ◊UI�  UB²H� Êœ—Ë¬ XÝœÅtÐ È«dÐ ÊuM�« ÆbýUÐÅv� A Ë B

t×H�  ôœUF� ÁU~²Ýœ XÝ« vFU�ÏrOM� qŠ «— bFÐ 

 qJý¥

 qJý≥

x

y

2−2

−2

2

O

O
P A

B

x

y



ÅÅÅÅÅµ¥

  

x
2

+ y
2

= 20

y =
−1

2
x










  UB²H� t−O²�—œA Ë B  —u�ÅtÐ 
  A = (4,−2) Ë 

  B = (−4,2)«cb ÆbM¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

  
PA = (4−2)

2

+ (−2 + 1)
2

= 5  ,

  
PB = (−4−2)

2

+ (2 + 1)
2

= 3 5  ,

tK�UF s¹d²AOÐ Ë s¹d²L� VOðdðÅtÐÏ PÆXÝ« Ád¹«œ ◊UI� “« 

 ‰U¦�≥Æ b?M?�U� t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ� rO¼«ušÅv� P = (x,y)tK�UF t� rOM� «bOÄ «— Ï

t?D?I� “« UN�¬Ï 
  A = (2,4) ¨

  2t?K�UF dÐ«dÐ Ït?D?I� “« UN�¬ Ï 
  B = (1,2)t?łu?ð —u?EM� s¹« È«dÐ ÆbýUÐ 

t� rOM�Åv�

  
AP = 2 BP  ,

dÖ« jIF Ë dÖ«

  
(x −2)

2

+ (y − 4)
2

= 2 (x −1)
2

+ (y −2)
2

 ,

dÖ« jIF Ë dÖ«

  
(x −2)2 + (y − 4)2 = 2 (x −1)2 + (y −2)2[ ]  ,

dÖ« jIF Ë dÖ«

Æ
  
x

2

+ y
2

=10

ÊUJ� fÄ ŸUFý tÐ Ë  UB²H� √b³� e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ »uKD� 
  10ÆXÝ« 

                    s¹dLð

±ÆbOM� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅÁd¹«œ “« p¹ d¼ —«œuL� Æ

,
  
x

2

+ y
2

= 9 ®nb«

,
  
x

2

+ y
2

= 25 ®»



ÅÅÅÅµµ

,
  
x

2

+ y
2

=10 ®Ã

 Æ
  
x

2

+ y
2

= 5 ®œ

≤tbœUF� ÆÏtDI� “« t� bOK¹uMÐ  UB²H� √b³� e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ Ï 
  (−1,2)Æœ—c~Ð 

≥tbœUF� ÆÏ jš dÐ t� bOK¹uMÐ  UB²H� √b³� e�d� tÐ È«ÅÁd¹«œ 
  
4x + 3y =10ÆbýUÐ ”UL� 

¥tbœUF� ÆÏtDI� —œ t� bOK¹uMÐ «— vDš Ï 
  (3,4)Ád¹«œ dÐ Ï 

  
x

2

+ y
2

= 25ÆbýUÐ ”UL� 

µtDI� “« ÆÏ 
  (3,0)Ád¹«œ dÐ ”UL� Ëœ Ï 

  
x

2

+ y
2

= 3 ◊UI� —œ Ád¹«œ dÐ Uð rOM�Åv� rÝ— A Ë B

  UB²H� Æb�uý ”UL�A Ë BÆbOM� «bOÄ «— 

≥ÆÅ≤vCOÐ  

 vÞËdH� lÞUI� “« d~¹œ vJ¹vCOÐ Ær¹“«œdÄÅv� Ê¬ vÝ—dÐ tÐ gHÐ s¹« —œ t� XÝ«

 Æn¹dFð vCOÐtDI� Ëœ “« UN�¬ q�«uF ŸuL−� t� XÝ« t×H� p¹ “« vÞUI� ÂULð vÝbM¼ ÊUJ�Ï

e¹UL²� Ë XÐUŁ F Ë′F t×H� Ê¬ —œÂU�ÅtÐ Êu!U+ —«bI� X³¦� ÆbýUÐ v²ÐUŁ 

¨dE� œ—u� XÐUŁ —«bI� ‰uÞ tÐ a� tJð p¹ vCOÐ rÝ— È«dÐ

‰UŠ ÆrOM�Åv� XÐUŁ Êu�U� Ëœ q×� —œ «— Ê¬ dÝ Ëœ Ë t²FdÖ dE�—œ

¨a?� q?š«œ œ«b?� Êb?�«œd?Ö U?Ð Ë Áœd?� a?� s?¹« qš«œ «— œ«b� p¹

ÆrOM�Åv� rÝ— «— dE� œ—u� vCOÐ

 XÐUŁ
  
d

1
+ d

2
=

O

A

B

P

F

′A

′F

d1

d2

′B

 qJý≤

d2d1

P

F′F

 
  
d

1
+ d

2
ÆXÝ« a! ‰uÞ XÐUŁ —«bI� tAOL¼ 

 qJý±

A ′A ¯—e?Ð dD: Ë B ′B p?Çu?+ dD: Æœu?ýÅv?� Áb?O�U� vCOÐ F Ë ′FÈU?N?�u�U�  v?COÐ

tDI� Ë bM²K¼Ï O jÝË F ′F «—  e+d�ÆrO�U�Åv� vCOÐ



ÅÅÅÅÅµ∂

¨n?¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ rO¼«ušÅv� ‰UŠ

tbœUF�ÏrzU,  UB²H� ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— vCOÐ 

 U?B?²?H� √b³� —œ «— vCOÐ e�d� ÆrOM� «bOÄ

tDI� Ëœ «— Ê¬ ÈUN�u�U� Ë rOM�Åv� ÷dFÏtM¹d, Ï

  F = (c,0) Ë 
  ′F = (−c,0) —u×� ÈË— xU¼

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv�≥Æ©bOM� ÁU~� 

tDI�Ï Á«uHbœ P—u?�c� vCOÐ ÈË— «— 

 q�«uF ŸuL−� Ær¹dOÖÅv� dE�—œP “« FË ′F

 dÐ«dÐ «— Ê¬ t� XÝ« v²ÐUŁ —«bI�  2ar¹dOÖÅv� 

 Ê¬ —œ t�at� rOM�Åv� tEŠö� Æ©býUÐÅv�  U³ÝU×� Êbý ÁœUÝ dÞUšÅtÐ »UH²�« s¹« qObœ® XÝ« X³¦� 

        ,P ′F + PF > ′F F

,  2a > 2c

Æa > c

tDI� rOM� ÷dFÏ P = (x,y) —u�Ås¹« —œ ÆbýUÐ t²ý«œ —«d, —u�c� vCOÐ ÈË— 

P ′F + PF = 2a  ,

(x + c)
2

+ y
2

+ (x − c)
2

+ y
2

= 2a  ,

(x + c)
2

+ y
2

= 2a − (x − c)
2

+ y
2

 ,

(x + c)
2

+ y
2

= 4a
2

+ (x − c)
2

+ y
2

− 4a (x − c)
2

+ y
2

 ,

  
cx − a

2

= −a (x − c)
2

+ y
2

 ,

  
c

2

x
2

+ a
4

−2ca
2

x = a
2

x
2

+ a
2

c
2

−2ca
2

x + a
2

y
2

,

  
(a

2

− c
2

)x
2

+ a
2

y
2

= a
2

(a
2

− c
2

)  ,

  

x
2

a
2

+
y

2

a
2

− c
2

=1.

tDI� r¹dOÖ ¨fJŽdÐÏ P = (x,y)t� býUÐ t²ý«œ «— vÖó¹Ë s¹« 

  

x
2

a
2

+
y

2

a
2

− c
2

=1.

P=(x,y)

y

x
′F = (−c,0) F= (c,0)

O

 qJý≥



ÅÅÅÅµ∑

rOK¹uMÐ rO�«uðÅv�

  
(a

2

− c
2

)x
2

+ a
2

y
2

= a
2

(a
2

− c
2

)  ,

  

x
2

+ y
2

+ c
2

= a
2

+
c

2

a
2

x
2

.

t−O²�—œ

  
P ′F + PF = (x + c)

2

+ y
2

+ (x − c)
2

+ y
2

  

= a
2

+
c

2

a
2

x
2

+ 2cx + a
2

+
c

2

a
2

x
2

−2cx

                   = (a +
c

a
x)2 + (a −

c

a
x)2

                                = a +
c

a
x + a −

c

a
x .

�«Ò U

  

x
2

a
2

+
y

2

a
2

− c
2

=1 tÐ tłuð UÐ 
  a

2

− c
2

> 0 t� b¼œÅv� t−O²� 

  

0 ≤
x

2

a
2

≤ 1 Ë 

  

0 ≤
y

2

a
2

− c
2

≤ 1Æ

 f????????????????Ä

  
−1 ≤

x

a
≤ 1 U????????????????¹ ¨−c ≤

c

a
x ≤ c «c???????????????b Æ

  
0 < a − c ≤ a +

c

a
x ≤ a + cË 

0 < a − c ≤ a − c
a

x ≤ a + c t−O²�—œ Æa +
c

a
x = a +

c

a
x Ë a −

c

a
x = a −

c

a
xÆ

rOK¹uMÐ rO�«uðÅv� «cb

P ′F + PF = a +
c

a
x + a −

c

a
x

                               ÅÅ  = a +
c

a
x + a −

c

a
x

ÅÅÅÅ    
  
= 2a .

 t−O²�—œPOÐ ÈË— Æœ—«œ —«d, vC

tDI� fÄÏ P = (x,y)dÖ« jIF Ë dÖ« œ—«œ —«d, —u�c� vCOÐ ÈË— 

  

x
2

a
2

+
y

2

a
2

− c
2

=1.



ÅÅÅÅÅµ∏

 t?� r?O?M�Åv� tłuð  a
2

− c
2

> 0 r?O?¼œÅv� —«d, Æ
  b = a

2

− c
2

t?D?I� t−O²�—œ Ë Ï P = (x,y)ÈË— 

dÖ« jIF Ë dÖ« œ—«œ —«d, —u�c� vCOÐ

  

x
2

a
2

+
y

2

b
2

=1 ,

 Ê¬ —œ t�
  b

2

= a
2

− c
2

Æ

t?bœU?F?� r?¹d?O?~?Ð t?−?O?²?� rO�«uðÅv� r‡¹œd‡� Á—Uý« Ê¬ t‡Ð ôU‡Ð —œ t‡â‡�¬ “«Ï√b?³?� e?�d� tÐ vCOÐ 

 Ê¬ ÈU?N?�u?�U?� t?�  UB²H�
  F = (c,0) Ë 

  
′F = (−c,0) d?Ð«d?Ð Ê¬ X?ÐU?Ł —«b?I� Ë bMýUÐÅv� ≤aX?Ý« 

“«  —U³Ž

  

x
2

a
2

+
y

2

b
2

=1

 Ê¬ —œ t� býUÐÅv�
  b

2

= a
2

− c
2

Æ

 —u×� UÐ vCOÐ s¹« lÞUIð ◊UI�x ◊UI� ̈ U¼
  (a,0) Ë 

  (−a,0) —u×� UÐ Ê¬ lÞUIð ◊UI� Ë y◊UI� ̈ U¼

  (0, b) Ë 
  (0,−b) X?‡?‡Ý« ® d?Ð«d?Ð ¯—e?‡?Ð d?‡?D?‡?, ‰u?‡?Þ s‡¹«dÐU‡M‡Ð Æ©ø«d‡‡Ç≤ad?D?, ‰u‡Þ Ë 

 dÐ«dÐ pÇu�≤bÆXÝ« 

U?F?,«Ë ¯—e?Ð d?D?, ‰u?Þ t?� rO¼œ ÊUA� rO¼«ušÅv� ‰UŠÎd?²?Ö—e?Ð p?Çu� dD, ‰uÞ “« 

∫XÝ«

  
b2 = a2 − c2    ,    (a, b,c > 0),

   ÅÅ                       
  b

2 − a2 < 0,

ÅÅÅÅ                ,
  (b − a)(b + a) < 0

 ÊuÇ(b + a)XÝ« X³¦� ¨     b − a < 0

Æ                                 2b < 2a

ÆpÇu� dD, ‰uÞ “« XÝ« d²Ö—eÐ ¨¯—eÐ dD, ‰uÞ «cb

 —u?×?� ÈË— «— Êu?�U?� ◊U?I?� «b?²?Ð« “« X?Ý« s?JL�y v?M?F?¹ Ær?¹d?O?~?Ð d?E�—œ U¼  F = (0, c)Ë 

  ′F = (0,−c) r¹dO~Ð vCOÐ ÈUN�u�U� «— ® qJý tÐ¥Æ©bOM� ÁU~� 



ÅÅÅÅµπ

tbœUF�  —u� s¹« —œÏ∫“« XÝ«  —U³Ž vCOÐ 

,
  

x2

b2
+ y2

a2
=1

 t�a > btDÐ«— Ë Ï s?OÐ a ¨b Ë ctDÐ«— ÊUL¼ Ï   b
2 = a2 − c2

 U?B²H� √b³� —œ ÊUMÇÅr¼ e�d� ÆXÝ« 

 —u×� œ«b²�« —œ ¯—eÐ dD, vbË XÝ«y —u×� œ«b²�« —œ pÇu� dD, Ë U¼xÆœdOÖÅv� —«d, U¼

ÆrOK¹u�Åv� «— r¹«ÅÁœ—Ë¬ XÝœ tÐ ÊuM�Uð tâ�¬ “« È«Åt�öš d¹“ —œ ÊuM�«

t�œUF�ÏvCOÐ œ—«b!U²Ý« 

±© 

  

x2

a2
+

y2

b2
=1 ¨  a > b > 0Æ

 —u×� UÐ lÞUIð ◊UI�x ∫U¼
  (a,0) Ë 

  (−a,0)Æ

 —u×� UÐ lÞUIð ◊UI�y ∫U¼
  (0, b) Ë 

  (0,−b)Æ

 ∫UN�u�U�  F = (c,0) Ë   ′F = (−c,0) t�   c
2 = a2 − b2

Æ

 ¯—eÐ dD, ‰uÞ≤a pÇu� dD, ‰uÞ Ë ¨≤bÆ

F

P = (x , y)

′F

O

y

x

 qJý¥



ÅÅÅÅÅ∂∞

≤© 

  

x2

b2
+

y2

a2
=1   ¨  a > b > 0Æ

 —u×� UÐ lÞUIð ◊UI�x ∫U¼
  (b,0) Ë 

  (−b,0)Æ

 —u×� UÐ lÞUIð ◊UI�y ∫U¼
  (0,a) Ë 

  (0,−a)Æ

 ∫UN�u�U�  F = (0, c) Ë   ′F = (0,−c)t� 

   c
2 = a2 − b2

Æ

 ̄ —eÐ dD, ‰uÞ≤apÇu� dD, ‰uÞ Ë ̈

 ≤bÆ

F

+a

+b

+c−a −c

−b

′F
O

y

x

 qJýµ

+a

+b−b

−a

F

O

−c ′F

y

x

+c

 qJý∂

 —u?×?� ¨ôUÐ XbUŠ Ëœ d¼ —œx —u?×� Ë U¼y√b?³?� Ë v?C?OÐ Ê—UIð ÈU¼—u×� U¼

ÆXÝ« vCOÐ Ê—UIð e�d� eO�  UB²H�

Æd?+cð v?COÐ —œ 

  

x
2

b
2
+

y
2

a
2

=1











x
2

a
2

+
y

2

b
2

=1
 ¨  a > b > 0t?K�UF ¨Ït?D?I� ÏU?Ð v?C?OÐ lÞUIð 



ÅÅÅÅ∂±

 ‰U¦�±Æ∫rOM� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvCOÐ rO¼«ušÅv� 

 ©nb«
  
9x2 + 16y2 =144¨ ©»

  
2x2 + y2 =10Æ

t� rOM�Åv� tłuð nb« rÝ— È«dÐ

,
  
9x2 + 16y2 =144

,
  

9x2

144

+
16y2

144

=1

Æ

  

x2

16

+
y2

9

=1

  a
2 =16 Ë   b

2 = 9Æ —u×� UÐ lÞUIð ◊UI� fÄ x “« XÝ«  —U³Ž U¼  (4,0) Ë   (−4,0)sOMâL¼ Æ

 —u×� UÐ lÞUIð ◊UI�y U¼  (0, 3)  Ë  (0,−3) ÊuÇ ÆbýUÐÅv�   c
2 =16 −9 «cb   c

2 = 7 ¨  c = 7ÆfÄ 

 “« bMð—U³Ž UN�u�U�  F = ( 7 ,0) Ë   ′F = (− 7 ,0) UÐ XÝ« dÐ«dÐ ̄ —eÐ dD, ‰uÞ Æ  2 × 4 = 8‰uÞ Ë 

 pÇu� dD,  2 × 3 = 6Æ

−a +a

+b

b

c

a

b−

y

x
O F

 qJý∑

F′F

− 7 7
+ 4−4

+ 3

−3

O x

y

+

 qJý∏

 —u×�y —u×� UÐ® U¼x dÐ«dÐ UN�u�U� “« ©U¼aÆ©ø«dÇ® XÝ« 



ÅÅÅÅÅ∂≤

rOM�Åv� qLŽ d¹“  —u�ÅtÐ eO� » rÝ— È«dÐ

,
  
2x2 + y2 =10

,2x2

10
+

y2

10
=1

Æ

  

x2

5
+

y2

10
=1

 —u?×?� U?Ð l?ÞUIð ◊UI�x “« b?M?ð—U?³Ž U¼
  ( 5,0) Ë 

  (− 5 ,0) —u?×?� U?Ð l?ÞUIð ◊UI� Æye?O?� U¼

  (0, 10) Ë 
  (0,− 10)ÊuÇ ÆbMýUÐÅv� 

,  c
2 = a2 − b2

,  c
2 =10− 5

,  c = 5

 fÄ  F = (0, 5 ) Ë   ′F = (0,− 5 )‰uÞ ÆbM²K¼ UN�u�U� 

 dÐ«dÐ ¯—eÐ dD,  2 10 dÐ«dÐ pÇu� dD, ‰uÞ Ë   2 5ÆXÝ« 

F

O

′F

+  10

−     5

10−

y

x
+  5

+  5

−     5

 qJýπ

 qJý±∞

bOý—uš

 ‰U¦�≤ÆÈUN�u�U� “« vJ¹ —œ bOý—uš t� XÝ« vCOÐ p¹ ̈ bOý—uš —Ëœ tÐ sO�“ ‘œdÖ —«b� 

t?K�UF s¹d²AOÐ dÖ« Æœ—«œ —«d, Ê¬Ï bOý—uš “« sO�“ ±[±µ≤t?K?�UF s¹d²J¹œe� Ë d²�uKO� ÊuOKO� ÏÊ¬ 

±[±¥∑—u?E?M?� s?¹« È«dÐ ÆrOM�Åv� «bOÄ «— Ê¬ pÇu� Ë ¯—eÐ ÈU¼dD, ‰uÞ ¨býUÐ d²�uKO� ÊuOKO� 

 qJý ÈË— “« t� —uD�UL¼±∞r¹—«œ œuýÅv� Áb¹œ 

a c
x

y

O



ÅÅÅÅ∂≥

  

a + c =152 /1

a − c =147 /1




fÄ

Å    

  

a =149 / 6

c = 2 / 5





t−O²� —œ

  
b = (149 / 6)2 − (2 / 5)2 ≅ 149 / 57

U?³?¹d?I?ð ¯—e?Ð dD, ‰uÞ fÄÎ d?Ð«dÐ 
  2 × 149 / 6 = 299 / 2U?³?¹d?I?ð p?Çu� dD, ‰uÞ Ë Îd?Ð«d?Ð 

  2 × 149 / 57 = 299 /14Ë ¯—e?Ð ÈU?¼d?D?, r?O?M?�Åv?� t?EŠö� t� —uD�UL¼ ÆXÝ« d²�uKO� ÊuOKO� 

p¹œe� vKOš Ád¹«œ tÐ sO�“ —«b� t� XFdÖ t−O²� Ê«uðÅv� Ê¬ “« t� b�—«b� ÈœU¹“ ·ö²š« r¼ UÐ pÇu�

ÆXÝ«

® dKá+ ÊU¼u¹±∂≥∞‡‡±µ∑±t+ œd+ nA+ v!UL�¬ r−M�ÅÅÅÅÅÅ©

ÆXÝ« vCOÐ bOý—uš —Ëœ tÐ sO�“ ‘œdÖ —«b�

 qJý±±

Æd+cðb?M?ýU?Ð p¹œe� Ád¹«œ tÐ XÝ« sJL� U¼ÅvCOÐ “« vCFÐ ¨r¹b¹œ ‚uF ‰U¦� —œ t�—uD�UL¼ 

ö�U� XÝ« sJL� eO� U¼ÅvCOÐ “« vCFÐ vbËÎ vCOÐ —œ ÆbMýUÐ ÁbOA� 

  

x
2

b
2
+

y
2

a
2

=1











x
2

a
2

+
y

2

b
2

=1

 t�  a > b > 0 Ë   c
2 = a2 − b2

 X³K� ̈

c
a

 UÐ t� e «— œuýÅv� Áœ«œ ÊUA� e+d� “« ÃËdš vCOÐ ÆrO�U�Åv�



ÅÅÅÅÅ∂¥

Ë b?ýU?Ð d?²?J?Çu?� e?�d?� “« ÃËd?š —bIÇ d¼ ÆXÝ« vCOÐ vÖbOA� hšUý e�d� “« ÃËdš l,«Ë—œ

v?C?O?Ð ¨b?ýU?Ð d?²?Ö—e?Ð e�d� “« ÃËdš —bIÇ d¼ Ë XÝ« d²J¹œe� Ád¹«œ tÐ vCOÐ ¨œuý d²J¹œe� dH�ÅtÐ

 ‰U¦� —œ ÆXÝ« dðÅÁbOA�≤UÐ XÝ« dÐ«dÐ e�d� “« ÃËdš 

  

e =
2 / 5

149 / 6
≅ 0/017,

ÆXÝ« p¹œe� Ád¹«œ tÐ bOý—uš —Ëœ tÐ sO�“ ‘œdÖ —«b� t� XÝ« s¹« d~�UOÐ Ê¬ ÊœuÐ pÇu� t�

                   s¹dLð

±ÆbOM� hHA� eO� «— UN�¬ e�d� “« ÃËdš ¨Áœd� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvCOÐ “« p¹ d¼ —«œuL� Æ

 ©nb«

  

x2

25
+

y2

4
=1¨ ©»

  

x2

9
+

y2

4
=1¨ ©Ã

  

x2

4
+

y2

25
=1Æ

≤ÆbOM� hHA� «— UN�¬ e�d� “« ÃËdš Ë Áœd� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvCOÐ “« p¹ d¼ —«œuL� Æ

 ©nb«
  
x2 + 9y2 = 9¨ ©»

  
4x2 + y2 = 4¨ ©Ã

  
16x2 + 25y2 = 400Æ

≥ÆbOM� hHA� «— UN�¬ e�d� “« ÃËdš Ë Áœd� rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvCOÐ “« p¹ d¼ —«œuL� Æ

 ©nb«
  
3x2 + 2y2 = 24¨ ©»

  
4x2 + 7y2 = 28¨ ©Ã

  
2x2 + 3y2 = 24Æ

¥tK�UF t� bOM� «bOÄ t×H� —œ «— vÞUI� ÂULð vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏtDI� “« UN�¬ Ï   (2,0) dÐ«dÐ nB�

tK�UFÏ jš “« UN�¬   x = 8ÆbýUÐ 

µt?K?�U?F t?� b?OM� «bOÄ t×H� —œ «— vÞUI� ÂULð vÝbM¼ ÊUJ� ÆÏt?DI� “« UN�¬ Ï   (0,9) d?Ð«dÐ 

  

3

4

tK�UFÏ jš “« UN�¬ 
  
y =16ÆbýUÐ 

≥ÆÅ≥vLNÝ  

oO,œ n¹dFð gHÐ s¹« —œ ÆbýUÐ vLNÝ p¹ XÝ« sJL� ◊ËdH� UÐ t×H� p¹ „d²A� qBF

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ «— Ê¬ ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë Áœd� d�– «— vLNÝ

 Æn???¹d??F??ð v??L??N??Ýp???¹ “« t???� X???Ý« t???×??H??� p??¹ “« v??ÞU??I??� ÂU??L??ð v??Ýb??M??¼ ÊU??J??�



ÅÅÅ∂µ

XÐUŁ jš ∆tDI� p¹ Ë t×H� Ê¬ —œÏXÐUŁ  F “« Ã—Uš ∆ tDI� ÆbMýUÐ tK�U# p¹ tÐ t×H� Ê¬ —œ ËÏ

 XÐUŁF «—  Êu�U� XÐUŁ jš Ë∆ «—  ÈœU¼ jšÆrO&U�Åv& vLNÝ

 b??M??�U?& v?A?-Åj?š v?L?N?Ý r?Ý— È«d?ÐAB

Á“«b�« tÐ a� tJð p¹ Ë t²#dÖ dE�Å—œ ÈœU¼ Ê«uMŽÅtÐÏ

 l?K?{ p¹ ‰uÞMN»U???²?�« eO� «— UO�uÖ p¹ “« 

tDI� —œ «— a� dÝ p¹ ÆrOM-Åv&Ï MË rOM-Åv& XÐUŁ 

tDI� —œ «— d~¹œ dÝÏ F«— œ«b& ÆvLNÝ Êu�U- vMF¹ ̈

tDI� p¹ —œ qJý oÐUD&Ï Kt-ÅÈ—uÞÅtÐ Áœ«œ —«dF 

 ◊UI� sOÐ a�ÅtJðF¨ K  ËM œ«b²&« —œ UO�uÖ Êb�«eGJ UÐ ÆbýUÐ t²#dÖ —«dF rJ×& ABp¹ œ«b& „u� 

ÆbM-Åv& rÝ— vLNÝ

 qJý≤

 qJý ±

FÊu�U� ∫

∆ÈœU¼ jš ∫

VvLNÝ ”√— ∫Å

N

K
F

M

A B

P

F

V

∆

tJœUF& ‰UŠÏtDI� «— vLNÝ Êu�U- ÆrOM-Åv& «bOÄ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— vLNÝ Ï FtÐ 

  UB²?&
  
(a ,0)jš Ê¬ ÈœU¼ jš «cJ ÆrOM-Åv& ÷d#  UB²?& √b³& —œ «— vLNÝ ”√— Ë r¹dOÖÅv& 

x = −a t-Ås¹« tÐ t²VÐ ÆœuÐ b¼«uš   a > 0 U¹   a < 0t�U¼œ ÏXLÝ tÐ U¹ Ë XÝ«— XLÝ tÐ VOðdð tÐ vLNÝ 

 ÈU¼ÅqJý tÐ® œuýÅv& “UÐ éÇ≥ Ë ¥Æ©bOM- ÁU~� 



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∂

tDI� XJUŠ Ëœ d¼ —œ ‰UŠÏ P = (x,y) dÖ« jI# Ë dÖ« œ—«œ —«dF —u-c& vLNÝ ÈË—

 PM = PF

dÖ« jI# Ë dÖ«

,
  

(x + a)2 + (y − y)2 = (x − a)2 + (y −0)2

 qJý≥

 qJý¥

÷d� UÐ vLNÝ

÷d� UÐ vLNÝ

∆

P= (x , y)

−a

y

x
O F = (a ,0)

M = (−a ,y)

a > 0

a < 0

M (−a ,y)P= (x , y)

∆

−a
x

y

=

O
F = (a ,0)



ÅÅÅ∂∑

dÖ« jI# Ë dÖ«

,
  
(x + a)2 = (x − a)2 + y2

dÖ« jI# Ë dÖ«

  
x2 + 2ax + a2 = x2 −2ax + a2 + y2,

dÖ« jI# Ë dÖ«

Æ
  
y2 = 4ax

t?DÐ«— VOðdð s¹bÐÏt?JœUF& dOš« Ï —u?×?& ÈË— «— vLNÝ Êu�U- XÝ« sJL& ÆXÝ« vLNÝ yÆr¹dO~Ð U¼

tDI� «— Êu�U- vMF¹Ï F  UB²?& tÐ 
  
(0,a)ÈœU¼ jš ̈ býUÐ  UB²?& √b³& —œ vLNÝ ”√— dÖ« Ær¹dO~Ð 

 jš Ê¬y = −a t-Ås¹« tÐ t²VÐ r¼“UÐ Ë œuÐ b¼«uš   a > 0 U¹   a < 0Ær¹—«œ «— d¹“ ÈUN²JUŠ 

 qJýµ

 qJý∂

÷d� UÐ vLNÝ

÷d� UÐ vLNÝ

P= (x , y)

−a

a > 0

O

F =( a,0 )

N = (x ,−a )

x

y

∆

P=(x , y)

−a

F (0, a)=

y

x

N (x − a),=

a < 0

O

∆



ÅÅÅÅÅÅÅ∂∏

r¹—Ë¬Åv& XÝœ tÐ q³F tÐUA& vðU³ÝU×& UÐ eO� XJUŠ s¹« —œ

Æ
  
x2 = 4ay

Ær¹—Ë¬Åv& bý ÕdD& g?Ð s¹« —œ t- «— tâ�¬ “« È«Åt�öš d¹“ —œ ÊuM-«

t$œUF&ÏvLNÝ œ—«b�U²Ý« 

±© 
  
y2 = 4axÆ

∫”√— 
  
(0,0)Æ

 ∫Êu�U-  
F = (a ,0)Æ

 ∫ÈœU¼ jšx = −aÆ

 —u×& ∫Ê—UIð —u×&xÆU¼

F

∆

a < 0

O

y

x−a

∆

F
x

y

a > 0

O−a

≤© 
  
x2 = 4ayÆ

 ∫”√—
  
(0,0)Æ

 ∫Êu�U-
  
F = (0,a)Æ

 ∫ÈœU¼ jšy = −aÆ

 —u×& ∫Ê—UIð —u×&yÆU¼

∆

F
O

y

x

a < 0

−a

∆

F

y

x
O

−a

a > 0 qJý±∞

 qJý ∑
 qJý∏

 qJýπ



ÅÅÅ∂π

 ‰U¦&±Æ vLNÝ rO¼«ušÅv& 
  
x2 = −16yh??A& «— Ê¬ ÈœU¼ jš Ë Êu�U- Ë rOM- rÝ— «— 

tJœUF& t- rOM-Åv& tłuð ÆrOM-ÏtJœUF& ‚u# Ï —u×& ÈË— Ê¬ Êu�U- t- XÝ« vLNÝ p¹ yÆœ—«œ —«dF U¼

v#dÞ “«

,  4a = −16

Æ  a = −4

 fÄ
  
F = (0,−4)tJœUF& tÐ jš Ë vLNÝ s¹« Êu�U- Ï 

  
y = −(−4) = 4ÆXÝ« Ê¬ ÈœU¼ jš 

y = 4

x

y

F = (0,−4)

O

∆

 qJý±±

 ‰U¦&≤ÆtJœUF& rO¼«ušÅv& Ï —u×& Ë ÁœuÐ  Ê¬ ”√—  UB²?& √b³& t- «— vLNÝ p¹ y—u×& U¼

tDI� “« Ë býUÐ Ê¬ Ê—UIðÏ 
  (−10,−5)XÝœÅtÐ «— Ê¬ ÈœU¼ jš Ë Êu�U-  UB²?& Ë rOM- «bOÄ œ—c~Ð 

t?JœU?F?& t?- r?OM-Åv& tłuð Ær¹—Ë¬Ï   —u?�Åt?Ð v?LNÝ s¹«
  
x2 = 4ayt?-Ås?¹« t?Ð t?łuð UÐ ÊuM-« ÆXÝ« 

tDI�  UB²?&Ï 
  (−10,−5)tJœUF& —œ Ï ¨bM-Åv& ‚b� dOš« a∫b¹¬Åv& XÝœÅtÐ 

,(−10)2 = 4a(−5)

,
  
100= −20a

Æ  a = −5

tJœUF& fÄÏ  vLNÝ s¹«
  
x2 = −20y t- XÝ« `{«Ë ÆXÝ« 

  F = (0,−5)Ë vLNÝ s¹« Êu�U- 

tJœUF& tÐ jšÏ 
  
y = 5ÆXÝ« Ê¬ ÈœU¼ jš 



ÅÅÅÅÅÅÅ∑∞

                   s¹dLð

±tJœUF& Ë Êu�U‡-  UB²?‡& ¨Áœd‡- rÝ— «— d‡¹“ ÈU‡¼ÅvLNÝ ÆÏsOOFð eO‡� «— UN‡�¬ ÈœU‡¼ jš 

ÆbOM-

 ©nJ«
  
y2 = 4x¨ ©»

  
x2 = 4y¨ ©Ã

  
x2 = −8y¨

 ©œ
  
x2 = 58y¨ ©‡¼

  
y2 = −93x¨ ©Ë

  
x2 = −105yÆ

≤tJœUF& ÆÏUN�¬ “« tDI� p¹ Ë Ábý h?A& UN�¬ Ê—UIð —u×& t- «— d¹“ ÈU¼ÅvLNÝ “« p¹ d¼ 

tJœUF& Ë Êu�U-  UB²?& œ—u& d¼ —œ ÆbOM- «bOÄ XÝ« Ábý Áœ«œ eO�ÏÆbOM- sOOFð eO� «— ÈœU¼Åjš 

 —u×& ©nJ«x ¨U¼
  
(4,8)¨ —u×& ©»y ¨U¼

  
(4,2)¨

 —u×& ©Ãx ¨U¼
  
(−5,10)¨ —u×& ©œx ¨U¼  (−3,6)¨

 —u×& ©‡¼y ¨U¼
  
(−6,−9)¨ —u×& ©Ëx ¨U¼  (−6,−12)Æ

≥tJœUF& ̈ vLNÝ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆÏtDI� Ê¬ Êu�U- t- bOM- «bOÄ «— vLNÝ p¹ Ï   (2,2)jš Ë 

 Ê¬ ÈœU¼
  
y = 4ÆbýUÐ 

¥tJœUF& ̈ vLNÝ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ÆÏtDI� Ê¬ Êu�U- t- bOM- «bOÄ «— vLNÝ p¹ Ï   (6,4)jš Ë 

 Ê¬ ÈœU¼  x = 2ÆbýUÐ 

≥ÆÅ¥v$u$c¼ 

t?FDF Ëœ “« t- XÝ« vÞËd?& lÞUI& “« d~¹œ vJ¹ vJuJc¼ÏtÐ «b²Ð« ÆXÝ« Ábý qOJAð e¹UL²& 

ÆbOM- tłuð Ê¬ n¹dFð

Æn?¹d?Fð v?$u?$c?¼ q?{U?H?ð o?K?D?&Å—b?F t?- X?Ý« t?×?H?� p?¹ “« v?ÞU?I?� ÂU?L?ð vÝbM¼ ÊUJ&

tK�U#ÏtDI� Ëœ “« UN�¬ Ïe¹UL²& Ë XÐUŁ  FË ′F t×H� Ê¬ —œ  ÂU� tÐÊu�U�—«bI& X³¦& ÆbýUÐ v²ÐUŁ 

XÝ« d²¼Uðu- g-Åjš ‰uÞ “« Ê¬ ‰uÞ t- a�ÅtJð p¹ Ë g-Åjš p¹ vJuJc¼ p¹ rÝ— È«dÐ

dÝ p¹ ÆbýUÐ dE�Åœ—u& XÐUŁ —«bI& ÊUL¼ a� tFDF Ë g-Åjš ‰uÞ q{UHð tJ¹—uÞÅtÐ rOM-Åv& »U?²�«

tDI� —œ «— a�Ï Ad~¹œ dÝ p¹ ÆrOM-Åv& XÐUŁ vJuJc¼ ÈUN�u�U- “« vJ¹ —œ «— Ê¬ d~¹œ dÝ ¨Áœd- XÐUŁ 



ÅÅÅ∑±

P
F

v
d1

′v

′F

d2

 qJý±

A

P

F′F

 qJý≤

XÐUŁ 
  
d1 − d2 =

qJý oÐUD& ÆrOM-Åv& XÐUŁ d~¹œ Êu�U- —œ r¼ «— g-Åjš

Á—U?M?-—œ «— œ«b& p¹ÏU?Ð Ë r?O?¼œÅv?& —«dF a� Ë g-Åjš 

tDI� —œ g-Åjš Ê«—ËœÏ ′FbM-Åv& œU−¹« œ«b& t- ÈdOV& 

t?šU?ý® r?O?M?-Åv?& r?Ý— «— X?Ý« vJuJc¼ “« tšUý p¹ Ë

UNÐUA& vJuJc¼ d~¹œÎt?DI� i¹uFð UÐ Ï tÐ g-Åjš XÐUŁ F

U?F?F«Ë t?- r?O?¼œÅv?& ÊU?A?� ‰U?Š Æ©œu?ýÅv?& q?�UŠÎp?¹ 

X?Ý« v?#U?- —u?E?M?& s?¹« È«dÐ ÆXÝ« Ábý rÝ— vJuJc¼

t?D?I?� t?- r?O?¼œ ÊUA�Ï Pv?M?F?¹ ¨œ—«œ —«d?F v?JuJc¼ ÈË— 

t?K?�U?# q{UHð oKD&Å—bFÏ P “« ′F Ë F X?ÐUŁ —«bI& dÐ«dÐ ®Ë X?Ý« ©a?� ‰uÞ Ë g-Åjš ‰uÞ q{UHð

«d?¹“ X?Ý« —«d?Fd?Ð e?O?� s?¹«

P ′F − PF = P ′F + PA − PF − PA

= A ′F − ( PF + PA )

 ©a� ‰uÞ®ÅÅÅ− ® ©g-Åjš ‰uÞ=

 XÐUŁ —«bI&ÅÆÅ                      =

 Ë—ÅtÐË— qJý —œF Ë ′F Ë bM²V¼ vJuJc¼ ÈUN�u�U- V Ë ′V

 eO� ”Ëƒ—Æb�uýÅv& ÁbO&U� vJuJc¼

tJœUF& ‰UŠÏËœ «— v?Ju?Jc?¼ ÈU?N�u�U- ÆrOM-Åv& «bOÄ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— vJuJc¼ 

tDI�Ï 
  
F = (c,0) Ë 

  
′F = (−c,0)Ær¹dOÖÅv& 



ÅÅÅÅÅÅÅ∑≤

O
′F

P= (x , y)

F

y

x
(c,0)( c,0)_

 qJý ≥

tDI�Ï Á«u?Jœ PUÐ XÐUŁ q{UHð —«bI& rOM-Åv& ÷d# Ær¹dOÖÅv& dE� —œ —u-c& vJuJc¼ ÈË— «— 

  2a Ê¬ —œ t- œuý Áœ«œ ÊUA�at- rOM-Åv& tEŠö& ÆXÝ« X³¦& 

P ′F − PF < F ′F ,

,  2a < 2c

Æa < c

tDI� ‰UŠÏ P = (x,y)dÖ« jI# Ë dÖ« œ—«œ —«dF —u-c& vJuJc¼ ÈË— 

,
  
P ′F − PF = 2a

dÖ« jI# Ë dÖ«

,
  

(x + c)2 + y2 − (x − c)2 + y2 = 2a

dÖ« jI# Ë dÖ«

,
  
(c2 − a2)x2 − a2y2 = a2(c2 − a2)

dÖ« jI# Ë dÖ«

Æ

  

x2

a2
− y2

c2 − a2
=1

 t-Ås¹« tÐ tłuð UÐ ̈ tJœUF& Êbý dðÅÁœUÝ È«dÐ  c
2

− a
2

> 0 rOM- ÷d# rO�«uðÅv& ̈
  b = c

2

− a
2

Æ

fÄ

,
  

x2

a2
− y2

b2
=1



ÅÅÅ∑≥

tJœUF&Ït?JœU?F& “« ÆbýUÐÅv& —u-c& vJuJc¼ Ï —œ v?Ju?Jc¼ t- œuýÅv& t−O²� ‚u#  ◊UI�
  (a,0) Ë 

  (−a,0)

 ©”Ëƒ—® —u?×?&xb?M?-Åv?& l?DF «— U¼  —u?×?& vJËyb?M?-Åv?L?� l?D?F «— U¼Æ

 —u?×?& ÈË— «— v?Ju?Jc?¼ ÈU?N?�u�U- dÖ«y r?O?M?- ÷d?# v?M?F?¹ ¨r?O?M?- »U?²�« U¼
  
F = (0, c)Ë 

  ′F = (0,−c)tJœUF& tÐUA& —uÞÅtÐ ¨bMýUÐ UN�u�U- ÏÏ œuýÅv& q�UŠ d¹“  —u�ÅtÐ vJuJc¼

,
  

y2

a2
− x2

b2
=1

 Ê¬ —œ t-  c > 0 r?¹—«œ Ë   b
2 = c2 − a2

Æœ—«œ —«d?F  U?B?²???& √b?³& —œ ÊUMÇÅr¼ eO� vJuJc¼ e-d& Æ

d2

d1

F = (0,c)

O

′F = (0,−c)

y

x

 qJý¥

«— d?¹“  U?E?Šö?& ¨œu?ý ÂU?−?�« Èd?²?A?O?Ð X?Fœ Ë XJuNÝ UÐ vJuJc¼ —«œuL� rÝ— t-Ås¹« È«dÐ

ö?¦?& Ær¹—«œÅv& ‰uLF&Î vJuJc¼ 

  

x2

a2
− y2

b2
=1 «b?²?Ð« Ë r¹dOÖÅv& dE�Å—œ «— y V?VŠdÐ «— xÃ«d?²Ý«  

∫rOM-Åv&

Æy = ± b
a

x 1− a2

x2

 dÖ«x tÐ ‰UJ¹œ«— d¹“  —U³Ž bM- qO& X¹UNMOÐ XLÝ tÐ Ë œuý ̄ —eÐ ±fÄ Æœd- b¼«uš qO& 

¯—eÐ d¹œUI& È«dÐx∫XÝ« d¹“ ÈUNDš p¹œe� vJuJc¼ —«œuL� ¨

Æy = ± b
a

x

 ◊u?Dš s¹« ÈU?N?³�U−&p?¹œe?� t?²?#— t?²?#— ◊u?D?š s¹« tÐ vJuJc¼ vMF¹ ¨b�uýÅv& ÁbO&U� vJuJc¼

t×H� qOD²V& «b²Ð« rO�«uðÅv& vJuJc¼ fáÝ Ë UN³�U−& rÝ— —œ XJuNÝ È«dÐ ÆœuýÅv&ÏÆrOM- rÝ— «— bFÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅ∑¥

b

a−a

−b

O
x

y

 qJýµ

Ær?O?M?-Åv?& r?Ý— «— v?Ju?Jc¼ Ë Áœd- rÝ— «— bM²V¼ UN³�U−& ÊUL¼ t- qOD²V& s¹« —UDF« fáÝ

b

a

−b

F′F

y

x
O−a

 qJý∂

t?DÐ«— “« ÁœUH²Ý« UÐÏ   c
2 = a2 + b2

 U?B?²?& √b³& e-d& dÐ vÝuF dÖ« b¹œ Ê«uðÅv& v²Š«— tÐ ¨

t?D?I?� ÁU~�¬ ¨rOM- rÝ— qOD²V& dDF nB� dÐ«dÐ vŽUFý ËÏ —u?×& UÐ Ê¬ lÞUIð xv?JuJc¼ ÈUN�u�U- ¨U¼

ÆbM-Åv& h?A& «—

ÆrOM-Åv& ÊUOÐ «— r¹œd- ÕdD& g?Ð s¹« —œ tâ�¬ “« È«Åt�öš d¹“ —œ ÊuM-«

t$œUF&Ïv$u$c¼ œ—«b�U²Ý« 

±© 
x2

a2
− y2

b2
=1Æ

 ∫”Ëƒ—
  (a,0) Ë 

  (−a,0)Æ

 ∫UN�u�U-
  
F = (c,0) Ë 

  
′F = (−c,0)

 t-  c
2 = a2 + b2

Æ

−a

−b

F

b

a′F O

y

x

 qJý∑



ÅÅÅ∑µ

≤© 

  

y2

a2
− x2

b2
=1Æ

 ∫”Ëƒ—
  (0,a) Ë 

  (0,−a)Æ

 ∫UN�u�U-
  
F = (0, c) Ë 

  
′F = (0,−c)

 t-  c
2 = a2 + b2

Æ

 —u×& XJUŠ Ëœ d¼ÅÅÅ—œx Ë U¼yÆXÝ« vJuJc¼ Ê—UIð e-d&  UB²?& √b³& Ë Ê—UIð ÈU¼—u×& U¼

 ‰U¦&±Æ vJuJc¼ d¹“ —œ 
  
9x2 −16y2 =144rOM-Åv& tłuð —uEM& s¹« È«dÐ ÆrOM-Åv& rÝ— «— 

 t-

x2

16
− y2

9
=1v#dÞ “« Æ

,  c
2 = a2 + b2

ÅÅ

,  c
2 =16 + 9 = 25ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

Æ  c = 5Å

 fÄ
  
F = (5 ,0) Ë 

  ′F = (−5,0)d?‡?¹“  —u?�Åt‡Ð Ê¬ —«œu‡L‡� Ë bM²V¼ vJu‡Jc¼ ÈUN‡�u‡�U‡- 

∫XÝ«

 qJý     ∏

−b

F

a

′F

b

−a
O

x

y

−3

−4 4

3

F′F O

y

 x

 qJýπ



ÅÅÅÅÅÅÅ∑∂

                    s¹dLð

±ÆbOM- rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvJuJc¼ “« p¹d¼ Æ

 ©nJ«

  

x2

9
− y2

4
=1¨ ©»

  

x2

9
− y2

25
=1¨

 ©Ã

  

y2

4
− x2

9
=1¨ ©œ

  

y2

25
− x2

9
=1Æ

≤ÆbOM- rÝ— «— d¹“ ÈU¼ÅvJuJc¼ “« p¹ d¼ Æ

 ©nJ«
  
4x2 − y2 =16¨ ©»

  
x2 −9y2 = 9¨

 ©Ã
  
9y2 −16x2 =144¨ ©œ

  
4y2 −25x2 =100Æ

≥ÅÅÆÅµ UB²A& ÈU¼—u×& ‰UI²�« 

—«d?F  U?B?²???& √b?³?& —œ UN�¬ e-d& t- r¹«Åt²#U¹ v²JUŠ —œ «— vÞËd?& lÞUI&  ôœUF& ÊuM-Uð

 ôœU?F?& r?O¼«ušÅv& g?Ð s¹« —œ ÆXÝ« ÁœuÐ  UB²?& ÈU¼—u×& È“«u& UN�¬ ÈU¼—u×& Ë t²ý«œ

UN�¬ e-d& Ë ÁœuÐ  UB²?& ÈU¼—u×& È“«u& UN�¬ ÈU¼—u×& t- rOM- «bOÄ v²JUŠ —œ «— vÞËd?& lÞUI&

ÆbýUÐ Á«u?Jœ È«ÅtDI�

¨ U?B²?& √b³& rOM- ÷d# ÆrOM-Åv& ÁœUH²Ý«  UB²?& ÈU¼—u×& ‰UI²�« “« —uEM& s¹« È«dÐ

tDI� vMF¹Ï 
  O = (0,0)tDI� tÐ «— Ï ′O = ( α , β )O¼œÅv& ÂU−�« È—uÞ «— ‰UI²�« s¹« t²³J« ÆrOM- qI²M& r

t- rOM- vÝ—dÐ rO¼«ušÅv& ÆbMýUÐ È“«u& ‰UI²�« “« q³F ÈU¼—u×& UÐ t²#U¹Å‰UI²�« XJUŠ —œ U¼—u×& t-

ÁU?~?²?Ýœ t?Ð X?³?V� ¨t×H� —œ tDI� p¹ dÖ«

Ë«Ò®  UB²?& È«—«œ tOJx,ytÐ X³V� Ë býUÐ ©

b?¹b?ł ÁU~²Ýœ


 U?B?²??& È«—«œ Ábý qI²M& 

( ′x , ′y )È«ÅtDÐ«— tÇ  UB²?& Ëœ s¹« ÁU~�¬ ̈

 qJý tÐ tłuð UÐ Æb�—«œ d~¹bJ¹ UÐ±tDÐ«— s¹« 

∫b¹¬Åv& XÝœÅtÐ d¹“  —u�ÅtÐ

x = ′x + α
y = ′y + β





 qJý±

y

x

(x , y)

O = (0,0)

y

x

′O = ( α ,β ) ′x

′y

′y

′x

( ′x , ′y )



ÅÅÅ∑∑

 ‰U¦&±Æ  UB²?& √b³& UÐ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ rOM- ÷d# 
  O = (0,0)ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

t×H� —œ tDI� p¹Ïö¦& ¨rOM-Åv& »U?²�« rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ s¹« ÎtDI� Ï 
  P = (−1,4)√b³& ÊuM-« Æ

t?D?I� tÐ «—  UB²?&Ï 
  

′O = (2,−2)  U?B?²???& t?- rOMO³Ð rO¼«ušÅv& ÆrOM-Åv& qI²M& PÁU?~²Ýœ —œ 

Æbý b¼«uš tÇ b¹bł

  UB²?& dÖ«P b¹bł ÁU~²Ýœ —œ ( ′x , ′y )rOV¹uMÐ rO�«uðÅv& ôUÐ ÈU¼ÅÈËUVð dÐUMÐ ¨býUÐ 

  

′x = −1−2 = −3

′y = 4− (−2) = 6







  UB²?& fÄP dÐ«dÐ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ 
  (−3,6) XÝ« ® qJý tÐ≤Æ©bOM- ÁU~� 

 qJý≤

 bM�U& vDš rOM-Åv& ÷d# ÊuM-«L t×H� —œ ÏË« ÁU~²Ýœ Òt×H� s¹« —œ t- XÝ« Ábý Áœ«œ tOJ

 —u�ÅtÐ È«ÅtJœUF&

  
x − y = 2

jš ÈË— Á«u?Jœ È«ÅtDI� Æœ—«œ È«ÅtJœUF& tÇ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ jš s¹« t- rOMO³Ð rO¼«ušÅv& Æœ—«œ

LË« ÁU?~²Ýœ —œ t- rOM-Åv& »U?²�« Ò  UB²?& È«—«œ tOJ(x,y) U?B²?& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ Ë 

L

y

x

′y

′x

O = (0,0)

′O = (2 , −2)

P



ÅÅÅÅÅÅÅ∑∏

( ′x , ′y )ÊuÇ ÆXÝ« 

  

x = ′x + 2

y = ′y −2







 t???-Ås???¹« t???Ð t???łu???ð U??Ð f??Ä
  
x − y = 2 r???¹—Ë¬Åv???& X??ÝœÅt??Ð ¨

  
( ′x + 2) − ( ′y −2) = 2U???¹ ¨

  
′x − ′y = −2Æ

 jš ÈË— È«ÅtDI� dÖ« fÄL  UB²?& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ t- býUÐ ( ′x , ′y )ÁU~�¬ ̈ býUÐ 

  
′x − ′y = −2  UB²?& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ È«ÅtDI� dÖ« ̈ fJŽdÐ Æ( ′x , ′y )ÈËUVð —œ Ë býUÐ 

  
′x − ′y = −2U&ËeJ ÁU~�¬ ¨bM- ‚b� Î jš ÈË— LfÄ Æ©ø«dÇ® XÝ« 

  
′x − ′y = −2

tJœUF&Ï jš LÆXÝ« b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� 

tJœUF& rO¼«ušÅv& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ t- rOM-Åv& ÷d# ÊuM-«ÏÈ«ÅÁd¹«œ 

tDI� Ê¬ e-d& t- «—Ï ( α , β ) Ê¬ ŸUFý Ë býUÐÅv& r rOM- «bOÄ XÝ« ® qJý tÐ≥Æ©bOM- ÁU~� 

x

r

y

O

( α , β )

 qJý≥

t?D?I?� t?Ð «— ÁU?~?²?Ýœ  U?B?²???& √b?³&Ï

( α , β ) rOM-Åv& qI²M& ® qJý tÐ¥Æ©bOM- ÁU~� 

x

r

y

O

′y

′x
( α , β )

 qJý¥



ÅÅÅ∑π

tJœUF&ÏÁd¹«œ Ï  —u�ÅtÐ b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� Ábý Áœ«œ 
  
′x
2

+ ′y
2

= r
2

&« ÆXÝ« ÒU

′x = x − α
′y = y − β







 «cJ Ë
  
(x − α )

2

+ (y − β )
2

= r
2

t?JœU?F& Ïr?O?¹u?~?Ð r?O?�«u?ðÅv?& t−O²�—œ ÆXÝ« r¹bF ÁU~²Ýœ —œ Ád¹«œ 

tJœUF&Ï ŸUFý tÐ Ád¹«œ r e-d& tÐ Ë ( α , β )XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ 

Æ
  
(x − α )

2

+ (y − β )
2

= r
2

 ‰U¦&≤ÆtJœUF&  öLł ÈbMÐÅt²Ýœ UÐ Ï x2 + y2 − 4x + 2y − 4 =0 —u�ÅtÐ 

,(x2 − 4x) + (y2 + 2y) = 4

,(x −2)2 − 4 + (y + 1)2 −1= 4

,(x −2)2 + (y + 1)2 = 9

tJœUF& t- rOM-Åv& tEŠö&ÏtJœUF& ¨Ábý Áœ«œ Ï e-d& tÐ È«ÅÁd¹«œ   (2,−1) ŸUFý Ë ≥ÆXÝ« 

 ‰U¦&≥Æ bM�U& vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& rO¼«ušÅv& P = (x,y)tK�U# t- rOM- «bOÄ «— ÏtDI� “« UN�¬ Ï

  A = (7,1)tK�U# dÐ«dÐ Ëœ ÏtDI� “« UN�¬ Ï   B = (1,4)t- rOM-Åv& tłuð —uEM& s¹« È«dÐ ÆbýUÐ 

,
  
AP = 2BP

dÖ« jI# Ë dÖ«

,(x − 7)2 + (y −1)2 = 2 (x −1)2 + (y − 4)2

dÖ« jI# Ë dÖ«

,Å
  
(x − 7)2 + (y −1)2 = 4 (x −1)2 + (y − 4)2[ ]

dÖ« jI# Ë dÖ«

,3x2 + 3y2 + 6x − 30y + 18 =0

dÖ« jI# Ë dÖ«

,
  
x2 + y2 + 2x −10y + 6 =0

dÖ« jI# Ë dÖ«

Æ
  
(x + 1)2 + (y − 5)2 = 20



ÅÅÅÅÅÅÅ∏∞

ÊUJ& fÄ e-d& tÐ È«ÅÁd¹«œ ¨»uKD&   (−1,5) ŸUFý tÐ Ë 
  20 = 2 5ÆXÝ« 

t?JœU?F?& r?O¼«ušÅv& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ r¹dOÖ ‰UŠÏt?- «— vCOÐ p¹ 

tDI� Ê¬ e-d&Ï ( α , β ) v?C?OÐ s¹« ¯—eÐ dDF ‰uÞ rOM-Åv& ÷d# ÆrOM- «bOÄ býUÐÅv& ≤ad?DF ‰uÞ Ë 

 Ê¬ pÇu-≤b  ◊U?I� eO� «— vCOÐ s¹« ÈUN�u�U- ÆbýUÐ F = ( α + c, β ) Ë ′F = ( α − c, β )÷d# 

tJœUF& ÈË— Y×Ð bM�U& Æ©r¹dOÖÅv& dE�—œ vI#«  —u�ÅtÐ «— vCOÐ vMF¹® rOM-Åv&Ï UB²?& √b³& ̈ Ád¹«œ 

tDI� tÐ «—Ï ( α , β )tJœUF& ÆrOM-Åv& qI²M& Ï b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� vCOÐ s¹« 

  

′x
2

a
2

+
′y
2

b
2

=1ÆXÝ« 

&«ÒU

′x = x − α
′y = y − β







 «cJ Ë

  

(x − α )
2

a
2

+
(y − β )

2

b
2

=1t?JœUF& Ïr?O?¹u?~?Ð r?O?�«u?ðÅv& t−O²�—œ ÆXÝ« r¹bF ÁU~²Ýœ —œ vCOÐ 

tJœUF&Ï e?-d& tÐ vCOÐ ( α , β ) ÈUN�u�U- ¨F = ( α + c, β ) Ë ′F = ( α − c, β )‰u?Þ tÐ ¯—eÐ dDF Ë 

≤a ‰uÞ tÐ pÇu- dDF Ë ≤bXÝ« d¹“  —u�ÅtÐ 

  

(x − α )
2

a
2

+
(y − β )

2

b
2

=1 ,

 Ê¬ —œ t-a>b Ë   c
2

= a
2

− b
2

Æ

 UN�u�U- dÖ« sOMâL¼F = ( α , β + c) Ë ′F = ( α , β − c) b�uý ÷d# ®vCOÐ «— vCOÐ vMF¹

tJœUF& ÁU~�¬ ©r¹dO~Ð dE�—œ rzUFÏœuÐ b¼«uš d¹“  —u�ÅtÐ vCOÐ 

  

(x − α )
2

b
2

+
(y − β )

2

a
2

=1.

 ‰U¦&¥Æ vÞËd?& lDI& Ÿu� 
  
4x2 + y2 − 32x + 6y + 57 =0rÝ— «— Ê¬ Ë Áœd- sOOFð «— 

 —u�ÅtÐ tJœUF& ÈbMÐÅt²Ýœ UÐ —uEM& s¹« È«dÐ ÆrOM-Åv&

,
  
4(x2 − 8x) + y2 + 6y + 57 =0

,
  
4(x − 4)2 −64 + (y + 3)2 −9 + 57 =0



ÅÅÅ∏±

,
  
4(x − 4)2 + (y + 3)2 =16

,
  

(x − 4)2

4
+ (y + 3)2

16
=1

 Ê¬ e-d& t- XÝ« vCOÐ Ábý Áœ«œ vÞËd?& lDI& Ÿu� t- rOÐU¹Åv&—œ
  
(4,−3) Ê¬ —œ Ë býUÐÅv&   a = 4

 Ë  b = 2∫XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ vCOÐ s¹« —«œuL� Æ

(4,1)

(6, −3)(2, −3)

(4, −3)

(4, −7)

y

x
O

 qJýµ

t- rO¼œ ÊUA� rO�«uðÅv& r¹b¹œ ôUÐ —œ tâ�¬ tÐUA& ÊuM-«

  
(y − β )

2

= 4a(x − α )

tDI� Ê¬ ”√— t- XÝ« vLNÝ p¹ tJœUF&Ï ( α , β )t?DI� Ê¬ Êu�U- ¨Ï F = ( α + a, β )Ê¬ ÈœU¼ jš Ë 

tJœUF& È«—«œÏ x = α − aÆXÝ« 

sOMâL¼

  
(x − α )

2

= 4a(y − β )

tJœUF& eO�ÏtDI� Ê¬ ”√— t- XÝ« vLNÝ p¹ Ï ( α , β )tDI� Ê¬ Êu�U- ̈Ï F = ( α , β + a)Ê¬ ÈœU¼ jš Ë 

tJœUF& È«—«œÏ y = β − aÆXÝ« 

 e-d& tÐ vJuJc¼ œ—u& —œ( α , β )r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“  ôœUF& rO�«uðÅv& eO� 

  

(x − α )
2

a
2

−
(y − β )

2

b
2

=1 ,



ÅÅÅÅÅÅÅ∏≤

 qJý∂

O
x

y

  

(y − β )
2

a
2

−
(x − α )

2

b
2

= 1.

 ‰U¦	µÆ v?ÞËd
� lDI� Ÿu� 
  
9x2 − 4y2 − 36x − 24y − 36 = 0—«œu?L� Ë Áœd� sOOFð «— 

b¹¬Åv�—œ d¹“  —u!ÅtÐ t$œUF� ¨ÈbMÐÅt²Ýœ UÐ t� rOM�Åv� tłuð ÆrOM�Åv� rÝ— «— Ê¬

Æ

  

(x − 2)2

4
− (y + 3)2

9
= 1

 e?�d?� t?Ð v?$u?$c?¼ p?¹ v?ÞËd?
� lDI� s¹« fÄ
  
(2, − 3) Ê¬ —œ t?� X?Ý«   a = 2 Ë   b = 3Æ

XÝ« d¹“  —u!ÅtÐ v$u$c¼ s¹« —«œuL�

s¹dLð                   

±t$œUF� ¨d¹“  ôœUF� “« p¹ d¼ bO¼œ ÊUA� ÆÏUN�¬ “« p¹ d¼ e�d� Ë ŸUFý Ë XÝ« Ád¹«œ p¹ 

Æb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «—

,x2 + y2 − 4y = 5 ®n$«

,x2 + y2 − 4x + 6y = 3 ®»

Æx2 + y2 + 8x − 6y = 0 ®Ã

≤t$œUF� ÆÏ Ê¬ e�d� t� bO@¹uMÐ «— È«ÅÁd¹«œ   ( − 1, − 2)tDI� “« Ë ÁœuÐ Ï   (2, 3)Æœ—c~Ð 



ÅÅÅ∏≥

≥tJœUF& ÆÏ Ê¬ e-d& t- bOV¹uMÐ «— È«ÅÁd¹«œ   (2,−2) jš dÐ Ë ÁœuÐ 
  
y = x + 4ÆbýUÐ ”UL& 

¥tJœUF& ÆÏtDI� tÝ “« t- bOV¹uMÐ «— È«ÅÁd¹«œ Ï   (4,6) ¨  (−2,−2) Ë   (5,−1)Æœ—c~Ð 

µ bM�U& vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& Æ(x,y)tK�U# t- bOM- «bOÄ «— ÏtDI� “« UN�¬ Ï   (−2,1)tK�U# nB� Ï

tDI� “« UN�¬Ï   (4,−2)ÆbýUÐ 

∂ÆbOM- rÝ— «— UN�¬ —«œuL� Ë Áœd- sOOFð «— d¹“ vÞËd?& lÞUI& “« p¹d¼ Ÿu� Æ

 ©nJ«
  
4x2 + 9y2 −16x − 36y + 16 =0¨

 ©»
  
16x2 + 9y2 + 64x + 54y + 1=0¨

 ©ÅÅÃ
  
x2 + 8x + 8y =0¨

 © œ
  
y2 + 12x + 4y − 32 =0¨

 ©‡¼
  
x2 + y2 + 12x + 10y + 45 =0¨

 © Ë
  
x2 + y2 − 8x −6y =0¨

 © “
  
−9x2 + 16y2 − 72x −96y −144 =0¨

 ©ÅÅÕ
  
16x2 −25y2 −160x =0Æ

≥ÆÅ∂ UB²A& ÈU¼—u×& Ê«—Ëœ  

 ôœUF& t- r¹b¹œ q³F g?Ð —œ

  
(x − α )

2

+ (y − β )
2

= r
2

 ,

  

(x − α )
2

a
2

+
(y − β )

2

b
2

=1 ,  
(x − α )

2

b
2

+
(y − β )

2

a
2

=1 ,

  
(y − β )

2

= 4a(x − α )  ,  (x − α )
2

= 4a(y − β )  ,

  

(x − α )
2

a
2

−
(y − β )

2

b
2

=1 ,  
(y − β )

2

a
2

−
(x − α )

2

b
2

=1 ,

ÈU?¼—u?×?& È“«u?& U?N?�¬ ÈU?¼—u?×?& t?- b?�œuÐ vJuJc¼ Ë vLNÝ ¨vCOÐ ¨Ád¹«œ  ôœUF& VOðdðÅtÐ

 Ë œu?Ð  UB²?&( α , β )d?Ö« Æb?ýÅv?& »u?V×& ”√— vLNÝ È«dÐ Ë e-d& vJuJc¼ Ë vCOÐ ¨Ád¹«œ È«dÐ 

 —u�ÅtÐ È«ÅtJœUF& ̈ rOM- Vðd& Êœd- ÁœUÝ Ë Ê¬  öLł Êb�UÝ— Ê«uð tÐ “« fÄ «—  ôœUF& s¹« “« p¹ÅÅd¼

®±©
  
ax

2

+ cy
2

+ dx + ey + f =0



ÅÅÅÅÅÅÅ∏¥

—œ t?‡?- t?×?H?� “« v?ÞUI‡� vÝbM¼ ÊUJ& t- rOM- vÝ—d‡Ð rO‡¼«u‡šÅv‡& ÊuM‡-« Ær‡¹—Ë¬Åv‡& XÝœÅt‡Ð

tJœUF&Ï® ±Ær¹dOÖÅv& dE‡� —œ «— XJU‡Š bM‡Ç ‰«RÝ s¹« tÐ aÝUÄ È«dÐ ÆXVOÇ bMM-Åv& ‚b� ©

± ©a=c=∞Æ

t?JœU?F& XJUŠ s¹« —œÏ® ±t?JœUF& tÐ ©Ï dx+ey+f=∞t?×?H?� q?- U¹ ¨jš p¹ t- œuýÅv& q¹b³ð 

 v²FË®d=e=f=∞ v²FË® b¼œÅvL� XÝœÅtÐ «— v�UJ& U¹ Ë bM-Åv& h?A& «— ©d=e=∞ Ë   f ≠ 0 ©Æ

≤ ©a=∞ Ë   c ≠ 0Æ

tJœUF& XJUŠ s¹« —œÏ® ±tJœUF& tÐ ©Ï 
  
cy

2

+ dx + ey + f =0dÖ«  —u� s¹« —œ ÆœuýÅv& q¹b³ð 

d=∞ r¹—Ë¬Åv& XÝœÅtÐ ¨
  
cy

2

+ ey + f =0U?¹ Ë b?M-Åv& h?A& «— È“«u& jš Ëœ U¹ ¨jš p¹ t- 

 dÖ« Æb¼œÅvL� XÝœÅtÐ «— v�UJ&  d ≠ 0tJœUF& tÐ ¨Êœd- Vðd& “« fÄ eO� Ï

  

y −
−e

2c






2

= 4
−d

4c




 x −

e2 − 4cf

4cd








ÆbM-Åv& h?A& «— vLNÝ p¹ t- rOÐU¹Åv& XÝœ

≥ ©  a ≠ 0 Ë c=∞Æ

 X?‡?JU?‡?Š t?‡ÐUA& X‡JU‡Š s‡¹«≤t?‡?JœU?F?& X?JU?Š s‡¹« —œ t‡- v�UJ‡& Ë býU‡ÐÅv‡& Ï® ±X?ÝœÅtÐ ©

® jÝuð v�UJ& U¹ Ë býUÐÅv& vLNÝ p¹ U¹ Ë È“«u& jš Ëœ U¹ ̈ jš p¹ ̈ b¼œÅv&±ÆœuýÅvL� h?A& ©

¥ ©  a ≠ 0 Ë   c ≠ 0Æ

tJœUF& Êœd- Vðd& “« fÄ XJUŠ s¹« —œÏ® ±Xý«œ rO¼«uš q&U-  UFÐd&  —u�ÅtÐ ©

Æ

  

a x −
−d

2a






2

+ c y −
−e

2c






2

=
d2c + e2a − 4acf

4ac

ÄtJœUF& XJUŠ s¹« —œ fÏ® ±XÝœ tÐ «— lÞUI²& jš Ëœ U¹ Ë tDI� p¹ t- v¹UM¦²Ý«  ôUŠ —œ e−Ð ̈ ©

UÐ Æb¼œÅvL� XÝœÅtÐ «— v�UJ& U¹ Ë bM-Åv& h?A& «— vJuJc¼ p¹ U¹ Ë vCOÐ p¹ ̈ Ád¹«œ p¹ ªb¼œÅv&

tOCF rO�«uðÅv& bý t²HÖ ôUÐ —œ tâ�¬ tÐ tłuðÏÆrOV¹uMÐ «— d¹“ 

tOCFÏ ±ÆtJœUF& —œ t- t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& Ï

  
ax

2

+ cy
2

+ dx + ey + f =0

lÞUI²& jš Ëœ ̈ È“«u& jš Ëœ ̈ jš p¹ ̈ tDI� p¹ ̈ vNð t- v¹UM¦²Ý«  ôUŠ —œ e−Ð ̈ bMM-Åv& ‚b�

ÆXÝ« vJuJc¼ p¹ U¹ Ë vLNÝ p¹ ¨vCOÐ p¹ ¨Ád¹«œ p¹ ªbýUÐÅv& t×H� q- U¹ Ë



ÅÅÅ∏µ

tJœUF& t- rOM-Åv& tłuðÏ® ±tJœUF& “« ’Uš XJUŠ p¹ ¨©Ïtł—œ ÏÊ¬ —œ t- býUÐÅv& d¹“ vK- ÂËœ 

b=∞

®≤©Æ
  
ax

2

+ bxy + cy
2

+ dx + ey + f =0

t?JœU?F?& —œ t?- t?×?H?� “« v?ÞU?I?� v?Ýb?M¼ ÊUJ& t- rOM- vÝ—dÐ rO¼«ušÅv& ÊuM-«Ï® ≤‚b� ©

ÆXVOÇ bMM-Åv&

ö¦& ÆrOM-Åv& vÝ—dÐ «— ’Uš XJUŠ p¹ «b²Ð«Î rOM- ÷d# a=c=d=e=∞ ¨b=± Ë f=≤Æ

t?JœU?F?& —œ t?- r?O?M?- «b?OÄ «— t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& rO¼«ušÅv& fÄÏ 
  
xy = −2‚b?� 

  —u�ÅtÐ rO�«uðÅv& «— tJœUF& s¹« ÆbMM-Åv&

  
y =

−2

x
tJœUF& s¹« t- r¹—«œ œU¹ tÐ ÂuÝ ‰UÝ “« ÆrOV¹uMÐ 

ÆXÝ« d¹“  —u�ÅtÐ Ê¬ —«œuL� «cJ Ë bM-Åv& h?A& «— pO#«dÖuL¼ lÐUð p¹

O

x

y

 qJý±

 —«œu?L?� ÆX?Ý« ÁœU?²#« vFUHð« tÇ rOMO³Ð
  
xy = −2g?O?Ä t?- v?J«RÝ ÆXÝ« Ábý tO³ý vJuJc¼ p¹ tÐ 

UFF«Ë dÖ« t- XÝ« s¹« b¹¬Åv&ÎtJœUF& «dÇ fÄ XÝ« vJuJc¼ p¹ ôUÐ qJý Ï—œ t- vðôœUF& qJý tÐ Ê¬ 

 g?Ð¥‰«R?Ý d?¹“ «— ôU?Ð q?J?ý Êœu?Ð vJuJc¼ b�«uðÅvL� Ÿu{u& s¹« t²³J« ÆbýUÐÅvL� r¹œd- tFJUD& 

 qJý —«œuL� dÖ« lF«Ë—œ Æœd³Ð±ÈU¼—u×& È“«u& t- qJý —œ œułu& e&dF ◊uDš býUÐ vJuJc¼ p¹ 

t?JœU?F& t- XVO� È—UE²�« «cJ Ë œuÐ bM¼«uš vJuJc¼ s¹« ÈU¼—u×& bMýUÐÅvL�  UB²?&ÏvJuJc¼ s¹« 

ÆbýUÐ  UB²?& ÈU¼—u×& È“«u& ÈU¼—u×& UÐ ÈU¼ÅvJuJc¼  ôœUF&  —u�ÅtÐ



ÅÅÅÅÅÅÅ∏∂

UÐ t�u~Ç ULý dE�ÅtÐ ÆXÝ« vJuJc¼ p¹ ôUÐ qJý rO¼œ ÊUA� t- rOM- vFÝ rO¼«ušÅv& ÊuM-«

Á“«b�« tÐ  UB²?& √b³& ‰uŠ «—  UB²?& ÈU¼—u×& —uEM& s¹« È«dÐ ÆrOM- œ—ušdÐ tJQV& s¹«Ï 

  

π
4

—œ 

U?F?D?F Ær?O¼œÅv& Ê«—Ëœ vðU¦K¦& XNłÎÈ«—«œ b?¹b?ł ÁU?~?²?Ýœ —œ v²V¹UÐ ¨býUÐ vJuJc¼ ôUÐ qJý dÖ« 

 g???Ð —œ Áb?ý Õd?D?& ÈU?¼Åv?Ju?Jc?¼  ôœU?F& Ÿu� “« býUÐ È«ÅtJœUF&¥È“«u?& Ê¬ ÈU?¼—u?×& «d¹“ ¨

Æbý bM¼«uš b¹bł  UB²?& ÁU~²Ýœ ÈU¼—u×&

Á“«b?�« t?Ð  U?B²?& √b³& ‰uŠ «— U¼—u×& Ê«—Ëœ tJQV& «b²Ð«Ï 

  

π
4

p?¹ r?¹dOÖ ÆrOM-Åv& vÝ—dÐ 

  U?B?²?& È«—«œ r¹bF ÁU~²Ýœ —œ tDI�(x,y)  U?B?²??& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� Ë ( ′x , ′y )

tDÐ«— ÆbýUÐÏÆrOM-Åv& «bOÄ «—  UB²?& Ëœ s¹« sOÐ 

 qJý tÐ tłuð UÐ≤ rOV¹uMÐ rO�«uðÅv& 

′x = r cos α
′y = r sin α






 Ë 

  

x = r cos( α +
π
4

)

y = r sin( α +
π
4

)










ÁœUH²Ý« UÐ «cJ Æ

r¹—Ë¬Åv& XÝœÅtÐ ”uMOV- Ë ”uMOÝ jVÐ “«

  

x = r cos α cos
π
4

− r sin α sin
π
4

=
2

2

′x −
2

2

′y

y = r cos α sin
π
4

+ r sin α cos
π
4

=
2

2

′x +
2

2

′y










x

y

′x
′y

r

′y

′x
y

xO

(x , y)
( ′x , ′y )

α
π
4

 qJý≤



ÅÅÅ∏∑

  U?B?²???& È«—«œ r?‡?¹b?‡?F ÁU?‡~²Ýœ t‡Ð X³V� tDI‡� p‡¹ d‡Ö« fÄ(x,y)ÁU?~²Ýœ —œ ¨býU‡Ð 

t²#U¹ÅÊ«—ËœÏ  UB²?& UÐ b¹bł 

  
(

2

2

′x −
2

2

′y ,
2

2

′x +
2

2

′y ) fÄ ÆœuýÅv& d¼Uþ 
  
xy = −2

 q?????J????ý t????Ð È«Åt????JœU????F????& b????¹b????ł ÁU????~????²????Ýœ —œ

  

(
2

2

′x −
2

2

′y )(
2

2

′x +
2

2

′y ) = −2¨

  

1

2

′x
2

−
1

2

′y
2

= −2U¹ ¨

  

′y
2

4
−

′x
2

4
=1

tJœUF& ÊUL¼ t- œ—«œÏÁU~²Ýœ ÈU¼—u×& t²³J« ¨XÝ«  UB²?& ÈU¼—u×& È“«u& ÈU¼—u×& UÐ vJuJc¼ 

tJœUF& —œ t- t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& t- r¹œd- XÐUŁ fÄ Æb¹błÏ 
  
xy = −2p¹ bMM-Åv& ‚b� 

 Á“«b�« tÐ  UB²?& √b³& ‰uŠ  UB²?& ÈU¼—u×& Ê«—Ëœ UÐ «— —U- s¹« ÆXÝ« vJuJc¼

  

π
4

XNł —œ 

tJœUF& vV¹u�“UÐ ¨vðU¦K¦&Ï 
  
xy = −2tJœUF& t-Ås¹« tÐ rKŽ Ë b¹bł ÁU~²Ýœ —œ ÏÁbý vV¹u�“UÐ Ï 

  
xy = −2

tJœUF& b¹bł ÁU~²Ýœ —œÏÆr¹œ«œ ÂU−�« XÝ« vJuJc¼ p¹ 

Þ« rOM- ÷d# ‰UŠÒÁ“«b�« tÐ «—  UB²?& ÈU¼—u×& b¹UÐ t-Ås¹« “« vŽöÏ 

  

π
4

Uð r¹œ«œÅv& Ê«—Ëœ 

Ábý vV¹u�“UÐÏtJœUF& Ï 
  
xy = −2rO²V�«œÅv& sJOJË ̈ rO²ý«b� œuý q¹b³ð UMý¬ vð—u�ÅtÐ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ 

tJœUF& vV¹u�“UÐ Ë  UB²?& ÈU¼—u×& Ê«—Ëœ UÐ t-Ï 
  
xy = −2»uKD& ÊUJ& b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� 

t¹Ë«“ v²V¹UÐ t�u~Ç ̈ bý b¼«uš h?A&ÏVÝUM& «œb−& bO¹UOÐ Ær¹œd-Åv& «bOÄ «— Ê«—Ëœ ÎÊ«—Ëœ tJQV& 

Ê¬ ÈU¼—u×& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ rzUF  UB²?& ÁU~²Ýœ p¹ r¹dOÖ ÆrOM- ÕdD& «—  UB²?& ÈU¼—u×&

Á“«b�« tÐ vðU¦K¦& XNł —œ  UB²?& √b³& ‰uŠ «—Ït¹Ë«“ Ï XÐUŁ θdÖ« rOMO³Ð rO¼«ušÅv& ÆrO¼œÅv& Ê«—Ëœ 

  UB²?& È«—«œ r¹bF ÁU~²Ýœ tÐ X³V� tDI� p¹(x,y) UB²?& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� Ë býUÐ 

( ′x , ′y )Æb�—«œ r¼ UÐ È«ÅtDÐ«— tÇ  UB²?& Ëœ s¹« ÁU~�¬ ¨

«œb−&Î qJý tÐ tłuð UÐ ≤t¹Ë«“ t-Ås¹« ÷d# UÐ Ë Ï ÈUłÅtÐ Ê«—Ëœ 

  

π
4

 ¨θrOV¹uMÐ rO�«uðÅv& býUÐ 

′x = r cos α
′y = r sin α






 Ë 

x = r cos( α + θ )

y = r sin( α + θ )




r¹—Ë¬Åv& XÝœÅtÐ ”uMOV- Ë ”uMOÝ jVÐ “« ÁœUH²Ý« UÐ «cJ Æ

®≥©

x = r cos α cos θ − r sin α sin θ = (cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y

y = r cos α sin θ + r sin α cos θ = (sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y







ÅÅÅÅÅÅÅ∏∏

  UB²?& È«—«œ r¹bF ÁU~²Ýœ tÐ X³V� tDI� p¹ dÖ« fÄ(x,y)b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� ¨býUÐ 

  U?B²?& È«—«œ(cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y ,(sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y( )r?OM- ÷d# ‰UŠ ÆœuÐ b¼«uš 

  
xy = −2tJœUF& ÏtJœUF& ÆbýUÐ r¹bF ÁU~²Ýœ —œ tFJUD& œ—u& vM×M& Ït²#U¹ÅÊ«—Ëœ ÁU~²Ýœ —œ vM×M& s¹« Ï

∫rOM-Åv& «bOÄ «— b¹bł

  
(cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y( ) (sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y( ) = −2  ,

  
(cos θ sin θ ) ′x 2 + (cos2 θ − sin2 θ ) ′x ′y − (sin θ cos θ ) ′y 2 + 2 =0 ⋅

tJœUF&ÏtJœUF& ̈ dOš« Ï ÆXÝ« b¹bł ÁU~²Ýœ —œ tFJUD& œ—u& vM×M& θr¹œd-Åv& »U?²�« t�u~Ç b¹UÐ «— 

t?KLł U−M¹« —œ ÆXÝ« XÝ—œ ULý aÝUÄ tKÐ øbýÅv& v¹UÝUMý qÐUF tJœUF& s¹« UðÏ q&Uý ′x ′yt?KLł p¹ Ï

 b¹UÐ Ë XÝ« v¹UÝUMý —œ rŠ«e&

  

0 ≤ θ ≤
π
2

∫œuý dH� tKLł s¹« V¹d{ t- rOM- »U?²�« È—uÞ «— 

cos
2

θ − sin
2

θ = 0,

  cos2θ = 0,

  
2θ =

π
2

,

  
θ =

π
4

.

Á“«b?�« t?Ð «— U¼—u×& dÖ« fÄÏ 

  

π
4

 r?O?¼œ Ê«—Ëœ v?ðU?¦?K?¦& XNł —œ  UB²?& √b³& ‰uŠ ®v?MF¹

ö³F t- È«Åt¹Ë«“ÎtJœUF& tÐ ¨©r¹œuÐ Áœd- vÝ—dÐ eO� Ï

,
  

1

2

′x
2

−
1

2

′y
2

+ 2 =0

U¹

,
  

′y
2

4
−

′x
2

4
=1

t?JœUF& t- rOÝ—Åv&Ï«œb?−?& ÆX?Ý« b?¹bł ÁU~²Ýœ —œ tFJUD& œ—u& vM×M& Ît?łu?²& rO�«uðÅv& q³F bM�U& 

 t?- r¹uý
  
xy = −2t?JœUF& eO� ÏÁb?ý v?V?¹u?�“UÐ t- «dÇ ¨XÝ« ÁœuÐ vJuJc¼ p¹ Ït?Ð X?³?V� tJœUF& s¹« 

ÆXÝ« vJuJc¼ p¹ t²#U¹ÅÊ«—Ëœ ÁU~²Ýœ

tJœUF& t- t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& vÝ—dÐ tÐ ÁUÖb¹œ sOL¼ UÐ ‰UŠÏ® ≤vMF¹ ¨©

  
ax

2

+ bxy + cy
2

+ dx + ey + f =0,



ÅÅÅ∏π

Ær¹“«œdÄÅv& bM-Åv& h?A&

Á“«b�« tÐ «—  UB²?& ÈU¼—u×& r¹dOÖÏt¹Ë«“ Ï θÊ«—Ëœ vðU¦K¦& XNł —œ  UB²?& √b³& ‰uŠ 

tJœUF& t- vM×M& ÆrO¼œÏ® ≤tJœUF& È«—«œ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ bM-Åv& h?A& ©Ï

  
  
a (cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y( ) 2 + b (cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y( ) (sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y( )

  
+ c (sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y( ) 2 + d (cos θ ) ′x − (sin θ ) ′y( ) + e (sin θ ) ′x + (cos θ ) ′y( )

  + f =0,

 —u�ÅtÐ  öLł Êœd- Vðd& Ë Ê¬  öLł Êb�UÝ— Ê«uð tÐ “« fÄ tJœUF& s¹« ÆbýUÐÅv&

  
A ′x 2 + B ′x ′y + C ′y 2 + D ′x + E ′y + F =0

 V¹d{ Ê¬ —œ t- ¨œuýÅv& q¹b³ð′x ′y vMF¹ ¨B∫XÝ« d¹“  —u�ÅtÐ ¨

B = 2(c − a)sin θ cos θ + b(cos
2

θ − sin
2

θ ).

 ‰UŠ

  

0 ≤ θ ≤
π
2

 V¹d{ t- rOM-Åv& sOOFð È—uÞ «— ′x ′y rOýUÐ t²ý«œ vMF¹ ¨œuý dH� dÐ«dÐ B=∞∫

2(c − a)sin θ cos θ + b(cos
2

θ − sin
2

θ ) =0,

  (c − a)sin2θ + b cos2θ = 0,

  (c − a) tan2θ + b =0,

  

tan2θ =
b

a − c
.

 dÖ« fÄ

  
0 ≤ θ ≤

π
2

 t- rOM- »U?²�« È—uÞ «— 

  
tan2θ =

b
a − c

Ábý vV¹u�“UÐ ÁU~�¬ ¨ÏtJœUF& Ï

®≤Á“«b�« tÐ t²#U¹ Ê«—Ëœ ÁU~²Ýœ tÐ X³V� ©Ït¹Ë«“ Ï θ —u�ÅtÐ 

  
A ′x

2

+ C ′y
2

+ D ′x + E ′y + F =0,

&« ÆœuÐ b¼«ušÒtOCF dÐUMÐ UÏ ±tJœUF& t- «— t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& ¨Ïe−Ð ¨b¼œÅv& XÝœÅtÐ dOš« 

t?×?H?� q- U¹ Ë lÞUI²& jš Ëœ ¨È“«u& jš Ëœ ¨jš p¹ ¨tDI� p¹ ¨vNð t- v¹UM¦²Ý«  ôUŠ —œ

“« v?ÞU?I?� v?Ýb?M?¼ ÊU?J& «cJ Ë XÝ« vJuJc¼ p¹ U¹ Ë vLNÝ p¹ ¨vCOÐ p¹ ¨Ád¹«œ p¹ ªbýUÐÅv&

tJœUF& —œ t- t×H�Ï® ≤tOCF fÄ ÆXÝ« sOMÇ eO� bMM-Åv& ‚b� ©ÏÆr¹«ÅÁœd- XÐUŁ «— d¹“ 

tOCFÏ ≤ÆtJœUF& —œ t- t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& Ï

  
ax

2

+ bxy + cy
2

+ dx + ey + f =0,

j?š Ëœ ¨È“«u?& j?š Ëœ ¨j?š p?¹ ¨t?D?I?� p?¹ ¨v?N?ð t- v¹UM¦²Ý«  ôUŠ —œ e−Ð ¨bMM-Åv& ‚b�



ÅÅÅÅÅÅÅπ∞

ÆXÝ« vJuJc¼ p¹ U¹ Ë vLNÝ p¹ ¨vCOÐ p¹ ¨Ád¹«œ p¹ ªbýUÐÅv& t×H� q- U¹ Ë lÞUI²&

 ‰U¦&± Æ v?ÞËd??& lDI& Ÿu� rO¼«ušÅv&
  
17x

2

−6xy + 9y
2

− 72 =0—œ Ær?OM- sOOFð «— 

 r¹—«œ ‰U¦& s¹«  a =17 ¨  b = −6 ¨  c = 9 ¨  d = e =0 Ë   f = −72‰uŠ «—  UB²?& ÈU¼—u×& Æ

Á“«b�« tÐ vðU¦K¦& XNł —œ  UB²?& √b³&Ït¹Ë«“ Ï θ Ê¬ —œ t- rO¼œÅv& Ê«—Ëœ θXÝœÅtÐ d¹“ ÈËUVð “« 

b¹¬Åv&

  
tan2θ =

b
a − c

=
−6

17 −9
=

−6

8
=

−3

4
.

 œU?×?ð« tÐ tłuð UÐ ÊuM-«1 + tan
2

2θ =
1

cos
2

2θ
 r?¹—Ë¬Åv?& XÝœÅtÐ 

  
cos2θ =

−4

5
“« «cJ Ë 

 ÈU?¼œU×ð«

  
cos

2

θ =
1

2
(1 + cos2θ ) Ë 

  

sin2 θ =
1

2
(1− cos2θ ) œu?ýÅv& t−O²� 

  

cos θ =
1

10
Ë 

  

sin θ =
3

10
t?JœU?F?& ÊuM-« ÆÏ® t?Ð t?łu?‡?ð U?‡?Ð t?²?#U?¹ Ê«—Ëœ ÁU?~²Ýœ tÐ X³V� ¨‰U¦& —œ Ábý Áœ«œ ≥©

 —u�Åt‡Ð

  

17(
1

10

′x −
3

10

′y )
2

−6(
1

10

′x −
3

10

′y )(
3

10

′x +
1

10

′y )

  

+ 9(
3

10

′x +
1

10

′y )
2

− 72 =0

 —u�ÅtÐ Êœd- ÁœUÝ “« fÄ t- œuýÅv& q¹b³ð

  

′x
2

9
+

′y
2

4
=1

tJœUF& «cJ ¨bM-Åv& h?A& «— vCOÐ p¹ tJœUF& s¹« ÊuÇ Æb¹¬Åv& —œÏ«— vCOÐ eO� ‰U¦& —œ Ábý Áœ«œ 

 tÐ tłuð UÐ ‰UŠ ÆXÝ« Áœd-Åv& h?A&

  
tan2θ =

−3

4
rO�«uðÅv& vÝbMN& ÈU¼Å»UVŠÅsOýU& pL- tÐ Ë 

Á“«b�«Ït¹Ë«“ Ï θU³¹dIð U−M¹« —œ t- r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— Î dÐ«dÐ ∑±[∂vCOÐ rÝ— È«dÐ fÄ ÆbýUÐÅv& tł—œ 

Á“«b�« tÐ «—  UB²?& ÈU¼—u×& XÝ« v#U- ‰U¦& —œ Ábý Áœ«œÏ ∑±[∂—œ  UB²?& √b³& ‰uŠ tł—œ 

 vCOÐ b¹bł ÁU~²Ýœ —œ fáÝ Ë rO¼œ Ê«—Ëœ vðU¦K¦& XNł

  

′x
2

9
+

′y
2

4
=1∫rOM- rÝ— «— 



ÅÅÅπ±

 qJý≥

s¹dLð                   

±Á“«b�« tÐ «—  UB²?& ÈU¼—u×& dÖ« ÆÏt¹Ë«“ Ï θÊ«—Ëœ vðU¦K¦& XNł —œ  UB²?& √b³& ‰uŠ 

ÆbOM- vV¹u�“UÐ b¹bł ÁU~²Ýœ tÐ X³V� «— d¹“  ôœUF& “« p¹ d¼ ¨rO¼œ

  
x

2

+ y
2

= 49  ,  θ =
π
4

 , ®nJ«

  
x

2

+ y
2

= 25  ,  θ =
π
3

 , ®»

  
2x

2

+ 3xy + y
2

−10=0 ,  θ =
π
6

 , ®Ã

  
x

2

+ 8xy + y
2

− 75 =0 ,  θ =
π
4

 . ®œ

≤l?ÞU?I?& “« p?¹ d?¼ Ÿu?� ¨V?ÝU?M?& È«ÅÁ“«b?�« t?Ð  U?B?²?& ÈU¼—u×& Ê«—Ëœ “« ÁœUH²Ý« UÐ Æ

ÆbOM- rÝ— «— UN�¬ Ë Áœd- sOOFð «— d¹“ vÞËd?&

  
x

2

− 4xy + y
2

−12 =0 , ®nJ«

  
x

2

+ xy + y
2

−6 =0 , ®»

  
8x2 − 4xy + 5y2 − 36 =0 , ®Ã

  
5x

2

− 4xy + 8y
2

− 36 =0 , ®œ

x

y

O



ÅÅÅÅÅÅÅπ≤

  
x

2

−2 3xy + 3y
2

−16 3x −16y =0 , ®‡¼

  
x

2

+ 2 3xy + 3y
2

+ 8 3x − 8y =0 . ®Ë

≥t?JœU?F?& b?OM- ÷d# ÆÏ 
  
ax

2

+ bxy + cy
2

+ dx + ey + f =0ÈU?¼—u?×?& ÆXÝ« Ábý Áœ«œ 

tJœUF& dÖ« ÆrO¼œÅv& Ê«—Ëœ Á«u?Jœ È«ÅÁ“«b�« tÐ vðU¦K¦& XNł —œ  UB²?& √b³& ‰uŠ «—  UB²?&ÏôUÐ 

ÁU??~?²?Ýœ t?Ð X?³?V?�


b?¹b?ł 


  —u?�Åt?Ð t?²?#U?¹ Ê«—Ëœ 
  
A ′x 2 + B ′x ′y + C ′y 2 + D ′x + E ′y + F =0

 bOM- XÐUŁ ¨œuý vV¹u�“UÐ  B
2

− 4AC = b
2

− 4acÆ

tJœUF& —œ t- t×H� “« vÞUI� vÝbM¼ ÊUJ& bOM- ÈdOÖÅt−O²� UłÅs¹« “«Ï

  
ax

2

+ bxy + cy
2

+ dx + ey + f =0

∫b�uýÅv& ÈbMÐÅÁœ— d¹“  —u�ÅtÐ bMM-Åv& ‚b�

vÝbM¼ ÊUJ& Ÿu�    
  b

2
−4ac

vCOÐ ¨Ád¹«œ ¨tDI� ¨vNðvHM&

vLNÝ ¨t×H� q- ¨È“«u& jš Ëœ ¨jš p¹ ¨vNðdH�

vJuJc¼ ¨lÞUI²& jš ËœX³¦&



ÅÅÅÅÅÅÅÅπ≥

f¹dðU� ÊU²Ý«œ

 ÂuNH	 bM¹uÖÅv	 f¹dðU�¨œu?Ð t²�U¹ ‘d²�Ö Ë oOLFð œuý Ÿ«bÐ« t#Ås¹« “« q³(

 Âu?NH	 Ê¬ dÐ ÂbI	 tÇ ÊU?MO�dðœtF-UD	 —œÏÊd?( q?¹«Ë« —œ vDš  ôœUF	 ÈU¼ÅÁU~²Ýœ 

Á˛«Ë v?-Ë Æœu?Ð Ábý ÕdD	 ÈœöO	 r¼b−O¼ÏË« f¹dðU	 Ò ‰U?Ý —œ —UÐ sO-±∏µ∞ÈœöO	 

tKOÝËÅtÐÏ d²ÝuKOÝ ·“uł eLOłU¼Åf¹dðU	 Êœ«œÅÅeOLð È«dÐ l(«Ë —œ ̈ v�OK~I« Ê«bO{U¹— ̈

Æbý t²�dÖ —U#ÅtÐ U¼ÅÊUMO	dðœ “«

d²ÝuKOÝ



ÅÅÅÅÅÅÅπ¥

¥ÆÅ±U¼Åf¹dðU�  

f¹dðU�∫rOM#Åv	 n¹dFð vIOIŠ œ«bŽ« “« vKOD²�	 È«Åt¹«—¬ Ê«uMŽ tÐ «— 

    

a
11

a
12

a
13

L a
1n

a
21

a
22

a
23

L a
2n

a
31

a
32

a
33

L a
3n

M M M M
am1

am2
am3

L amn























.

 «— t?¹«—¬ q?š«œ œ«b?Ž«œ—Åt?¹¬ÈU?¼  ÈU?¼Åf?¹u?Id?¹“ Ær?O?	U?IÅv?	 f?¹d?ðU?	i Ë jt?¹¬—œ Ï aijÈ«d?Ð ¨

 t# vIu²Ý Ë dDÝ Êœd#ÅhQA	aij‰U¦	 È«dÐ ÆbIË—Åv	 —U#ÅtÐ ¨œ—«œ —«d( UNI¬ —œ 

  

−3 0 13

2 1 2

1 3 0













t¹¬—œ ÆXÝ« f¹dðU	 p¹Ï 
  
a

23
 t¹¬—œ s¹« ̈ ‰U¦	 s¹« —œ Ë œ—«œ —«d( ÂuÝ Êu²Ý Ë ÂËœ dDÝ —œ≤ÆbýUÐÅv	 

t¹¬—œ ‰U¦	 s¹« —œÏ 
  
a

33
ÆXÝ« dHW dÐ«dÐ 

 È«—«œ t?# «— v�¹dðU	m Ë d?DÝ n f?¹d?ðU	 ¨býUÐ Êu²Ý m × n ® f?¹d?ðU	 bOI«uQÐm —œ n©±

 t?# v²(Ë ÆrO	UIÅv	m = n «— f¹dðU	 ¨v?FÐd� f¹dðU�t³ðd	 “« Ï n ‰U?¦	 È«dÐ ÆrO	UIÅv	 

  

−3 2

0 1

4 6













ÊUMO�dðœ Ë f¹dðU�

¥

± f¹dðU	 d¼ ‡‡± × ± bMIU	 
  

a11[ ] vIOIŠ œbŽ UÐ «— 
  
a11Ær¹dOÖÅv	 vJ¹ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅπµ

f?¹d?ðU	 p¹  3 × 2 t?JI¬ ‰UŠ ¨XÝ« 

  

3 7 −1

0 2 3







 f?¹d?ðU	 p¹   2 × 3 Ë b?ýUÐÅv	 

  

−2 2

1 0







t??³??ðd??	 “« v?F?Ðd?	 f?¹d?ðU?	Ï ≤Ÿu??{u??	 ¨X??Ý« œU??¹“ U??N?I¬ œ«b?F?ð t?# v?²?(Ë ¨U?¼ÅÁœ«œ Èb?M?ÐÅ‰Ëb?ł —œ Æ

tKWU� ‰U¦	 È«dÐ Æb¹¬Åv	 gOÄ vFO³Þ —uÞÅtÐ U¼Åf¹dðU	 “« ÁœUH²Ý«Ï“«dOý Ë Ê«dNð ̈ ÊUNHW« ÈU¼dNý sOÐ 

∫œd# ÈbMÐÅ‰Ëbł f¹dðU	 p¹  —uWÅtÐ Ê«uðÅv	 «—

                                        ÊUNHW«   Ê«dNð   “«dOý

ÊUNHW«

Æ

  

0 414 481

414 0 895

481 895 0

















Å
Ê«dNð

œULI VKž«                               

“«dOýÅ 

    

a
11

a
12

a
13

L a
1n

a
21

a
22

a
23

L a
2n

a
31

a
32

a
33

L a
3n

M M M M
am1

am2
am3

L amn























  —uWÅtÐ «—aij[ ] m × n
 f¹uId¹“ ÆrOM#Åv	 tWöš m × nÁ“«bI« ÏœULI q# Ë b¼œÅv	 ÊUAI «— f¹dðU	 

 f¹dðU	 p¹ vMF	ÅtÐm × nXÝ« t¹¬—œ t# Ï dDÝ i Êu²Ý Ë  Â«j Ê¬ Â«aij¨œULI s¹« UÐ ̈ ‰U¦	 È«dÐ ÆXÝ« 

  
ij[ ]

2 × 3
 f¹dðU	 vMF¹   2 × 3t¹¬—œ t# È« Ï dDÝ i Êu²Ý Ë Â«j dÐ«dÐ Ê¬ Â«ij∫býUÐÅv	 

Æ

1 2 3

2 4 6







                                    Å

dÖ«

 sOMâL¼

  
aij[ ]

3 × 3
Å  n¹dFð UÐ 

dÖ« 

aij =
j− i       :i < j

j + i       :i ≥ j




t³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 vMF¹ Ï ≥ —uWÅtÐ t# 

∫XÝ« d¹“

Æ

  

2 1 2

3 4 1

4 5 6

















Æd?#cð r?O?�?¹uIÅv	 »U²# s¹« —œ v²(Ë ¨fÄ s¹« “« A f?¹dðU	 p¹ m × n XÝ« ®f?¹dðU	 U¹



ÅÅÅÅÅÅÅπ∂

A = aij[ ] m × n
© ¨m Ë n d¦#«bŠ «— ≥ÆrOM#Åv	 ÷d� 

 r?OM# ÷d�A = aij[ ] n × n
t?³?ðd?	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n ÈU?¼Åt¹¬—œ ÆbýUÐ 

  
a
11

 ¨
  
a

22
¨ì ¨

ann ÈU¼Åt¹¬—œ «— vK%« dD' f¹dðU	 A f¹dðU	 vKW« dD( “« Ã—Uš ÈU¼Åt¹¬—œ dÖ« ÆrO	UIÅv	  AdÐ«dÐ 

 ¨bMýUÐ dHWA «— ÈdD' f¹dðU�t³ðd	 “« Ï nö¦	 ÆrO	UIÅv	 Î 

  

1 0 0

0 2 0

0 0 3













t³ðd	 ÈdD( f¹dðU	 p¹ Ï

≥ f¹dðU	 vKW« dD( ÈôUÐ ÈU¼Åt¹¬—œ dÖ« ÆXÝ« A ¨bMýUÐ dHW dÐ«dÐ A «— v¦K¦� sO¹UÄ f¹dðU�“« 

t³ðd	Ï nö¦	 ÆrO	UIÅv	 Î 

  

1 0 0

4 2 0

5 6 3













t³ðd	 “« v¦K¦	ÅsO¹UÄ f¹dðU	 p¹ Ï ≥vMO¹UÄ ÈU¼Åt¹¬—œ dÖ« ÆXÝ« 

 f¹dðU	 vKW« dD(A ̈ bMýUÐ dHW dÐ«dÐ A «— v¦K¦�ÅôUÐ f¹dðU�t³ðd	 “« Ï nö¦	 ÆrO	UIÅv	 Î 

  

1 2 3

0 4 5

0 0 6

















t³ðd	 “« v¦K¦	ÅôUÐ f¹dðU	 p¹Ï ≥ÆXÝ« 

Æn?¹dFð f?¹d?ðU	 ËœÅÅÅA = aij[ ] m × n
 Ë B = bij[ ] p × q

 ÅÈËU?.�t?³?ðd	 È«—«œ dÖ« bI«ÏÊU?�J¹ 

 v??M?F?¹ ¨b?M?ýU?Ðm = p Ë n = q d?¼ È«“«Åt?Ð Ë ¨i d?¼ Ë j ¨aij = bij d?Ö« ÆA Ë B¨b??M?ýU?Ð ÈËU?�?	 

 rO�¹uIÅv	A = BÆ

UN0¬ —œ vIOIŠ œ«bŽ« »d{ Ë U¼Åf¹dðU� lLł

n?¹d?F?ð «— b?I«ÅÈËU?�?	 f?¹d?ðU?	 Ëœ l?(u?	 t?Ç t#Ås¹« Ë r¹œd# v�dF	 «— U¼Åf¹dðU	 ôUÐ —œ

 —u?W s?‡?¹« —œ Ë œ—«œ ÊU?J?‡?	« v?F?(«u?	 t?Ç f¹dðU	 Ëœ lLł rOMO³Ð rO¼«ušÅv	 ÊuM#« Ær¹œd#

n¹dFð «— f¹dðU	 p¹ —œ vIOIŠ œbŽ p¹ »d{ sOMâL¼ ÆœuÐ b¼«uš tÇ f¹dðU	 Ëœ lL−KWUŠ

Æœd# rO¼«uš

Æn?¹dFð r?O?M# ÷d� A = aij[ ] m × n
 Ë B = bij[ ] m × n

s?¹« —œ Æb?M?ýU?Ð t?³?ðd	År¼ f¹dðU	 Ëœ 

  —uWŸu?L−� v?MF¹ ¨UNI¬ A + B f?¹dðU	 p¹ ¨m × n ∫XÝ«A + B = cij[ ] m × n
 —uWÅtÐ Ë ¨



ÅÅÅÅÅÅÅÅπ∑

œuýÅv	 n¹dFð d¹“

Æcij = aij + bij

Áb?ýÅÁœ«œ v?I?O?I?Š œbŽ È«dÐ sOMâL¼Ï r ¨ »d?CK%UŠrf?¹d?ðU� —œ  A v?MF¹ ¨rAp?¹ eOI ¨

 f¹dðU	m × n ∫XÝ« rA = dij[ ] m × n
œuýÅv	 n¹dFð d¹“  —uWÅtÐ t#Å¨

Ædij = raij

 f¹dðU	 Ëœ ‰U¦	 È«dÐ

  

A = 1 2 3

4 5 6







  Ë 

  

B =
2 4

1 5

3 6













«d¹“ ¨rOM# lLł rOI«uðÅvLI «— 

 f¹dðU	 Ëœ ŸuL−	 sJO-Ë bMýUÐÅvLI t³ðd	 r¼

  

C = 2 3 5

1 1 1







 Ë 

  

D = −2 0 5

−1 0 0







f¹dðU	 

∫XÝ« d¹“

ÆC + D = 0 3 10

0 1 1







 vIOIŠ œbŽ »d{ sOMâL¼≤ f¹dðU	 —œ A∫XÝ« d¹“ f¹dðU	 eOI 

Æ

  

2A = 2 4 6

8 10 12







ÆrOM#Åv	 `¹dAð ÁœUÝ ‰U¦	 p¹ UÐ «— ‰ULŽ« s¹«

 ‰U¦�±Æ ÊU²ÝdOÐœ Ëœ a Ë b ÊU²ÝdOÐœ —œ t# vI«“u	¬ÅgI«œ œ«bFð Ær¹dOÖÅv	 dEI —œ «— a“U−	 

tÝbM¼ò ”—œ s²�dÖ tÐÏ bMýUÐÅv	 åt²��Ö  UO{U¹—ò Ë åvDš d³ł Ë vKOK×ð ±∞∞ÊU²ÝdOÐœ —œ Ë dHI 

b dÐ«dÐ µ∞t?Ýb?M¼ò ”Ë—œ —œ t# ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« Ê«“u	¬ÅgI«œ œ«bFð ÆbMýUÐÅv	 dHI Ïd?³ł Ë vKOK×ð 

Èb??M??ÐÅ‰Ëb??ł d??¹“ ÈU??¼Åf??¹d??ðU??	 —œ b??I«ÅÁb??ý œËœd??	 U??¹ ‰u??³??( åt??²??�??�??Ö  U??O?{U?¹—ò Ë åv?D?š

 f¹dðU	® bI«ÅÁbýA ÊU²ÝdOÐœ tÐ ◊uÐd	 a f¹dðU	 Ë B ÊU²ÝdOÐœ tÐ ◊uÐd	 b∫©XÝ« 

 Å         ‰u³(   œËœd	ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ      ‰u³(   œËœd	 

  

B =                      
42 8

40 10







.                        

  

A =                     
90 10

89 11







 ¨‰U?¦	 È«dÐ «c-π∞ ÊU?²?Ýd?OÐœ “« “u	¬ÅgI«œ at?ÝbM¼ò ”—œ —œ Ï‰u?³?( åv?D?š d³ł Ë vKOK×ð 

 ÊU²ÝdOÐœ —œ tJI¬ ‰UŠ ¨bI«ÅÁbýb jI� ¥≤ÆbI«ÅÁbý ‰u³( ”—œ s¹« —œ dHI 

t²��Ö  UO{U¹—t²��Ö  UO{U¹—  

tÝbM¼ÏvDš d³ł Ë vKOK×ð tÝbM¼  ÏvDš d³ł Ë vKOK×ð 



ÅÅÅÅÅÅÅπ∏

 f?¹d?ðU?	 Ëœ ŸuL−	A Ë B v?M?F¹ ¨

  

A + B =
132 18

129 21







¨Ëœ s?¹« Ê«“u?	¬Åg?I«œ q# œ«bFð 

 s¹«dÐUMÐ Æb¼œÅv	 ÊUAI bI«ÅÁbý œËœd	 U¹ ‰u³( ”—œ Ëœ s¹« —œ t# «— ÊU²ÝdOÐœ±≥≤s¹« “« “u	¬ÅgI«œ 

t?Ýb?M¼ò ”—œ —œ ÊU²ÝdOÐœ ËœÏ Ë ‰u?³?( åv?D?š d³ł Ë vKOK×ð ±∏Æb?I«ÅÁb?ý œËœd	 ”—œ s¹« —œ dHI 

 sOMâL¼±≤π Ë ‰u³( åt²��Ö  UO{U¹—ò ”—œ —œ ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« “« “u	¬ÅgI«œ ≤±s¹« —œ UNI¬ dHI 

 f?¹d?ðU?	 Æb?I«ÅÁb?ý œËœd?	 ”—œ

  

100

150
(A + B) = 2

3
(A + B) =

88 12

86 14







U?¹ v?-u?³?( b?W—œ e?OI 

ö?¦?	 Æb?¼œÅv?	 ÊU?AI «— ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« —œ ÈœËœd	Î ∏∏”—œ —œ ÊU?²?Ýd?OÐœ Ëœ s¹« Ê«“u	¬ÅgI«œ •

tÝbM¼òÏ Ë® bI«ÅÁbý ‰u³( åvDš d³ł Ë vKOK×ð ±≤ Ë ©œËœd	 •∏∂—œ ÊU²ÝdOÐœ Ëœ s¹« Ê«“u	¬ÅgI«œ •

 Ë® bI«ÅÁbý ‰u³( åt²��Ö  UO{U¹—ò ”—œ±¥Æ©œËœd	 •

Æn?¹d?Fð r?O?M# ÷d� A f?¹d?ðU	 p¹ m × nÆb?ýUÐ t?M¹d' Ï A v?�?¹dðU	 «— m × nn?¹d?Fð 

 œb?Ž »dCKWUŠ “« t# rOM#Åv	  −1  f¹dðU	 —œ A U?Ð «— f¹dðU	 s¹« Æb¹¬Åv	 œułË tÐ −Ag¹ULI 

 vMF¹ ¨rO¼œÅv	  −A = (−1)AÆ

t?????M?????¹d????( ÈU????¼Åt????¹¬—œ t????# r????O????M????#Åv????	 t????łu????ðÏ f?????¹d????ðU????	 At????M????¹d????( ¨ÏÈU????¼Åt????¹¬—œ 

 f¹dðU	A ŸuL−	 ̈ f¹dðU	 Ëœ lLł n¹dFð dÐUMÐ «c- Ë bM²�¼ AË  −A f¹dðU	 m × nÂULð t# XÝ« 

 «— v�¹dðU	 sOMÇ ÆXÝ« dHW dÐ«dÐ g¹U¼Åt¹¬—œdH% f¹dðU� UÐ «— Ê¬ Ë rO	UIÅv	 ObO#Qð tÐ Â“ô dÖ«® 

 UÐ býUÐOm × n©ÆrO¼œÅv	 g¹ULI 

Æn¹dFð dÖ« A Ë B ¨bMýUÐ t³ðd	År¼ f¹dðU	 Ëœ  q{UHðB “« A UÐ «— A − BrO¼œÅv	 g¹ULI 

rOM#Åv	 n¹dFð d¹“  —uWÅtÐ Ë

ÆA − B = A + (−B)

ÆbMM#Åv	 XOF³ð »U�Š v-uLF	 sOI«u( ÊUL¼ “« vIOIŠ œ«bŽ« —œ UNI¬ »d{ Ë U¼Åf¹dðU	 lLł

tOC( —œÏt×HW ÏÆrOM#Åv	 ÊUOÐ vLÝ— —uÞÅtÐ «— v¹«b²Ð« ÈU¼ÅvÖó¹Ë s¹« bFÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅππ

tOC'Ï ±Æ rOM# ÷d� A = aij[ ] m × n
 ̈B = bij[ ] m × n

 Ë C = cij[ ] m × n
t³ðd	År¼ f¹dðU	 tÝ 

 Ë bMýUÐr Ë s —uW s¹« —œ ÆvIOIŠ œbŽ Ëœ 

± ©A + B = B + A ®©lLł v¹UłÅtÐUł XOWUš¨

≤ ©A + (B + C) = (A + B) + C ®¨©lLł Èd¹cÄÅX#dý XOWUš

≥ ©A + O = O + A = A¨

¥ ©A + (−A) = (−A) + A = O¨

µ ©r(A + B) = rA + rB¨

∂ ©(r + s)A = rA + sA¨

∑ ©(rs)A = r(sA)¨

∏ ©  1A = AÆ

Æ U³Ł«ÆœuýÅv	 ÂU−I« vÖœUÝÅtÐ n¹dFð pL# tÐ Ë XÝ« XÝ«— dÝ tL¼ ôUÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë  U³Ł« 

 ÆrOM#Åv	 U¼— s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ «— UNI¬

U¼Åf¹dðU� »d{

« ÁU?~?I —œ ¨œ«œ r?O¼«uš Õdý ÊuM#« t# ¨U¼Åf¹dðU	 Êœd#Å»d{ Áu×IËÒË X?�OI UMý¬ Ê«bMÇ ‰

t	UIdÐ “« n¹dFð s¹« QAM	 vÝ—dÐÏÆXÝ« Ã—Uš »U²# s¹« vÝ—œ 

Æn?¹dFð r?OM# ÷d� A = aij[ ] m × n
 Ë B = bij[ ] n × p

 b?M?ýUÐ f¹dðU	 Ëœ ®t?# r?OM#Åv	 tłuð

 ÈU?¼ÅÊu²Ý œ«bFðA ÈU?¼dDÝ œ«bFð dÐ«dÐ B  —uW s¹« —œ Æ©XÝ«  »d?CK%UŠA —œ BsOL¼ UÐ® 

 v?M?F‡¹ ¨©VOðd‡ðAB f?¹dðU‡	 p‡¹ ¨m × p ∫X?Ý« AB = cij[ ] m × p
n?‡?¹dF‡ð d‡¹“  —uWÅt‡Ð Ë ¨

œuýÅv	

Æcij = ∑
k=1

n
aikbkj

t?¹¬—œ t?# s¹« È«dÐ ôUÐ n¹dFð dÐUMÐ t# rOM#Åv	 tłuðÏ dDÝ i Êu²Ý Ë Â«j f?¹dðU	 Â«ABvMF¹ ¨

cij dDÝ vKš«œ »dCKWUŠ b¹UÐ rOM# «bOÄ «— ̈i f¹dðU	 “« Â«A Êu²Ý —œ ©—«œdÐ p¹ Ê«uMŽÅtÐ® «— jÂ«



ÅÅÅÅÅÅÅ±∞∞

 f¹dðU	 “«B»dCKWUŠ ‰U¦	 È«dÐ ÆrOM# t³ÝU×	 ©d~¹œ È—«œdÐ Ê«uMŽÅtÐ® 

,

  

1 2

2 3







 
1 2 3

4 5 6

1 1 1













sJO-Ë XÝ« vMF	 ÊËbÐ

 

  

 
1 2 3

4 5 6







 
7 8

9 10

11 12












= 58 64

139 154







,

«d¹“

,
  (1,2, 3).(7,9,11) = (1 × 7) + (2 × 9) + (3 × 11) = 58

,
  (1,2, 3).(8,10,12) = (1 × 8) + (2 × 10) + (3 × 12) = 64

,
  (4,5,6).(7,9,11) = (4 × 7) + (5 × 9) + (6 × 11) =139

Æ  (4,5,6).(8,10,12) = (4 × 8) + (5 × 10) + (6 × 12) =154

Æd#cð dÖ« At?³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n “« —uEM	 ÁU~I¬ ¨býUÐ   A2
 vMF¹ AA ¨  A3

vMF¹ 

  A2AÆdš¬ v-« Ë 

v?ÝU?M?ýÅX�¹“ Y×³	 p¹ —œ XÝ« sJL	 U¼Åf¹dðU	 »d{ tIu~Ç t# b¼œÅv	 ÊUAI d¹“ ‰U¦	

Æb¹¬ gOÄ

 ‰U¦�≤ÆÈU¼u¼¬ Ë ‘uÖdš “« t# bMM#Åv	 vÖbI“ v¹U¼Å¯dÖ Ë dOý ¨q~Mł p¹ “« vAQÐ —œ 

q?~?M?ł Ê¬ —œ œułu	 nKŽ Ë u¼U# ¨rK# “« U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš s¹« sOMâL¼ ÆbMM#Åv	 t¹cGð q~Mł Ê¬

jÝu²	 —uÞÅtÐ U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš “« p¹ d¼ t# «— vHKŽ Ë u¼U# ¨rK# —«bI	 d¹“ f¹dðU	 ÆbMM#Åv	 t¹cGð

bM#Åv	 hQA	 ÂdÖ V�Š dÐ bI—ušÅv	 “Ë— —œ

                             rK#       u¼U#       nKŽ       

‘uÖdš

Æ

200 350 150

300 150 200













            A =
                                                               

u¼¬

 —«b‡I	 u‡¼¬ p¹ fÄ±µ∞œ«bFð Èd~¹œ f¹dðU‡	 ÆbM#Åv	 ·dB	 “Ë— p‡¹ —œ «— u¼U‡# ÂdÖ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞±

b¹ULIÅv	 hQA	 ¨bI—ušÅv	 “Ë— p¹ —œ jÝu²	 —uÞÅtÐ U¼Å¯dÖ U¹ dOý t# «— v¹U¼u¼¬ Ë ‘uÖdš

                                     ÅÅ  ‘uÖdš     u¼¬  

dOý

Æ

3 1

4 2













       B =
                                                          

¯dÖ 

rO¼«ušÅv	 Æœ—ušÅv	 “Ë— p¹ —œ «— u¼¬ Ëœ Ë ‘uÖdš —UNÇ ¨jÝu²	 —uÞ tÐ ¯dÖ p¹ «c-

·d?B?	 “Ë— p?¹ —œ r?O?I?²?�?	d?Ož —uÞÅtÐ «— nKŽ Ë u¼U# ¨rK# ÂdÖ bMÇ ¯dÖ Ë dOý d¼ rOM# sOOFð

Æb?M?#Åv	 ·dB	 rOI²�	dOž —uÞÅtÐ «— rK# ÂdÖ bMÇ ¨dOý p¹ t# rOM#Åv	 vÝ—dÐ ‰U¦	 È«dÐ ÆbM#Åv	

ôË«Î ¨‘uÖdš d¼ Ë œ—ušÅv	 «— ‘uÖdš tÝ ¨dOý p¹ ¨≤∞∞Êœ—uš UÐ ¨«c- Æœ—ušÅv	 «— rK# ÂdÖ 

 rOI²�	dOž —uÞÅtÐ dOý p¹ ̈ U¼Å‘uÖdš  3 × 200p¹ ̈ dOý p¹ sOMâL¼ ÆbM#Åv	 ·dB	 «— rK# ÂdÖ 

 u¼¬ Ë œ—ušÅv	 «— u¼¬≥∞∞rOI²�	dOž—uÞÅtÐ dOý p¹ ̈  —uW s¹« —œÆXÝ« Áœd# ·dB	 «— rK# ÂdÖ 

  1 × 300 ¨d?O?ý p¹ ¨t²�— r¼ ÈË— fÄ ÆbM#Åv	 ·dB	 «— rK# ÂdÖ  3 × 200 + 1 × 300«— rK# ÂdÖ 

t?¹¬—œ ÊUL¼ œbŽ s¹« t# rOM#Åv	 tEŠö	 ÆbM#Åv	 ·dB	 rOI²�	dOž—uÞÅtÐÏ« dDÝ Ë
Ò

« Êu²Ý Ë ‰Ë
Ò

“« ‰

 f¹dðU	BA« dDÝ t¹¬—œ ̈ —uÞÅsOL¼ ÆXÝ« Ë
Ò

t# XÝ« ÂdÖ V�ŠdÐ u¼U# “« È—«bI	 Ê¬ ÂËœ Êu²Ý Ë ‰

 »dCKWUŠ VOðdð sOL¼ tÐ Ë ¨œ—ušÅv	 rOI²�	dOž —uÞ tÐ dOý p¹BArOM#Åv	 »U�Š «— 

BA = 3 1

4 2







200 350 150

300 150 200







,

ÆÅÅ  = 900 1200 650

1400 1700 1000







 rOI²�	dOž —uÞÅtÐ ̄ dÖ d¼ ̈ ‰U¦	 È«dÐ ÆrOI«uQÐ rOI«uðÅv	 «— »uKD	  UŽöÞ« U−M¹« “«±∞∞∞

ÆbM#Åv	 ·dB	 «— nKŽ “« ÂdÖ

Æd#cð rOM# ÷d� A Ë Bt³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 Ëœ Ï ≤bI«ÅÁbý n¹dFð d¹“  —uWÅtÐ t# bMýUÐ 

Æ

  

A = 1 2

0 0







   ,    B = 0 0

0 1







 —uW s¹« —œ

,
  

AB = 1 2

0 0







0 0

0 1






= 0 2

0 0







Æ

  

BA = 0 0

0 1







1 2

0 0






= 0 0

0 0









ÅÅÅÅÅÅÅ±∞≤

fÄAB ≠ BAv¹UłÅtÐUł XOWUš vK# X-UŠ —œ U¼Åf¹dðU	 »dCKWUŠ t# b¼œÅv	 ÊUAI s¹« Ë 

 f?¹dðU	 Ëœ »dCKWUŠ n¹dFð —œ qO-œ s¹« tÐ® œ—«bIA Ë B »d?CKWUŠ rO²ýuI A —œ Bs?OL¼ÅÅÅUÐ® 

 ŸuL−	 È«dÐ sJO-Ë ©VOðdðA Ë Bv²Š Æ©rO²ýuMI ÈeOÇ sOMÇ 

  

0 0

0 1







1 2

0 0






= 0 0

0 0







°œuý dHW XÝ« sJL	 ¨dHWdOž f¹dðU	 Ëœ »dCKWUŠ t# b¼œÅv	 ÊUAI

Ë« v?Öó?¹Ë Ær?O?M?#Åv?	 ÊU?O?Ð «— U?¼Åf?¹d?ðU?	 »d?C?KWUŠ tÐ ◊uÐd	 v¹«b²Ð« vÖó¹Ë bMÇ d¹“ —œÒ‰

ÆXÝ« U¼Åf¹dðU	 »d{ È«dÐ Èd¹cÄÅX#dý XOWUš È—«d(dÐ

tOC'Ï ≤Æ r?OM# ÷d� A = aij[ ] m × n
 ¨B = bij[ ] n × p

 Ë C = cij[ ] p × q
Æb?MýUÐ f¹dðU	 tÝ 

  —uW s¹« —œA(BC) = (AB)CÆ

Æ U³Ł«  f¹dðU	 BC f¹dðU	 p¹ n × q «c- Ë XÝ« A(BC) f¹dðU	 m × qÆœuÐ b¼«uš 

 v�dÞ “«AB f¹dðU	 m × p t−O²I—œ Ë XÝ« (AB)C f?¹dðU	 p¹ eOI m × qfÄ ÆœuÐ b¼«uš 

A(BC) Ë (AB)C rO¼œÅv	 —«d( ÊuM#« ÆbM²�¼ t³ðd	År¼ BC = dij[ ] n × q
 ̈A(BC) = eij[ ] m × q

¨

AB = f ij[ ] m × p
 Ë (AB)C = gij[ ] m × q

 d¼ È«dÐ rOM#Åv	 XÐUŁ Ë i d¼ Ë j ¨eij = gij∫

eij = ∑
k=1

n
aikdkj

  

= ∑
k=1

n

aik ( ∑
t=1

p

bktctj )

  

= ∑
k=1

n

∑
t=1

p

aik (bktctj )

  

= ∑
t=1

p

∑
k=1

n

aik (bktctj )

  

= ∑
t=1

p

∑
k=1

n

(aikbkt )ctj

  

= ∑
t=1

p

( ∑
k=1

n

aikbkt )ctj



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞≥

                                             

  

= ∑
t=1

p

f itctj

                                                   Æ= gij

 t−O²I—œA(BC) = (AB)C Æ

ÆXÝ« UNI¬ lLł tÐ X³�I U¼Åf¹dðU	 »d{ Èd¹cÄÅl¹“uð “« v#UŠ d~¹œ vÖó¹Ë

t?OC'Ï ≥Æ rOM# ÷d� A = aij[ ] m × n
 ¨B = bij[ ] n × p

 Ë C = cij[ ] n × p
Æb?MýUÐ f¹dðU	 tÝ 

  —uW s¹« —œA(B + C) = AB + ACÆ

Æ U³Ł«  f¹dðU	 B + C f¹dðU	 p¹ n × p «c- Ë XÝ« A(B + C) f¹dðU	 m × pb¼«uš 

 v?�d?Þ “« ÆœuÐAB Ë AC ÈU?¼Åf?¹d?ðU	 Ëœ d¼ m × p «c?- Ë b?M²�¼ AB + ACf?¹d?ðU?	 p?¹ eOI 

m × p fÄ ÆœuÐ b¼«uš A(B + C) Ë AB + AC ÈU¼Åf¹dðU	 Ëœ d¼ m × p ÊuM#« ÆbM²�¼ —«d(

r????O???¼œÅv???	 B + C = dij[ ] n × p
 ¨A(B + C) = eij[ ] m × p

 ¨AB = f ij[ ] m × p
 ¨AC = gij[ ] m × p

Ë 

AB + AC = hij[ ] m × p
 d¼ È«dÐ rOM#Åv	 XÐUŁ Ë i d¼ Ë j ¨eij = hij∫

eij = ∑
k=1

n
aikdk j

= ∑
k=1

n
aik (bkj + ck j )

= ∑
k=1

n
(aikbkj + aikck j )

ÅÅÅ                         = ∑
k=1

n
aikbkj + ∑

k=1

n
aikck j

                                              = f ij + gij

ÅÅ                                                  Æ = hij

²I—œ t−OA(B + C) = AB + AC Æ

Æd?#cð ÈU?¼Åf¹dðU	 È«dÐ A ¨B Ë C r¹—«œ (A + B)C = AC + BCK?# t?JI¬ dÐ ◊ËdA	 ¨Òt?OÏ

b?M?IU?	 ¨o?O?(œ È«Åt?O?C?(  —uWÅtÐ «— VKD	 s¹« ÆbMýUÐ d¹cÄÅÊUJ	« U¼—u²Ýœ s¹« »d{ Ë lLł ‰ULŽ«



ÅÅÅÅÅÅÅ±∞¥

tOC(ÏË Áœd# ÊUOÐ ¨q³(  ÆbOM# XÐUŁ s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ «—ÅÊ¬

® vÖó¹Ë≥tOC( “« ©Ï ±v�¹dðU	 d¼ UÐ t# œ—«œ «— XOWUš s¹« dHW f¹dðU	 t# XÝ« Ê¬ “« v#UŠ 

ÈœbŽ d¼ UÐ dHW œbŽ v²(Ë œ«bŽ« ÊUO	 —œ t# tIu~IUL¼ ¨b¼œÅv	 U	 tÐ «— f¹dðU	 Ê¬ œuš ¨œuý lLł

¨œu?ý »d?{ ÈœbŽ —œ v²(Ë p¹ œbŽ t#Ås¹« tÐ tłuð UÐ ÊuM#« ÆXÝ« œbŽ ÊUL¼ qWUŠ ¨œuý lLł

v�¹dðU	 ¨U¼Åf¹dðU	 ÊUO	 —œ U¹¬ò t# s¹« Ê¬ Ë b¹¬Åv	 gOÄ vFO³Þ ‰«RÝ ¨b¼œÅv	 U	 tÐ «— œbŽ Ê¬ œuš

‰«R?Ý s?¹« t?Ð »«u?ł ÆåødOš U¹ b¼bÐ «— f¹dðU	 Ê¬ œuš ¨œuý »d{ v�¹dðU	 d¼ —œ t# œ—«œ œułË

Áó¹Ë XOWUšò fáÝ Ë rOM#Åv	 n¹dFð «— f¹dðU	 s¹« d¹“ —œ ÆXÝ« X³¦	ÏÆrOM#Åv	 XÐUŁ «— Ê¬ å

n¹dFðÆ v0UL¼ f¹dðU�t³ðd	 “« Ï n UÐ «—ÅÊ¬ t# I UÐ býUÐ bO#Qð tÐ Â“ô dÖ«® In©rO¼œÅv	 ÊUAI 

rOM#Åv	 n¹dFð d¹“  —uWÅtÐ «—

Å                     ÅÅÅ                                ÅÅ
dÖ«

                            I = δ ij[ ] n × n
           Ê¬ —œ t# 

  

δ ij =
1        :i = j

0        :i ≠ j




Æ

                                                      
dÖ«

t?³?ðd?	 v?IU?L?¼ f?¹d?ðU	 l(«Ë —œ t# rOM#Åv	 tłuðÏ nv?MF¹ ¨InÂU?L?ð t?# X?Ý« Èd?D( v�¹dðU	 ¨

ö¦	 ¨býUÐÅv	 p¹ dÐ«dÐ Ê¬ vKW« dD( ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œÎ 

  

I
3
=

1 0 0

0 1 0

0 0 1













Æ

tOC'Ï ¥Æ rOM# ÷d� At³ðd	 vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n  —uW s¹« —œ ÆbýUÐ AIn = InA = AÆ

Æ U?³?Ł« t?# X?Ý« `?{«Ë AIn Ë A Ëœ d?¼ n × n«d?( Æb?M?²?�?¼ t?³?ðd?	År?¼ «c?- Ë r?O?¼œÅv?	 —

A = aij[ ] n × n
 Ë AIn = bij[ ] n × n

 d¼ È«dÐ rOM#Åv	 XÐUŁ Ë i d¼ Ë j ¨bij = aij∫

bij = ∑
k=1

n
aik δ kj

                                

  

= aij δ jj + ∑
k=1

k ≠ j

n

aik δ kj

ÅÅÅÅ                                

  

= aij(1) + ∑
k=1

k ≠ j

n
aik (0)

     
Æ= aij



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞µ

 t−O²I—œAIn = A rOM# XÐUŁ rOI«uðÅv	 qJý sOL¼ tÐ ÆInA = AÆ

Æd#cð® v?Öó¹Ë ¥tOC( “« ©Ï ± f?¹dðU	 d¼ t# XÝ« Ê¬ “« v#UŠ m × n b?MIU	 AtM¹d( È«—«œ 

® v�¹dðU	 vMF¹ ¨XÝ«−A© UÐ Ê¬ ŸuL−	 t# XÝ« œułu	 A dÐ«dÐ OÈ«dÐ t# ¨œ«bŽ« bMIUL¼ ¨œuýÅv	 

  œbŽ d¼a® ÈœbŽ vMF¹ ¨XÝ« œułu	 È«ÅtM¹d( −a© UÐ Ê¬ ŸuL−	 t# aUÐ ÊuM#« ÆœœdÖÅv	 dHW dÐ«dÐ 

 dHW n-UQ	 œbŽ d¼ t# s¹« tÐ tłuða® ÈœbŽ t# s¹« vMF¹ ¨XÝ« ÊË—«Ë È«—«œ 

  

1

a
©t# XÝ« œułu	 

 —œ Ê¬ »dCKWUŠaf?¹d?ðU	 d¼ È«dÐ U¹¬ò t# s¹« Ê¬ Ë b¹¬Åv	 gOÄ vFO³Þ v-«RÝ ¨œuýÅv	 p¹ dÐ«dÐ 

 dHWdOžA dÐ«dÐ qWUŠ ¨œuý »d{ Ê¬ —œ v²(Ë t# XÝ« œułu	 v�¹dðU	 ¨IôœUF	 Æåøœuý Îd¼ U¹¬ò 

 dHWdOž f¹dðU	Aö¦	 «d¹“ ̈ XÝ« vHM	 ‰«RÝ s¹« tÐ »«uł Æåøœ—«œ ÊË—«Ë ̈Î È«dÐ dÖ« A = 1 2

0 0







 b?MIU	 v�¹dðU	B t?# býUÐ œułu	 AB = I ÁU~I¬ 

0 0

0 1







1 2

0 0






B






=

0 0

0 1







IÈU?¼ÅvÖó¹Ë dÐUMÐ Æ

 ôU?Ð —œ Áb?ýd?#–

0 0

0 1







1 2

0 0













B =
0 0

0 1







 U?¹ 

  

O =
0 0

0 1







 g?Q?Ð —œ ÆX?Ý« i?(U?M?ð t# ±“« 

ÅÅÅqB�µÆœd# rO¼«uš Y×Ð d²AOÐ Ÿu{u	 s¹« œ—u	 —œ 

ÁœUN0«dðÏf¹dðU� p¹ 

Æn¹dFð rOM# ÷d� A = aij[ ] m × n
 f¹dðU	 p¹ m × n  —uW s¹« —œ ÆbýUÐ ÁœUN0«dðÏ A

 UÐ «— Ê¬ t#At
 f¹dðU	 p¹ rO¼œÅv	 g¹ULI n × m∫XÝ« At = bij[ ] n × m

n¹dFð d¹“  —uWÅtÐ Ë ̈

œuýÅv	

Æbij = a ji

ÁœUNI«dð l(«Ë —œ t# rOM#Åv	 tłuðÏ bMIU	 f¹dðU	 p¹ AÈUł Êœd#Å÷uŽ “« t# XÝ« v�¹dðU	 ̈

 f??¹d??ðU?	 ÈU?¼ÅÊu?²?Ý Ë U?¼d?D?ÝA d??Ö« ‰U??¦??	 È«d?Ð Æb?¹¬Åv?	 X?ÝœÅt?Ð A = 1 2 3

4 5 6







ÁU?~?I¬ 

  

At =
1 4

2 5

3 6













ÆÁœUNI«dð Ë f¹dðU	 p¹ ◊U³ð—« tÐ ◊uÐd	 v¹«b²Ð« ÈU¼ÅvÖó¹Ë d¹“ —œ ÏÆr¹—Ë¬Åv	 «— Ê¬ 



ÅÅÅÅÅÅÅ±∞∂

tOC'Ï µÆ r?OM# ÷d� A = aij[ ] n × n
 Ë B = bij[ ] n × n

t?³ðd	 vFÐd	 f¹dðU	 Ëœ Ï n Ë bMýUÐ r

 —uW s¹« —œ ÆvIOIŠ œbŽ p¹

± ©(A + B)t = At + Bt
¨

≤ ©(rA)t = rAt
¨

≥ ©(AB)t = BtAt
¨

¥ ©(At )t = AÆ

Æ U³Ł« ÆœuýÅv	 ÂU−I« vÖœUÝÅtÐ n¹dFð pL#ÅtÐ Ë XÝ« XÝ«— dÝ tL¼ ôUÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë  U³Ł«

® vÖó¹Ë jI�≥ÆrOM#Åv	 U¼— s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ «— tOIÐ Ë rOM#Åv	 XÐUŁ «— ©

 t?# XÝ« `{«Ë(AB)t
 Ë BtAt

ÈU?¼Åf?¹dðU	 Ëœ d‡¼ n × nÊu?M?#« Æb?M²�¼ t³ðd	År¼ «c- Ë 

 r?????O????¼œÅv????	 —«d????‡????(AB = cij[ ] n × n
 ¨(AB)t = dij[ ] n × n

 ¨At = eij[ ] n × n
 ¨Bt = f ij[ ] n × n

Ë 

BtAt = gij[ ] n × n
 d¼ È«dÐ rOM#Åv	 XÐUŁ Ë i d¼ Ë j ¨dij = gij∫

                dij = cji

= ∑
k=1

n
a jkbki

= ∑
k=1

n
bkia jk

= ∑
k=1

n
f ikekj

Æ        = gij

 t−O²I—œ(AB)t = BtAt
 Æ

n?¹dFðÆ r?OM# ÷d�  At?³?ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n Æb?ýUÐ A «—  Ê—U?I²�ÁU?Öd¼ rO	UIÅv	

At = A «—ÅÊ¬ Ë  Ê—UI²� œUÄ ÁUÖd¼ rO	UIÅv	At = −AÆ

 f¹dðU	 ‰U¦	 È«dÐA = 1 4

4 5







 «d¹“ ¨XÝ« Ê—UI²	 f¹dðU	 p¹ At = 1 4

4 5






= AË ¨

  

B = 0 1

−1 0







 «d¹“ Ê—UI²	 œUÄ 

  

Bt = 0 −1

1 0






= −B tJI¬ ‰UŠ ¨

  

C = 1 1

2 1







XÝ« Ê—UI²	 tI 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞∑

ÆÊ—UI²	 œUÄ tI Ë

Æd#cð r?OM# ÷d� At?³ðd	 “« vFÐd	 f¹dðU	 p¹ Ï n Áb?ýd#– ÈU¼ÅvÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ ÆbýUÐ —œ

tOC(Ïr¹—«œ ôUÐ 

,
  

1

2
(A + At )





t

= 1

2
(A + At )t = 1

2
(At + (At )t ) = 1

2
(At + A) = 1

2
(A + At )

      Æ

  

1

2
(A − At )





t

= 1

2
(A − At )t = 1

2
(At − (At )t ) = 1

2
(At − A) = − 1

2
(A − At )

œ t?−?O?²I—

  

1

2
(A + At ) Ë Ê—U?I?²?	 f¹dðU	 

  

1

2
(A − At )Êu?M?#« ÆX?Ý« Ê—U?I?²?	 œU?Ä f¹dðU	 

tÐÅÅÅÅÅÅÅtłuðÅÅU‡Ð

  

A = 1

2
(A + At ) + 1

2
(A − At )

p?¹ Ë Ê—UI²	 f¹dðU	 p¹ ŸuL−	  —uWÅtÐ Ê«uðÅv	 «— vFÐd	 f¹dðU	 d¼ t# r¹dOÖÅv	 t−O²I

ÆXýuI Ê—UI²	 œUÄ f¹dðU	

t×H% —œ vÝbM¼  ö¹b³ð Ë U¼Åf¹dðU�

 ◊U?I?I U−M¹« —œ    R
2

 ÈU?ł tÐ «— (x,y) f?¹dðU	 UÐ 

x

y






 f?¹d?ðU	 p¹ t#   2 × 1g?¹U?LI XÝ« 

 r¹dOÖ ÆrO¼œÅv	A f?¹dðU	 p¹   2 × 2tDII d¼ È«dÐ ÆbýUÐ Ï X = x
y







 “«     R
2

 ¨AX = A
x
y







p¹ 

 f¹dðU	  2 × 1 “« È«ÅtDII «c- Ë XÝ«     R
2

 f¹dðU	 »d{ “« tDII s¹« l(«Ë —œ Æb¼œÅv	 g¹ULI «— A—œ 

X f¹dðU	 p¹ t# rO¹u~Ð rOI«uðÅv	 fÄ Æb¹¬Åv	 œułËÅtÐ   2 × 2 “« È«ÅtDII —œ »d{ UÐ     R
2

tÐ «— Ê¬ ¨

“« È«ÅtDII    R
2

 ÈU¼Åf¹dðU	 «c- Ë œ—U~IÅv	   2 × 2 Ê«u?MŽÅtÐ rOI«uðÅv	 «— vÝbM¼  ö¹b³ðt×HW —œ 

ÆbOM# tłuð d¹“ ‰U¦	 tÐ Ær¹dO~Ð dEI —œ

 ‰U¦�≥Æ f¹dðU	 

  

A = 1 0

0 2







tDII f¹dðU	 s¹« Ær¹dOÖÅv	 dEI —œ «— Ï 

  

X = 1

3







“«     R
2

«— 

tDII tÐÏ 

  

AX = 1 0

0 2







1

3






= 1

6







 œ—U~IÅv	 ® qJý tÐ±Æ©bOM# ÁU~I 



ÅÅÅÅÅÅÅ±∞∏

 rOM# ÷d� ÊuM#«Fö¦	 ÆbýUÐ t×HW —œ ’Uš vÝbM¼ qJý p¹ Î rOI«uðÅv	 FË jO×	 «— 

 ŸUFý tÐ È«ÅÁd¹«œ ÊË—œ± ∫r¹dO~Ð dEI —œ  UB²Q	 √b³	 e#d	 tÐ Ë 

    

F =
x

y





∈ R

2 x2 + y2 ≤ 1








Æ

 rOM# vÝ—dÐ rO¼«ušÅv	A qJý F dÖ« vMF¹ Æœd# b¼«uš q¹b³ð vKJý tÇ tÐ «— A◊UII pð pð dÐ 

F r¹dOÖÆbI—Ë¬Åv	 b¹bÄ vKJý tÇ qWUŠ ◊UII ¨bM# dŁ« X = x
y






∈ F «c- ¨

  
x2 + y2 ≤ 1dÖ« ‰UŠ Æ

A  ÈË— 

x
y







tDII ̈ bM# dŁ« Ï vMF¹ ̈ qWUŠ 

′x
′y







 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ̈

  

′x

′y






 = AX =

1 0

0 2







x

y





=

x

2y






 «c- Ëx = ′x Ë 

  

y = 1

2
′y t−O²I—œ Æ′x 2 + (

1

2
′y )2 ≤ 1¨ U¹ 

  

′x 2 + ′y 2

4
≤ 1dŁ« “« qWUŠ ◊UII fÄ Æ

A ◊UII ÈË— F vMF¹ ¨

′x
′y







 —œ ¨U¼

  

′x 2 + ′y 2

4
≤ 1 dŁ« “« qWUŠ qJý «c- Ë bMM#Åv	 ‚bW AÈË— 

F ̄ —eÐ dD( ̈  UB²Q	 √b³	 e#d	 tÐ XÝ« vCOÐ p¹ ÊË—œ Ë jO×	 ̈¥ pÇu# dD( Ë ≤ÅqJý tÐ® ≤

©bOM# ÁU~IÆ

 qJý±

2

1−1

−2

1−1

−1

1

x

y









′x

′y











y

x ′x

′y

OO

F .

A

.

 qJý≤

1

3
X

A

AX

1

6

y

x
O O

x

y



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±∞π

 ÈU?¼Åf?¹d?ðU?	 t?# r?¹«ÅÁb?¹œ ÂËœ ‰UÝ —œ

  

1 0

0 −1







 ¨

  

−1 0

  0 1







 ¨

  

0 1

1 0







 ¨

  

  0 −1

−1 0







Ë 

  

−1   0

  0 −1







 —u×	 tÐ X³�I «— UNI¬ VOðdðÅtÐ t×HW ◊UII ÈË— dŁ« —œ x —u×	 ¨U¼y jš ¨U¼y=x¨

 jšy = −xÈË— d?Ł« —œ t?# r?OM#Åv	 «bOÄ «— v�¹dðU	 d¹“ ‰U¦	 —œ ÆbMM#Åv	 tM¹d(  UB²Q	 √b³	 Ë 

Á“«bI« tÐ «— UNI¬ t×HW ◊UIIÏt¹Ë«“ Ï XÐUŁ θÆbM¼œÅv	 Ê«—Ëœ vðU¦K¦	 XNł —œ  UB²Q	 √b³	 ‰uŠ 

 ‰U?¦�¥Æt?D?I?I rOM# ÷d� Ï 

x
y







Á“«bI« tÐ «— Ït?¹Ë«“  Ï XÐUŁ θX?N?ł —œ  U?B?²Q	 √b³	 ‰uŠ 

tDII  UB²Q	 rO¼«ušÅv	 ÆrO¼œ Ê«—Ëœ vðU¦K¦	Ï r¹dOÖ ÆrOM# «bOÄ «— Ê«—Ëœ s¹« “« qWUŠ 

′x
′y







tDII Ï

tKWU� t# XÝ« ̀ {«Ë ÆbýUÐ Ê«—Ëœ “« qWUŠÏ 

x
y







 Ë 

′x
′y







«— Ê¬ t# býUÐÅv	 dÐ«dÐ  UB²Q	 √b³	 “« 

r qJý tÐ® rOM#Åv	 ÷d� ≥Æ©bOM# ÁU~I 

x

y









′x

′y









r

y

O

x

′y

′x

θ

y

x

r

α

 qJý≥

 Êu?Ç

x = r cos α
y = r sin α





 Ë 

′x = r cos( α + θ )

′y = r sin( α + θ )




”u?M?O?�?# Ë ”u?M?O?Ý j�Ð “« ÁœUH²Ý« UÐ «c- ¨

r¹—Ë¬Åv	 XÝœÅtÐ

′x = (cos θ )x + (− sin θ )y

′y = (sin θ )x + (cos θ )y






ÅÅÅÅÅÅÅ±±∞

 «c-

(cos θ )x + (− sin θ )y

(sin θ )x + (cos θ )y






t²�U¹ Ê«—Ëœ Ï 

x
y







Á“«bI«ÅtÐ vðU¦K¦	 XNł —œ  UB²Q	 √b³	 ‰uŠ Ï

θt# rOM#Åv	 tłuð ‰UŠ ÆbýUÐÅv	Å

′x
′y






=

(cos θ )x + (− sin θ )y

(sin θ )x + (cos θ )y






 ÅÅ                                Æ=
cos θ − sin θ
sin θ cos θ







x

y






f¹dðU	 t−O²I—œ

 

cos θ − sin θ
sin θ cos θ







 UÐ «— Ê¬ t#R θ ◊UII ÈË— dŁ« —œ ̈ rO¼œÅv	 g¹ULI     R
2

¨Á“«bI« tÐ «— UNI¬ Ï θ√b³	 ‰uŠ vðU¦K¦	 XNł —œ 

Æb¼œÅv	 Ê«—Ëœ  UB²Q	

                    s¹dLð

±t¹«—¬  —uWÅtÐ «— d¹“ ÈU¼Åf¹dðU	 ÆÏÆbO�¹uMÐ vKOD²�	 

 ©n-«

  
i + j2[ ]

2 × 2
¨ ©»

  
ij[ ]

3 × 3
¨

 ©Ã

  
i2 + j2[ ]

2 × 3
¨ ©œ        

  
2i + 3 j[ ]

3 × 3
Æ

≤ÆbOM# t³ÝU×	 «— d¹“  «—U³Ž Æ

©n-«

  

2 3 1

0 1 5






+ −1 4 8

5 −3 4






− 0 1 6

5 6 7







¨

©»

  

3 9

1 −2






+ 2

6 0

−1 5






− 3

2 −4

1 2







¨

©Ã

  

1 3 6

4 2 7

0 3 5












+

9 0 3

0 −1 3

4 9 0













Æ

≥ bOM# ÷d� Æ

  

A =
1 2

3 4

5 6













 Ë 

  

B =
−3 −2

1 −5

4 3













 f¹dðU	 p¹ Æ  3 × 2 bMIU	CÈ—uÞ «— 



ÅÅÅÅÅÅÅÅ±±±

 t� bOM� «bOÄ
  
A + B − C = O

3×2
Æ

¥tOC� ÆÏ ±ÆbOM� XÐUŁ «— 

µÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— d¹“ ÈUNÐdCK UŠ Æ

 ©n$«

  

2 3 4

1 5 6







1

2

3













¨

 ©»

  

1 2 1

4 0 2







3 − 4

1 5

− 2 2













Æ

∂ dÖ« Æ

  

A =
2 − 3 − 5

− 1 4 5

1 − 3 − 4













 ̈

  

B =
− 1 3 5

1 − 3 − 5

− 1 3 5













 Ë 

  

C =
2 − 2 − 4

− 1 3 4

1 − 2 − 3













 bO¼œ ÊUA,AB = BA = O ¨AC = A Ë CA = CÆ

∑ bOM� ÷d/ Æa ¨b ¨c Ë dXÝ« bŠ«Ë q¹b³ð ‰Ëbł p¹ d¹“ f¹dðU7 ÆbýUÐ ‰uÞ bŠ«Ë —UNÇ 

Æ

  

A =     

1 3 6 24

1

3
1 2 8

1

6

1

2
1 4

1

24

1

8

1

4
1























 “« bŠ«Ë p¹ ¨s¹«dÐUMÐa “« bŠ«Ë gý ¨c “« bŠ«Ë p¹ ¨XÝ« b “« b?Š«Ë XA¼ dË ¨XÝ« 

 “« bŠ«Ë p¹c “« bŠ«Ë nB, bÕd?ý Ë b?¹dO~Ð dE, —œ f¹dðU7 p¹ Ê«uMŽ tÐ «— ‰Ëbł s¹« ÆXÝ« 

 «dÇ t� bO¼œaikakj = aijt³ÝU×7 ÊËbÐ bO,«uðÅv7 U¹¬ ÆÏrOI²I7   A2
øbOM� «bOÄ «— 

∏ ‰uB×7 tÝ È«Åt,Uš—U� Æa ̈b Ë c —«“UÐ Ëœ tÐ «— m Ë nt²šËd/ ÈU¼bŠ«Ë œ«bFð ÆbýËd/Åv7 

f¹dðU7 UÐ sOF7 ‰UÝ p¹ —œ —«“UÐ d¼ —œ ‰uB×7 d¼ Ábý

  

A =     
5000 2000 1500

2000 2000 1000







m

n

a               b              c

a

b

c

d

   a       b        c       d



ÅÅÅÅÅÅÅ±±≤

 ÈU¼Åf¹dðU7 ÆXÝ« Ábý Áœ«œ

  

B =
2

4

3

















 Ë

  

C =
1/ 8

3 / 5

2 / 5

















d¼ ÁbýÅÂULð XLO� Ë ‘Ëd/ XLO� ¨VOðdðÅtÐ  

 “« bŠ«Ë a ̈b Ë c ÈU‡¼Åf¹d‡ðU‡7 “« p‡¹ d¼ ÈU¼Åt‡¹¬—œ ÆbM¼œÅv7 ÊUA, «— AB ̈AC Ë AB − AC

ÆbOM� dO³F‡ð «—

π dÖ« Æ

  

A =
1 2 2

2 1 2

2 2 1













 bO¼œ ÊUA, ¨
  
A2 − 4A − 5I

3
= OÆ

±∞ dÖ« ÆA = 0 1

1 0







t³ÝU×7 XÝ« »uKD7 ¨Ï   A10
Æ

±± dÖ« ÆA = 2 − 1

1 0







OM� XÐUŁ ¨ vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ bn ¨An = n + 1 − n
n − n + 1







Æ

±≤ dÖ« Æ

  

A =
0 1 3

0 0 4

0 0 0













t³ÝU×7 pL� tÐ ̈Ï nK²X7 ÈU¼ÅÊ«uð AvFO³Þ œbŽ bO¼œ ÊUA, ̈

n t� XÝ« œułu7 An = OÆ

±≥ dÖ« ÆA = 1 0

1 2







vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ bOM� XÐUŁ ̈ n ̈
  
An = (2n − 1)A − 2(2n − 1 − 1)I

2Æ

±¥ ÈU¼ÅvÖó¹Ë Æ± ¨Å≤ Ë ¥tOC� “« Ï µÆbOM� XÐUŁ «— 

±µ dÖ« ÆAB = BA t� A Ë Bt³ðd7 vFÐd7 f¹dðU7 Ëœ Ï ≤ U¹ ≥Ëœ d¼ U¹ Ê—UI²7 Ëœ d¼ Ë bM²I¼ 

 bOM� XÐUŁ ¨Ê—UI²7 œUÄABÆXÝ« Ê—UI²7 

±∂ f¹dðU7 Æ

  

A =
1 1 1

2 1 3

4 1 2













f?¹d?ðU7 p¹ Ë Ê—UI²7 f¹dðU7 p¹ ŸuL−7  —u ÅtÐ «— 

ÆbOI¹uMÐ Ê—UI²7 œUÄ

±∑ bOM� ÷d/ ÆFÁd¹«œ ÊË—œ Ë jO×7 Ï 
  
(x − 1)2 + y2 = 4∫býUÐ 

Æ 
F =

x

y






∈ R
2 (x − 1)2 + y2 ≤ 4









 f¹dðU7

  

A = 2 0

0 4







 ÈË— dŁ« —œ F ¨FøbM�Åv7 q¹b³ð vÝbM¼ qJý tÇ tÐ «— 

±∏t¹Ë«“ È«dÐ ÆÏÁbý Áœ«œ XÐUŁ Ï θ vFO³Þ œbŽ Ë n bOM� XÐUŁ ¨R θ
n = RnθF¹ ¨vM

Æ

cos θ − sin θ
sin θ cos θ







n

=
cos nθ − sin nθ
sin nθ cos nθ









ÅÅÅÅÅÅ±±≥

±π q³� s¹dLð pL�ÅtÐ Æ

  

3 −1

1 3







600

ÆbOM� t³ÝU×� «— 

¥ÆÅ≤U¼ÅÊUMO
dðœ 

 f¹dðU� p¹ tÐ rO�«uðÅv� t� r¹«ÅÁb¹œ ÂËœ ‰UÝ —œ  2 × 2 bM�U� A =
a b

c d






t²'Ð«Ë œbŽ p¹ 

 f?¹d?ðU?� ÊU?M?O?�d?ðœ Ê¬ t?Ð t?� r?OM�A U?Ð Ë b?M?²?H?ÖÅv� A U?¹ 

a b

c d
 —u?/Åt?Ð Ë b?�œ«œÅv?� g?¹U?L� 

,A =
a b

c d
= ad − bc

 f¹dðU� È«dÐ «— ÊUMO�dðœ ÂuNH� rO¼«ušÅv� g5Ð s¹« —œ ÊuM�« ÆbýÅv� n¹dFð  3 × 3ÆrOM� n¹dFð 

ÆrO¼œÅv� Õdý «— ÂuNH� s¹« UN�¬ pL� tÐ Ë r¹—Ë¬Åv� vH¹—UFð d¹“ —œ

Æn?¹dFð r?OM� ÷d< 

  
A = aij[ ]

3 × 3
  —u?/Ås?¹« —œ ÆbýUÐ Á«u5=œ v'¹dðU� ij« ‡‡  s?O�œUN�

 f¹dðU�A UÐ t� «— Mij v'¹dðU� rO¼œÅv� g¹UL�   2 × 2 dDÝ ·cŠ “« t� rOM�Åv� n¹dFð iÊu²Ý Ë Â«

j f¹dðU� Â«AÆb¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

 ‰U??????¦??????
± f??????¹d??????ðU??????� È«d??????Ð Æ

  

A =
2 −1 4

0 1 5

6 3 −4

















r??????¹—«œ ¨

  

M13 =
0 1

6 3







 Ë

  

M32 =
2 4

0 5







Æ

Æn¹dFð rOM� ÷d< 

  
A = aij[ ]

3 × 3
  —u/ s¹« —œ ÆbýUÐ Á«u5=œ v'¹dðU� ij sO�« ‡‡ Á“U�L¼Ï

 f¹dðU�A UÐ t� «— AijrOM�Åv� n¹dFð d¹“  —u/ÅtÐ rO¼œÅv� g¹UL� 

  
Aij = (−1)i + j Mij ,



ÅÅÅÅÅÅ±±¥

 Ê¬ —œ t�Mij f¹dðU� ÊUMO�dðœ   2 × 2ÈMijÆXÝ« 

 ‰U¦
≤Æ∫r¹—«œ ¨q³� ‰U¦� f¹dðU� È«dÐ 

,
  

A13 = (−1)1+ 3 M13 = (−1)1+ 3
0 1

6 3
= −6

Æ

  

A32 = (−1)3 + 2 M32 = (−1)3 + 2
2 4

0 5
= −10

tOC�Ï ±Æ rOM� ÷d< 

  
A = aij[ ]

3 × 3
œ«bŽ«  —u/ s¹« —œ ÆbýUÐ Á«u5=œ v'¹dðU� 

± ©a11A11 + a12A12 + a13A13¨

≤ ©
  
a21A21 + a22A22 + a23A23¨

≥ ©a31A31 + a32A32 + a33A33¨

¥ ©a11A11 + a21A21 + a31A31¨

µ ©
  
a12A12 + a22A22 + a32A32¨

∂ ©
  
a13A13 + a23A23 + a33A33¨

ÆbM²'¼ ÈËU'� r¼ UÐ v~L¼

Æ U?³Ł« —œ Áb?ýd?¼U?þ œb?Ž Ëœ ÈdÐ«dÐ ± Ë ≤ f?¹d?ðU� È«dÐ «— 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ

= a11A11 + a12A12 + a13A13 —œ Ábý d¼Uþ œbŽ ±

  

= a
11

(−1)1+ 1
a

22
a

23

a
32

a
33

+ a
12

(−1)1+ 2
a

21
a

23

a
31

a
33

+

  

a
13

(−1)1+ 3
a

21
a

22

a
31

a
32

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

= a
11

(a
22

a
33

− a
23

a
32

) − a
12

(a
21

a
33

− a
23

a
31

) +

a
13

(a
21

a
32

− a
22

a
31

)ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ



ÅÅÅÅÅÅ±±µ

  
= a

11
a

22
a

33
− a

11
a

23
a

32
− a

12
a

21
a

33
+ a

12
a

23
a

31
+

  
a
13

a
21

a
32

− a
13

a
22

a
31

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  
= a

21
−(a

12
a

33
− a

13
a

32
)[ ] + a

22
(a

11
a

33
− a

13
a

31
) +

  
a

23
−(a

11
a

32
− a

12
a

31
)[ ]ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

  

= a
21

(−1)2 + 1
a
12

a
13

a
32

a
33

+ a
22

(−1)2 + 2
a
11

a
13

a
31

a
33

+

  

a
23

(−1)2 + 3
a
11

a
12

a
31

a
32

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

= a21A21 + a22A22 + a23A23

 —œ Ábý d¼Uþ œbŽÅÆ  = 2

ôU?Ð  U³ÝU×� tÐUA� vðU³ÝU×� ¨b�dÐ«dÐ r¼ UÐ tOC� —œ Ábý d¼Uþ œ«bŽ« v�ULð t� s¹« v²Ý—œ

 Æœ—«œ

Æn¹dFð rOM� ÷d< 

  

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















 ÆbýUÐ Á«u5=œ v'¹dðU�  ÊUMO
dðœAt� «— 

 UÐA U¹ 

  

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 “« vJ¹ ̈ rO¼œÅv� g¹UL� ∂ÈËU'� œbŽ tOC� —œ ÁbýÅv<dF� Ï ±n¹dFð 

ÆrOM�Åv�

Æd�cð dÖ« A —œ Ábý v<dF� œbŽ “« «— ± rO¹uÖÅv� ¨rOM� t³ÝU×� AX³'� Êœ«œÅj'Ð UÐ «— 

Ë« d?DÝ tÐÒö?¦?� d?Ö« Ær¹«ÅÁœd� »U'Š ‰Î —œ Áb?ý v?<dF� œbŽ “« ∂ r?O?¹u?ÖÅv?� rOM� t³ÝU×� AU?Ð «— 

Ædš¬ v=« Ë r¹«ÅÁœd� »U'Š ÂuÝ Êu²Ý tÐ X³'� Êœ«œÅÅj'Ð

 ‰U¦
≥Æ f¹dðU� 

  

A =
3 5 2

4 2 3

−1 2 4

















 Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «— AdDÝÅÅtÐ X³'� Êœ«œÅj'Ð UÐ «— 



ÅÅÅÅÅÅ±±∂

∫rOM�Åv� «bOÄ ÂËœ

ÅÅ                                                      A = 4A21 + 2A22 + 3A23

  

= 4(−1)2 + 1
5 2

2 4
+ 2(−1)2 + 2

3 2

−1 4
+ 3(−1)2 + 3

3 5

−1 2

Æ                                    
  = −4(16) + 2(14) − 3(11) = −69

 dÖ«At−O²� ¨eO� r¹œd�Åv� t³ÝU×� ÂuÝ Êu²Ý tÐ X³'� Êœ«œÅj'Ð UÐ «— Ï∫b�¬Åv� XÝœÅtÐ ôUÐ 

ÅÅ                                                       A = 2A13 + 3A23 + 4A33

  

= 2(−1)1+ 3
4 2

−1 2
+ 3(−1)2 + 3

3 5

−1 2
+ 4(−1)3 + 3

3 5

4 2

Æ                                       = 2(10) − 3(11) + 4(−14) = −69

 ‰U¦
¥Æ rO¼«ušÅv� 

  

0 0 1

5 −2 6

1 1 2

dDÝÅÅÅ—œ dH/ Ëœ œułË dÞUšÅtÐ U−M¹« —œ ÆrOM� t³ÝU×� «— 

Ë«ÒË« dDÝ tÐ X³'� j'Ð UÐ «— ÊUMO�dðœ —«bI� t� XÝ« t<d/ÅÅÅtÐ ¨‰Ò∫rOM� t³ÝU×� ‰

Æ

  

0 0 1

5 −2 6

1 1 2

=0

−2 6

1 2

−0

5 6

1 2

+ 1

5 −2

1 1

= 7

 ‰U?¦
µÆ r?O¼«ušÅv� 

  

a b c

0 d e

0 0 f

d?H?/ Ëœ œu?łË d?ÞU?šÅt?Ð e?O?� U−M¹« —œ ÆrOM� t³ÝU×� «— 

Ë« Êu²ÝÅÅÅ—œÒ« Êu²Ý tÐ X³'� j'Ð UÐ «— ÊUMO�dðœ —«bI� t� XÝ« t<d/ÅtÐ ¨‰Ë
Ò

∫rOM� t³ÝU×� ‰

Æ

  

a b c

0 d e

0 0 f

= a
d e

0 f
−0

b c

0 f
+ 0

b c

d e
= adf

Æd�cð ÈU¼Åf¹dðU� È«dÐ t� rOÐU¹Åv�—œ q³� ‰U¦� “«   3 × 3dÐ«dÐ ÊUMO�dðœ ¨bM²'¼ v¦K¦� ôUÐ t� 



ÅÅÅÅÅÅ±±∑

 ÈU?¼Åf?¹d?ðU?� ÊUMO�dðœ Æf¹dðU� Ê¬ vK/« dD� ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ »dCK/UŠ UÐ XÝ«  3 × 3s?O¹UÄ t� 

ÆbýUÐÅv� sOMÇ eO� bM²'¼ ÈdD� U¹ Ë v¦K¦�

t?O?C?�Ï ≤Æ r??O?M?� ÷d?< 

  
A = aij[ ]

3 × 3
 Ë 

  
B = bij[ ]

3 × 3
 —œ Æb?M?ýU?Ð Á«u?5?=œ f?¹d?ðU?� Ëœ 

  —u/Ås¹«AB = A BÆ

Æ U³Ł«t?� b?ýU?ÐÅv?� U?Ýd?<ÅX�UÞ v=Ë XÝ«— dÝ ¨t³ÝU×� pL� tÐ tOC� s¹« v²Ý—œ vÝ—dÐ 

 ÆrOM�Åv� U¼— s¹dLð p¹  —u/ÅtÐ «—ÅÊ¬

Æt−O²) rOM� ÷d< 

  
A = aij[ ]

3 × 3
 Ë býUÐ Á«u5=œ v'¹dðU� n —u/Ås¹« —œ ÆvFO³Þ œbŽ p¹ 

An = A n
Æ

Æ U????????????³???????????Ł«t????????????O????????????C????????????�  d????????????ÐU????????????M???????????Ð  Ï  ≤ ¨A2 = AA = A A = A 2
¨

A3 = A2A = A2 A = A 2 A = A 3
b??¹¬Åv??� X??ÝœÅt??Ð v??ÖœU?Ý t?Ð «d?I?²?Ý« p?L?� t?Ð «c?= Ë 

An = A n
 Æ

t³ÝU×
 È«dÐ ”Ë—UÝ —u²ÝœÏÈU¼Åf¹dðU
 ÊUMO
dðœ  3 × 3

t³ÝU×� XNł «— výË— d¹“ —œÏ ÈU¼Åf¹dðU� ÊUMO�dðœ   3 × 3tz«—« XÝ« ”Ë—UÝ tÐ »u'M� t� 

 f?¹d?ðU?� ÆrOM�Åv�

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















 «— f?¹d?ðU?� s¹« Ær¹dOÖÅv� dE�Å—œ «— ≤r?¼ —U?M� —UÐ 

∫rO'¹u�Åv�
(1) (2) (3) (4)(5)(6)

a11
a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



ÅÅÅÅÅÅ±±∏

 ◊uDš tÐ± Å¨Å≤ ¨Å≥ ¨Å¥ ¨Åµ Ë ∂ jš ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ ÆbOM� tłuð UN�¬ ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ Ë ±«— 

 jš ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ È«dÐ «— —U� s¹« ÆrOM�Åv� »d{ r¼ÅÅ—œ≤ jš Ë ≥tÝ fáÝ Ë rO¼œÅv� ÂU−�« eO� 

 œbŽ tÝ s¹« lL−K/UŠ r¹dOÖ ÆrOM�Åv� lLł r¼ UÐ «— Áb�¬ XÝœÅtÐ œbŽp«— qLŽ sOL¼ ÊuM�« ÆbýUÐ 

 ◊uDš È«dÐ¥ ¨Åµ Ë ∂ dÖ« ÆrOM�Åv� —«dJð qtÐ ÁU~�¬ ¨b¹¬Åv� œułËÅtÐ tKŠd� s¹« —œ t� býUÐ ÈœbŽ 

 t� œuýÅv� Áb¹œ v²Š«—p − q UÐ ∂ÈËU'� œbŽ tOC� —œ Ábý v<dF� Ï ± «c= Ë XÝ« dÐ«dÐ A = p − qÆ

t³ÝU×� ‘Ë— s¹«Ï ÈU¼Åf¹dðU� ÊUMO�dðœ   3 × 3«— rO²HÖ ôUÐ —œ tâ�¬ ÆXÝ« ·ËdF� ”Ë—UÝ ‘Ë— tÐ 

∫rOM�Åv� t/öš d¹“ ‰u�d< —œ

A = ( a11
a

22
a

331 24 34
+ a

12
a

23
a

311 24 34
+ a

13
a

21
a

321 24 34

p6 7444444 8444444
) − ( a

13
a

22
a

311 24 34
+ a

12
a

21
a

331 24 34
+ a

11
a

23
a

321 24 34

q6 7444444 8444444
) .

ÅÅ     »dCK/UŠ»dCK/UŠ       »dCK/UŠ   »dCK/UŠÅÅ   »dCK/UŠ         »dCK/UŠ 

ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ     ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ    ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ          ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ   ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ     ÈË— ÈU¼Åt¹¬—œ   

 jš       ∂ jš                µ jš              ¥ jš                     ≥ jš              ≤ jš                 ±

 ‰U¦
∂Æ ‰U¦� —œ Ábý v<dF� f¹dðU� ≥—«bI� ”Ë—UÝ ‘Ë— tÐ rO¼«ušÅv� Ær¹dOÖÅv� dE�Å—œ «— 

∫rOM� t³ÝU×� «— Ê¬ ÊUMO�dðœ

ÆA = (24−15 + 16) − (−4 + 80 + 18) = 25 −94 = −69

ÈU¼Åf¹dðU
 ÊUMO
dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë3 × 3

 ÈU?¼Åf¹dðU� ÊUMO�dðœ rN� ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ  3 × 3K� Æœd� rO¼«uš ÊUOÐ «— ÒtOÏs¹« 

—«d?�dÐ eO� U¼ÅÊu²Ý œ—u� —œ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ÆrOM�Åv� XÐUŁ fáÝ Ë ÕdD� U¼ÅdDÝ œ—u� —œ «— U¼ÅvÖó¹Ë

ÆXÝ« ÈdDÝ X=UŠ —œ  U³Ł« tÐUA� v�u²Ý X=UŠ —œ  U³Ł« Ë XÝ«

 v??Öó?¹Ë±ÆÊU??M?O?
d?ðœ K?� d?Ö« Òt??O?Ï v??'??¹d??ðU?� ©Êu?²?Ý® d?D?Ý p?¹ ÈU?¼Åt?¹¬—œ   3 × 3b?M?�U?� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















  vIOIŠ œbŽ —œ «— λ¨r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ b¹bł f¹dðU� p¹ Ë rOM� »d{ 

3

4

−1

5

2

2

2

3

4

3

4

−1

5

2

2

2

3

4



ÅÅÅÅÅÅ±±π

 ¨b¹bł f¹dðU� ÊUMO�dðœ ÁU~�¬λf¹dðU� ÊUMO�dðœ dÐ«dÐ A  ÆXÝ« 

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± r¹dOÖ ¨B f¹dðU�   3 × 3dDÝ p¹ »d{ “« Áb�¬ XÝœÅtÐ b¹bł 

 f¹dðU�Aö?¦�® Î dDÝ i XÐUŁ œbŽ —œ ©Ê¬ Â«λ ÊU?MO�dðœ j'Ð UÐ ÆbýUÐ B d?DÝ tÐ X³'� iXÝœÅtÐ Â«

r¹—Ë¬Åv�

B = λ ai1Bi1 + λ ai2Bi2 + λ ai3Bi3

Æ                              = λ (ai1Bi1 + ai2Bi2 + ai3Bi3 )

�«Ò ÈU¼dDÝ ÊuÇ UA Ë BôUL²Š« e−Ð ¨Î dDÝ i  Õu{ËÅtÐ «c= ¨bM²'¼ ÊU'J¹ ¨Â«
  
Ai1 = Bi1¨

  
Ai2 = Bi2 Ë 

  
Ai3 = Bi3t−O²� —œ Ë 

B = λ (ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3 )

Å                            ,= λ A

Æb¼œÅv� t−O²� «— vÖó¹Ë s¹« v²Ý—œ t�

 ‰U¦
∑Æ vÖó¹Ë dÐUMÐ ±rO'¹uMÐ rO�«uðÅv� 

  

2 5 3

4 8 10

6 1 7

= 2  

2 5 3

2 4 5

6 1 7

= 4  

1 5 3

1 4 5

3 1 7

 .

Æt???−??O??²??) f??¹d??ðU??� È«d??Ð   3 × 3 b??M??�U??� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















 X???ÐU??Ł œb??Ž Ë λ¨

  
λ A = λ 3 AÆ

Æ U³Ł« vÖó¹Ë “« —UÐ tÝ XÝ« v<U� ±∫rOM� ÁœUH²Ý« 

λ A =
λ a

11
λ a

12
λ a

13

λ a
21

λ a
22

λ a
23

λ a
31

λ a
32

λ a
33

= λ
a
11

a
12

a
13

λ a
21

λ a
22

λ a
23

λ a
31

λ a
32

λ a
33

= λ 2

a
11

a
12

a
13

a
21

a
22

a
23

λ a
31

λ a
32

λ a
33



ÅÅÅÅÅÅ±≤∞

 Æ     

  

= λ 3

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

= λ 3 A

 v??Öó?¹Ë≤ÆÊU??M?O?
d?ðœ K?� d?Ö« Òt??O?Ï v??'??¹d??ðU?� ©Êu?²?Ý® d?D?Ý p?¹ ÈU?¼Åt?¹¬—œ   3 × 3b?M?�U?� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















 ÁU~�¬ ¨bMýUÐ dH/ dÐ«dÐ 
  
A =0Æ

 v?Öó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ≤K� r¹dOÖ ¨Òt?OÏ f?¹dðU� dDÝ p¹ ÈU¼Åt¹¬—œ  Aö¦�®Î dDÝ i©Ê¬ Â«

 ÊUMO�dðœ j'Ð UÐÆbýUÐ dH/ dÐ«dÐA dDÝ tÐ X³'� ir¹—Ë¬Åv� XÝœ tÐ Â«

ÅÅA =ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3ÅÅ                                       ÅÅÅ

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
  
=0Ai1 + 0Ai2 + 0Ai3ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                                Å

  =0.ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                               ÅÅÅÅÅÅÅÅ

 ‰U¦
∏Æ vÖó¹Ë dÐUMÐ ≤ rO'¹uMÐ rO�«uðÅv� 

  

88 2 3

1 −4 3

0 0 0

=
0 1 5

0 1 6

0 2 7

=0Æ

 v?Öó¹Ë≥ÆÊU?MO
dðœ  v?'?¹dðU� —œ dÖ«   3 × 3 b?M�U� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















Ëœ ÈU?ł 

tM¹d� ¨b¹bł f¹dðU� ÊUMO�dðœ ÁU~�¬ ¨r¹—Ë¬ XÝœÅtÐ Èb¹bł f¹dðU� Uð rOM� ÷uŽ «— ©Êu²Ý Ëœ® dDÝÏ

 f¹dðU� ÊUMO�dðœ AÆXÝ«

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ≥ö¦� v=«u²� dDÝ Ëœ ÈUł rOM�Åv� ÷d< «b²Ð« ¨ÎË« dDÝ ÒÂËœ Ë ‰

∫r¹«ÅÁœd� ÷uŽ «—

Æ

  

B =
a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31 a32 a33

















 , 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



















ÅÅÅÅÅÅ±≤±

 ÊUMO�dðœ ‰UŠAË« dDÝ tÐ X³'� j'Ð UÐ «— ÅÒ ÊUMO�dðœ Ë ‰BrOM�Åv� «bOÄ ÂËœÅdDÝÅÅtÐ X³'� j'ÐÅÅUÐ «— 

,
  
A = a11A11 + a12A12 + a13A13

ÆB = a11B21 + a12B22 + a13B23

 È«d?Ð v=Ë
  
j =1,2, 3 r¹—«œ 

  
A

1j = (−1)1+ j M
1j Ê¬ —œ t?� 

  
M

1j·c?Š “« q?/UŠ f¹dðU� 

Ë« dDÝÒ Êu?²Ý Ë ‰j f?¹dðU� Â«A Ë XÝ« B2j = (−1)2 + j M2j Ê¬ —œ t� 
  
M2j“« q?/UŠ f¹dðU� 

 Êu²Ý Ë ÂËœ dDÝ ·cŠj f¹dðU� Â«B�« ÆXÝ« Ò t� rOM�Åv� tłuð U
  
M2j = M1j«c= Ë 

Æ

  
B

2j = (−1)2 + j M
2j = −(−1)1+ j M

1j = −A
1j

fÄ

B = a11(−A11) + a12(−A12) + a13 (−A13 )

  
= −(a11A11 + a12A12 + a13A13 )

Æ= − A

Ë« dDÝ rO¼«u5Ð dÖ« v=Ë Æœ—«œ tÐUA� v²OF{Ë eO� ÂuÝ Ë ÂËœ dDÝ i¹uFðÒUłÅtÐUł «— ÂuÝ Ë ‰

Ë« d?D?Ý «b?²Ð« rOM�ÒË« d?D?Ý Ád?šôU?Ð Ë Âu?Ý Ë ÂËœ d?DÝ fáÝ ¨Áœd� UłÅtÐUł «— ÂËœ Ë ‰Ò«— ÂËœ Ë ‰

«œb−� t� rOM�Åv� UłÅtÐUłÎ —œ ÊUMO�dðœ —«bI�   (−1)(−1)(−1) = −1‰UŠ d¼ —œ «c= Ë œuýÅv� »d{ 

tM¹d� ¨b¹bł f¹dðU� ÊUMO�dðœÏ f¹dðU� ÊUMO�dðœ AÆXÝ« 

 ‰U¦
πÆ vÖó¹Ë dÐUMÐ ≥ r¹—«œ 

  

1 2 3

5 6 7

−1 1 3

= −
−1 1 3

5 6 7

1 2 3

= −
3 2 1

7 6 5

3 1 −1

Æ

 vÖó¹Ë¥ÆÊUMO
dðœ  v'¹dðU� dÖ«   3 × 3 bM�U� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















dDÝ Ëœ È«—«œ 

 ÁU~�¬ ¨býUÐ ÊU'J¹ ©Êu²Ý Ëœ®
  
A =0Æ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ¥ dDÝ r¹dOÖ ̈
  
i1 Ë Â«

  
i2f¹dðU� Â«A dDÝ ÈUł dÖ« ÆbMýUÐ ÊU'J¹ 

  
i1 dDÝ Ë Â«

  
i2ÊUL¼ q/UŠ f¹dðU� dDÝ Ëœ s¹« ÊœuÐ ÊU'J¹ dÞUš tÐ ÁU~�¬ ̈ rOM� i¹uFð r¼ UÐ «— Â«

A vÖó¹Ë dÐUMÐ fÄ ÆXÝ« ≥ ¨A = − A ¨
  
2A =0 U¹ ¨

  
A =0Æ



ÅÅÅÅÅÅ±≤≤

 ‰U¦
±∞Æ vÖó¹Ë dÐUMÐ ¥ r¹—«œ 

  

2 3 5

6 7 1

2 3 5

=

7 1 7

8 3 8

9 4 9

=0Æ

 v??Öó??¹ËµÆÊU??M??O??
d??ðœ v???'??¹d??ðU??� —œ d??Ö«   3 × 3 b??M??�U??� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















¨

 ÁU~�¬ ¨býUÐ d~¹œ ©Êu²Ý® dDÝ p¹ “« vÐdC� ©Êu²Ý® dDÝ p¹
  
A =0Æ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ dDÝ r¹dOÖ ¨
  
i1 f¹dðU� Â«A ¨λ dDÝ dÐ«dÐ 

  
i2dÐUMÐ ÆbýUÐ Ê¬ Â«

 v?Öó¹Ë± r?O?'?¹uMÐ rO�«uðÅv�  A = λ B Ê¬ —œ t�B d?D?Ý t?� XÝ« v'¹dðU� 
  
i1 d?DÝ Ë Â«

  
i2Ê¬ Â«

�« ÆXÝ« ÊU'J¹Ò vÖó¹Ë U¥ t� b¼œÅv� t−O²� 
  
B =0 «c= Ë 

  
A = λ × 0=0Æ

 ‰U¦
±±ÆvÖó¹Ë dÐUMÐ µ r¹—«œ 

  

1 2 7

6 3 1

2 4 14

=

7 14 1

7 14 3

1 2 1

=0Æ

 vÖó¹Ë∂ÆÊUMO
dðœ  rOM� ÷d< A f¹dðU� p¹   3 × 3 dDÝ t� ÁœuÐ i —u/ÅtÐ Ê¬ Â«

bi1 + ci1        bi2 + ci2        bi3 + ci3

 dÖ« ÆbýUÐB Ë C ÈU¼Åf¹dðU� «—   3 × 3ôUL²Š« e−Ð ¨Ê¬ ÈU¼dDÝ t� r¹dO~Ð Î dDÝ iÈU¼dDÝ UÐ ¨Â«

A dDÝ Ë XÝ« vJ¹ i Â«B

 bi1        bi2        bi3

dDÝ Ëi  Â«C

  
ci1        ci2        ci3

ÁU~�¬ ¨XÝ«

ÆA = B + C



ÅÅÅÅÅÅ±≤≥

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ∂ ¨A dDÝ tÐ X³'� Êœ«œ j'Ð UÐ «— i∫rOM�Åv� t³ÝU×� Â«

  
A = bi1 + ci1( ) Ai1 + bi2 + ci2( ) Ai2 + bi3 + ci3( ) Ai3

Æ
  
= bi1Ai1 + bi2Ai2 + bi3Ai3( ) + ci1Ai1 + ci2Ai2 + ci3Ai3( )

�«Ò ÈU?¼d?DÝ ÊuÇ UA ¨B Ë CôU?L²Š« e−Ð ¨Î d?DÝ iÕu?{ËÅt?Ð «c?= ¨b?M²'¼ ÊU'J¹ v~L¼ ¨Â«

  
Ai1 = Bi1 = Ci1 ¨

  
Ai2 = Bi2 = Ci2 Ë 

  
Ai3 = Bi3 = Ci3t−O²� —œ Ë 

ÅÅÅ         A = (bi1Bi1 + bi2Bi2 + bi3Bi3 ) + (ci1Ci1 + ci2Ci2 + ci3Ci3 )

Æ= B + C

Æd�cð vÖó¹Ë tÐUA� ∂ÆXÝ« —«d� dÐ eO� U¼ÅÊu²Ý È«dÐ 

 ‰U¦
±≤Æ vÖó¹Ë dÐUMÐ ∂rO'¹uMÐ rO�«uðÅv� 

,

  

8 2 6

5 3 3

4 2 6

=

8 2 6

4 + 1 1 + 2 2 + 1

4 2 6

=

8 2 6

4 1 2

4 2 6

+

8 2 6

1 2 1

4 2 6

sOMâL¼

Æ

  

8 2 6

5 3 3

4 2 6

=

8 2 5 + 1

5 3 1 + 2

4 2 4 + 2

=

8 2 5

5 3 1

4 2 4

+

8 2 1

5 3 2

4 2 2

 vÖó¹Ë∑ÆÊUMO
dðœ  v'¹dðU� —œ dÖ«   3 × 3 bM�U� 

  

A =
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

















»dCK/UŠ 

b?¹b?ł f?¹d?ðU?� U?ð r?O?¹«e?<UOÐ d~¹œ ©Êu²Ý® dDÝ tÐ «— XÐUŁ œbŽ p¹ —œ ©Êu²Ý® dDÝ p¹ ÈU¼Åt¹¬—œ

 f¹dðU� ÊUMO�dðœ UÐ XÝ« dÐ«dÐ b¹bł f¹dðU� ÊUMO�dðœ ÁU~�¬ ¨œuý q/UŠAÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ∑ dDÝ r¹dOÖ ¨
  
i
1

 f¹dðU� Â«A

  
ai11      ai12      ai13



ÅÅÅÅÅÅ±≤¥

 dDÝ Ë
  
i2Ê¬ Â«

  
ai21      ai22      ai23

 f¹dðU� ÆbýUÐB f¹dðU� p¹   3 × 3ôUL²Š« e−Ð ̈ g¹U¼dDÝ ÂULð t� XÝ« Î dDÝ 
  
i2ÈU¼dDÝ UÐ ̈ Ê¬ Â«

A dDÝ Ë XÝ« ÊU'J¹ 
  
i2∫XÝ« d¹“  —u/ÅtÐ Ê¬ Â«

  
ai21 + λ ai11      ai22 + λ ai12      ai23 + λ ai13

 rOM� XÐUŁ dÖ«B = A vÖó¹Ë l�«Ë—œ ¨∑Ær¹«ÅÁœd� XÐUŁ «— 

 ÊuM�«C Ë D v¹U¼Åf¹dðU� «—   3 × 3ôUL²Š« e−Ð ¨ÊUA¹U¼dDÝ ÂULð t� r¹dOÖÅv� Î dDÝ 
  
i2¨Â«

 ÈU¼dDÝ UÐB ÈU¼dDÝ UÐ t−O²� —œ Ë A dDÝ ÆXÝ« ÊU'J¹ 
  
i2 Â«C«— 

  
ai21      ai22       ai23

 dDÝ Ë r¹dOÖÅv�
  
i2 Â«D«— 

  
λ ai11      λ ai12       λ ai13

 vÖó¹Ë dÐUMÐ ÆrOM�Åv� ÷d<∂ rO'¹uMÐ rO�«uðÅv� B = C + DÆ

�«Ò ÈU?¼d?D?Ý ÂU?Lð t� rOM�Åv� X�œ UC UÐ A d?D?Ý v²Š ¨XÝ« vJ¹ 
  
i2 «c= ÆÊ¬ Â«C ÊU?L¼ A

 f?Ä ¨XÝ«C = A d?D?Ý v?<dÞÅ“« Æ
  
i2 Â«D ¨λ d?D?Ý d?Ð«dÐ 

  
i1 v?Öó?¹Ë d?ÐU?MÐ fÄ ÆXÝ« Ê¬ Â«µ¨

  
D =0 «c= Ë 

  
B = A + 0= AÆ

 ‰U¦
±≥Æ vÖó¹Ë dÐUMÐ ∑r¹—«œ 

Æ

  

1 2 5

3 4 6

1 1 0

=
1 + 6 2 + 8 5 + 12

3 4 6

1 1 0

=
1 2 + 2 5

3 4 + 6 6

1 1 + 2 0

 ‰U¦
±¥Æ ÈU¼Å‰U¦� —œ ≥ Ë ∂ ÊUMO�dðœ ‘Ë— Ëœ tÐ 

  

3 5 2

4 2 3

−1 2 4

‘Ë— ∫r¹œd� t³ÝU×� «— 

 vÖó¹Ë pL� tÐ rO¼«ušÅv� ÊuM�« Æ”Ë—UÝ ‘Ë— Ë Êœ«œÅj'Ð∑ÆrOM� t³ÝU×� «— ÊUMO�dðœ s¹« —«bI� 

Å

  

3 5 2

4 2 3

−1 2 4

=
3 5 2

4− 4

3
(3) 2− 4

3
(5) 3 − 4

3
(2)

−1 2 4



ÅÅÅÅÅÅ±≤µ

              

  

=
3 5 2

0 −14

3

1

3

−1 2 4

ÅÅÅ                  =

3 5 2

0 −14

3

1

3

−1 + 1

3
(3) 2 + 1

3
(5) 4 + 1

3
(2)

ÅÅ                                               =

3 5 2

0 −14

3

1

3

0
11

3

14

3

                                  =

3 5 − 11

14
(2) 2

0 −14

3
− 11

14
(1

3
) 1

3

0
11

3
− 11

14
(14

3
) 14

3

                                                      =

3
48

14
2

0
−207

42

1

3

0 0
14

3

Æ      

  
= 3(−207

42
)(14

3
) = −69

 vÖó¹Ë∏ÆÊUMO
dðœ  f¹dðU� d¼ È«dÐ   3 × 3 bM�U� 

  

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



















 ̈At = AÆ



ÅÅÅÅÅÅ±≤∂

 v?Öó?¹Ë v?²?Ý—œ v?Ý—d?Ð È«dÐ∏ d?Ö« t?� r?O?M?�Åv?� tłuð 

  

A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33



















ÁU?~?!¬ ¨

  

At =

a11 a21 a31

a12 a22 a32

a13 a23 a33



















 ÊUMO�dðœ j&Ð “« «c) Ë At
« dDÝ tÐ X³&! ËÒr¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ ‰

  

At = a11( − 1)1+ 1

a22 a32

a23 a33

+ a21( − 1)1+ 2

a12 a32

a13 a33

+ a31( − 1)1+ 3

a12 a22

a13 a23

ÅÅÅ          

  

= a
11

( − 1)1+ 1
a

22
a

23

a
32

a
33

+ a
21

( − 1)2 + 1
a
12

a
13

a
32

a
33

+ a
31

( − 1)3 + 1
a
12

a
13

a
22

a
23

ÆÅÅÅÅ= A

 ‰U¦�±µÆ vÖó¹Ë dÐUMÐ ∏ r¹—«œ 

  

7 2 4

1 2 1

0 2 5

=

7 1 0

2 2 2

4 1 5

Æ

                   s¹dLð

± bOM� ÷d2 Æ

  

A =

1 5 7

2 − 1 3

4 5 − 2



















Æ —«bI� AU¼dDÝ “« p¹Åd¼ tÐ X³&! Êœ«œ j&Ð UÐ «— 

 sOMâL¼ ÆbOM� «bOÄ U¼ÅÊu²Ý ËAÆbOM� t³ÝU×� ”Ë—UÝ ‘Ë— pL� tÐ «— 

≤ÆbOM� t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼ÅÊUMO�dðœ —«bI� ”Ë—UÝ ‘Ë— U¹ Êœ«œÅj&Ð pL� tÐ Æ

 ©n)«

  

− 1 1 0

2 1 4

1 5 6

¨



ÅÅÅÅÅÅ±≤∑

 ©»

  

5 −2 1

6 0 3

−2 1 4

¨

 ©Ã

  

−2 0 0

1 2 −1

3 0 −1

Æ

≥tOC� ÆÏ ≤ÆbOM� XÐUŁ «— 

¥“« p?¹d?¼ —«b?I?� ¨ÊUMO�dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ UNMð Ë ”Ë—UÝ ‘Ë— Ë Êœ«œ j'Ð ÊËbÐ Æ

ÆbOM� t³ÝU×� «— d¹“ ÈU¼ÅÊUMO�dðœ

 ©n=«

  

−1 0 2

3 1 4

2 0 6

¨ ©»

  

2 1 1

3 −2 0

5 1 6

¨

 ©Ã

  

1 −1 2

0 −3 5

1 4 0

¨ ©œ

  

1 −1 0

4 6 0

5 −1 3

¨

 ©‡¼

  

0 a 0

b 0 0

0 0 c

¨ ©Ë

  

a b 0

c d 0

0 0 a

Æ

µbOM� XÐUŁ U¼ÅÊUMO�dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ Æ

 ©n=«

  

1 1 1

x y z

x2 y2 z2

= (y − x)(z − x)(z − y)¨

 ©»

  

1 + x y z

x 1 + y z

x y 1 + z

=1 + x + y + z¨



ÅÅÅÅÅÅ±≤∏

 ©Ã

  

1 2x yz

1 y 2xz

1 z 2xy

=

1 2x 4x2

1 y y2

1 z z2

¨

 ©œ

  

1 1 + x x2(y + z)

1 1 + y y2(x + z)

1 1 + z z2(x + y)

=0¨

 ©‡¼

  

yz x2 x2

y2 xz y2

z2 z2 xy

=
yz xy xz

xy xz yz

xz yz xy
¨

 ©Ë

  

x + y + 2z x y

z 2x + y + z y

z x x + 2y + z

= 2(x + y + z)3

Æ

∂ s²<dÖ dE�Å—œ UÐ Æ

  

A =

y z 0

x 0 z

0 x y

















t³ÝU×� Ë Ï AAt
bOM� t³ÝU×� «— d¹“ ÊUMO�dðœ —«bI� ̈

Æ

  

y2 + z2 xy xz

xy x2 + z2 yz

xz yz x2 + y2

∑ f?¹d?ðU?� p?¹ Ê«u?²Ð bOM� ÷d< Æ  3 × 3 b?M?�U� Af?¹d?ðU?� p?¹ »d?CK/UŠ  —u/ÅtÐ «— 

  3 × 2 f¹dðU� p¹ —œ   2 × 3 bOM� XÐUŁ ÆXýu� 
  
A =0Æ

∏ bOM� ÷d< Æλ Ë µÊUMO�dðœ —«bI� ̈ U¼ÅÊUMO�dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ ÆbMýUÐ vIOIŠ œbŽ Ëœ 

 f¹dðU�A = λ i + µ j[ ]
3 × 3

ÆbOM� t³ÝU×� «— 

π b?OM� ÷d< Æ
  
a = (a1,a2,a3 ) ¨

  
b = (b1, b2, b3 ) Ë 

  
c = (c1, c2, c3 )“« v?¹U¼—«œdÐ     R

3



ÅÅÅÅÅÅ±≤π

 bOM� XÐUŁ ÆbMýUÐ

  

a.(b × c) =

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

t� b¹dO~Ð t−O²� U¼ÅÊUMO�dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ Ë 

a.(b × c) = b.(c × a) = c.(a × b)tÝbM¼ ¨tÝbM¼ sOÐ vÞU³ð—« tÇ s¹dLð s¹« tÐ tłuð UÐ ÆÏvKOK×ð 

ÆbOM�Åv� Áb¼UA� »U²� bKł —œ vDš d³ł Ë

±∞ d?Ö« Æ
  
A = (a1,a2) ¨

  
B = (b1, b2) Ë 

  
C = (c1, c2)t?×?H?/ “« YK¦� p¹ ”Ëƒ— Ï   R

2

 YK¦� XŠU'� bOM� XÐUŁ ¨bMýUÐABCd¹“ —«bI� oKD�Å—b� UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ

  

1

2

a
1

b
1

c
1

a
2

b
2

c
2

1 1 1

±± b?O¼œ ÊUA� Æ

  

x y 1

a b 1

c d 1

=0t=œUF� Ï ◊U?I� “« t� XÝ« vDš (a , b) Ë (c,d) —œ   R
2

Æœ—cÖÅv�

±≤ b??O??M?� ÷d?< ÆA Ë B f??¹d??ðU?� Ëœ   3 × 3 t??� b??M?ýU?Ð Ab??O??M??� X??ÐU??Ł ÆX?Ý« Ê—U?I?²?� 

A + B = A + Bt
Æ

±≥ bOM� ÷d< ÆA Ê—UI²� œUÄ f¹dðU� p¹   3 × 3 bOM� XÐUŁ ÆbýUÐ 
  
A =0Æ

±¥  UB²5� tÐ ”Ëƒ— UÐ XÝ« vFÐd� ¨bŠ«Ë lÐd� Æ

  

0

0






 ¨

  

0

1






 ¨

  

1

1






 Ë 

  

1

0






 vÝbM¼ qJý ÆF

 f¹dðU� dÖ« Ær¹dOÖÅv� dE� —œ bŠ«Ë lÐd� «—A = a b
c d







¨œ—«œ dH/ n=U5� v�UMO�dðœ t�  ÈË— F

ÆbOM� t³ÝU×� «— b¹bł qJý XŠU'� øœ—Ë¬Åv� b¹bÄ t×H/ —œ vKJý tÇ bM� dŁ«



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∞

UMOÝÅsÐ«

t?Ð ·Ëd?F? t?K?�«b?³?Ž sÐÅsO�Š vKŽuÐ«

UMOÝÅsÐ«

 ‰UÝ —œ≥∑∞ÅÈd?L# / ≥µπÅv�Lý /
π∏∞Æbý b�u² «—U*Ð —œ ÈœöOÅ

 ‰UÝ —œ¥≤∏ ÈdL# / ¥±∂ v�Lý /
±∞≥∑ÆXýcÖ—œ Ê«bL¼ —œ ÈœöO 

Ê«b?O?{U?¹— Ë r−M ¨pýeÄ ¨·u�KO<

v=«d¹«

∫“« bMð—U³Ž Ë« v{U¹— ÈU¼—UA

±tÝbM¼ hO*Kð Ë tÝbM¼ —œ g¼ËóÄ Æ

UHý »U²A —œ vÝbOK#«

≤œ«bŽ« ÈÅt¹dE= —œ v�L* Ë vFÐd ¨v¦K¦ œ«bŽ« s²šUÝ È«dÐ vKA —u²Ýœ Æ

≥»U�Š Ë tÝbM¼ oOHKð Ë ◊U³ð—« È«dÐ ‘öð Æ

¥ÈËdA  U¦K¦ “« ÁœUH²Ý« UÐ ÃËd³�«Å…dz«œ ÷dŽ Ë ‰uÞ sOOFð Æ

lÐUM


± ÈÅt×HU ÂöÝ« ÊUNł ÈÅtUMA=«œ Æ≤π

≤ ÈÅt×HU v{U¹— fKÞ« Æµ∑∂

≥ bKł vöÝ« ¯—eÐ ·—UFL�«Å…dz«œ Æ¥ ÈÅt×HU ±

¥ bKł Ê«—uA=«œ ÈÅtUMOÖb=“ Æ± ÈÅt×HU ≥π

µ ÈÅt×HU  UO{U¹d�« v< sOLK�L�« Ë »dF�« ¡ULKŽ mÐ«u= Æ±π∂

UMOÝÅsÐ«



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥±

µÅ Æ Å±d¹cá�Ë—«Ë ÈU¼Åf¹dðU�  

 dH_ÅdOž f¹dðU� È«dÐ t� rO�«œÅv�A bM�U� vW¹dðU� XÝ« sJL� ¨ B—œ v²�Ë t� býU³� œułu�

 d?Ð«dÐ œuý »d{ Ê¬It?×H_ d�cð tÐ® œœdÖ Ï ±∞µ¨U?¼Åf?¹d?ðU� »d{ —œ d~¹œ  —U³Ž tÐ Æ©bOM� ÁU~� 

dH_ÅdOž œbŽ d¼ t� œ«bŽ« »d{ ·öšdÐ ¨býUÐ t²ý«œ åÊË—«Ëò dH_ÅdOž f¹dðU� d¼ t� XWO� sOMÇ

¨r?O?M?� n?¹d?F?ð «— v?F?Ðd?� f?¹d?ðU� p¹ ÊË—«Ë ÂuNH� rO¼«ušÅv� gZÐ s¹« —œ ÆXÝ« ÊË—«Ë È«—«œ

t³ðd� vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU� Èd¹cá�Ë—«Ë È«dÐ vOU� Ë Â“ô vÞdý sOMâL¼Ï ≤ Ë ≥Æœd� rO¼«uš «bOÄ 

Æn?¹dFð r?¹dOÖ A v?F?Ðd?� f?¹d?ðU� dÖ« ÆbýUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹ Bt?� È—u?Þ býUÐ œułu� 

AB = BA = I rO¹uÖÅv� ÁU~�¬ ¨A d¹cá�Ë—«Ë Ë XÝ« B eO� «— ÊË—«Ë  AÆrO�U�Åv�

 ‰U¦�±Æ f?¹dðU� 

  

A =
5  3

2   1









 r?O¼œ —«d� dÖ« Ær¹dOÖÅv� dE� —œ «— 

  

B =
−1    3

 2   − 5









ÁU~�¬ ¨

AB = BA = I «c% ¨A f¹dðU� Ê¬ ÊË—«Ë Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë BÆbýUÐÅv� 

tOC#Ï  ±Æ  rOM� ÷dOAÊË—«Ë  —u_ s¹« —œ ÆXÝ« d¹cá�Ë—«Ë t� býUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹ 

AÆXÝ« œdO tÐ dB×M� 

Æ U³Ł« r¹dOÖ B Ë  C ÊË—«Ë t� bMýUÐ vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU� Ëœ d¼ A vMF¹ ̈ bM²W¼AB = BA = I

vDš  ôœUF� ÁU~²Ýœ

µ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥≤

 ËAC = CA = IrOW¹uMÐ rO�«uðÅv� U¼Åf¹dðU� »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë pL� tÐ ÊuM�« Æ

,B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C

 ÊË—«Ë «c% ËAÆXÝ« œdO tÐ dB×M� 

Æd?cð d?¹cá�Ë—«Ë f¹dðU� È«dÐ A œd?O t?Ð dB×M� ÊË—«Ë ¨ A UÐ «—  A−1
«c?% ¨r?O¼œÅv� g¹UL� 

AA−1 = A−1A = IÆ

 ‰U?¦�≤Æ ‰U?¦?� f?¹dðU� È«dÐ ± v?M?F¹ ¨

  

A =
5  3

2   1









 r¹—«œ ¨

  

A−1 =
−1    3

 2   − 5









U?N?M?ð s¹« Ë 

 f¹dðU� ÊË—«Ë AÆXÝ«

tOC#Ï ≤Æ rOM� ÷dO A  —u_ s¹« —œ ÆXÝ« d¹cá�Ë—«Ë t� býUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹ 
  
A ≠ 0Æ

Æ U³Ł« ÊuÇ A fÄ XÝ« d¹cá�Ë—«Ë   A−1
 Ë XÝ« œułu�   AA−1 = A−1A = It?−O²� —œ Æ

A A−1 = AA−1 = I =1 «c% Ë 
  
A ≠ 0Æ

tOC�ÏV?%U?D?� —œ Æb¼œÅv� XÝœ tÐ vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU� Èd¹cá�Ë—«Ë È«dÐ Â“ô ◊dý p¹ q³� 

ÁbM¹¬ÏÆbýUÐÅv� eO� vOU� ◊dý s¹« t� b¹œ rO¼«uš gZÐ s¹« 

ÈU¼Åf¹dðU� Èd¹cá�Ë—«Ë 2 × 2

 r¹dOÖ

  

A =
a
11

  a
12

a
21

  a
22









 f¹dðU� p¹   2 × 2 ÆbýUÐ Af¹dðU� dÖ« jIO Ë dÖ« XÝ« d¹cá�Ë—«Ë 

B =
x   y

z   t









 t� È—uÞ býUÐ œułu� AB = BA = IÆ

 f?¹d?ðU?� v?D?¹«dý tÇ X×ð t� rOM�Åv� vÝ—dÐ «b²Ð«B t?� XÝ« œułu� AB = Is?¹« È«dÐ Æ

 t� rOM�Åv� tłuð —uEM�AB = It� s¹« UÐ XÝ« ‰œUF� 

 ,
  

a
11

  a
12

a
21

  a
22











x   y

z   t





=

1  0

0  1








ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥≥

U¹

Æ

  

a
11

x + a
12

z a
11

y + a
12

t

a
21

x + a
22

z a
21

y + a
22

t






 =

1  0

0  1






 f¹dðU� œułË fÄB =
x   y
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ÁU~²Ýœ t� s¹« UÐ XÝ« ‰œUF� 
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x + a
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z =0

a
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 VWŠÅdÐx ¨y ¨z Ë t�« ÆbýUÐ »«uł È«—«œÅÅÒÁU~²Ýœ Ëœ UÐ ÁU~²Ýœ s¹« U
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11

y + a
12

t =0

a
21

y + a
22

t =1





Å 
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a
11

x + a
12

z =1

a
21

x + a
22
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U�«uð ÁU~²Ýœ Ëœ s¹« t� rOM�Åv� tłuð ÆXÝ« ‰œUF�Î t� b�—«œ »«uł v²�Ë jIO Ë jIO ÅÅ 
  
a
11

a
22

≠ a
12

a
21

 ¨©ø«dÇ®a
11

a
22

− a
12

a
21

≠ 0 U¹ ¨
  
A ≠ 0UÐ XÝ« dÐ«dÐ »«uł eO� X%UŠ s¹« —œ Ë 

 

  

y =
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12

A
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a
11
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x = a
22
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z = −a
21
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Æ©ø«dÇ®

 f¹dðU� «c%B t� XO_Uš s¹« UÐ AB = I dÖ« jIO Ë dÖ« XÝ« œułu� 
  
A ≠ 0X%UŠ s¹« —œ Æ

Å®±Æ                     ©

  

B =

a
22

A
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12

A
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21

A
a
11
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= 1
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 f¹dðU� œułË t� b¼œÅv� ÊUA� tÐUA� vÝ—dÐB t� XO_Uš s¹« UÐ BA = IUÐ XÝ« ‰œUF� eO� 

  
A ≠ 0 eO� X%UŠ s¹« —œ Ë B —œ Ábý vOdF� f¹dðU� ÊUL¼ ®Å±t_öš ÆXÝ« ©ÏrO�«uðÅv� «— ôUÐ V%UD� 

tOC� —œÏt×H_ ÏÆrOM� t_öš bFÐ 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥¥

tOC#Ï ≥Æ f¹dðU� 

  

A =
 a

11
a

12

 a
21
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 dÖ« jIO Ë dÖ« XÝ« d¹cá�Ë—«Ë 
  
A ≠ 0s¹« —œ Ë 

 r¹—«œ X%UŠ

  

A−1 = 1

A

a
22

−a
12

−a
21
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Æ

 ‰U??¦?�≥Æ ‰U??¦??� f??¹d?ðU?� È«d?Ð ± v??M??F?¹ ¨

  

A =
5 3

2 1









 r?¹—«œ ¨

  
A = 5 −6 = −1«c??% Ë 

  

A−1 = −
1 −3

−2 5






=

−1 3

2 −5







Æ

«ËÈU¼Åf¹dðU� Èd¹cá�Ë— 3 × 3

tOC� tÐUA� È«ÅtOC� d¹“ —œÏ ≥ ÈU¼Åf¹dðU� È«dÐ   3 × 3ÆrOM�Åv� ÊUOÐ 

tOC#Ï ¥Æ f?¹dðU� 

  

A =
a
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a
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a
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a
21

a
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a
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a
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a
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 d?Ö« jIO Ë dÖ« XÝ« d¹cá�Ë—«Ë 
  
A ≠ 0—œ Æ

 r¹—«œ X%UŠ s¹«

  

A−1 = 1

A
A ∗

 Ê¬ —œ t� 

  

A ∗ =
A

11
A

21
A

31

A
12

A
22

A
32

A
13

A
23

A
33

















 Ë Aij ̈ijsO�« ‡‡ Á“UWL¼ Ï

ðU� f¹dAÆXÝ« 

Æ U³Ł«t� rOM�Åv� XÐUŁ «b²Ð« 

Å®±Æ ÅÅ                                   ©AA ∗ = A ∗ A = A I

 r¹dOÖAA ∗ = bij[ ]t� s¹« tÐ tłuð UÐ Æ

  
ai1     ai2     ai3

 dDÝi f¹dðU� Â«AË 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥µ

  

A j1

A j2

A j3

 Êu²Ýj f¹dðU� Â«A ∗
«c% ¨XÝ« 

Å®≤Æ                            ©
  
bij = ai1A j1 + ai2A j2 + ai3A j3

« X4UŠËÒ∫‰i = jÆ X%UŠ s¹« —œ ®Å≤  —u_ tÐ ©bii = ai1Ai1 + ai2Ai2 + ai3Ai3Æb¹¬Åv�ÅÅÅÅ—œ 

�«Ò ÊUMO�dðœ jWÐ l�«Ë —œ dOš« ÈËUWð XÝ«— ·dÞ UA dDÝ tÐ X³W� i dÐ«dÐ «c% Ë XÝ« Â«A¨XÝ« 

 vMF¹bii = AÆ

∫ÂËœ X4UŠi ≠ jÆ f¹dðU� 

  
C = cij[ ]

3 × 3
e−Ð ̈ g¹U¼dDÝ ÂULð t� r¹dOÖÅv� dE� —œ È—uÞ «— 

ôUL²Š«Î dDÝ j ÈU¼dDÝ UÐ ¨Ê¬ Â«ÅA dDÝ Ë býUÐ vJ¹ j dDÝ dÐ«dÐ eO� «— Ê¬ Â«i Â«A fÄ Ær¹dOÖÅv� C

 dDÝ ¨ÊUWJ¹ dDÝ Ëœ q�«ô UÐ XÝ« vW¹dðU�i dDÝ Ë Â«Åj t−O²� —œ Ë Â«
  
C =0 dDÝ ÊuÇ Æj Â«CUÐ 

 dDÝi Â«A fÄ XÝ« ÊUWJ¹ 
  
cj1 = ai1 ¨

  
cj2 = ai2 Ë 

  
cj3 = ai3 vOdÞ “« ÆA Ë CU¼dDÝ ÂULð —œ 

ôU?L?²Š« e−Ð ¨bM²W¼ ÊUWJ¹Î dDÝ —œ j «c% Ë Â«
  
Cj1 = A j1 ¨

  
Cj2 = A j2 Ë

  
Cj3 = A j3t?−O²� —œ Æ

Å® dÐUMÐ≤ ¨©Å

  
bij = cj1Cj1 + cj2Cj2 + cj3Cj3�« ÆÒ ÊUMO�dðœ jWÐ dOš« ÈËUWð ÂËœ ·dÞ UCVWŠÅdÐ 

 dDÝj dÐ«dÐ «c% Ë XÝ« Â«C vMF¹ ¨XÝ« bij = CÆ�« Ò U
  
C =0 fÄ 

  
bij =0Æ

« X%UŠ —œ tâ�¬ “«ËÒt� r¹dOÖÅv� t−O²� r¹œd� d�– ÂËœ Ë ‰

                                  
dÖ«    

bij =
A       :i = j

 0       :i ≠ j





                                      

dÖ«

 «c% Ë

  

AA ∗ =
A 0 0

0 A 0

0 0 A
















= A I t?� œd?� XÐUŁ Ê«uðÅv� tÐUA� v%ôb²Ý« UÐ ÆA ∗ A = A I¨

ÄÅ® f±ÆXÝ« Ábý XÐUŁ ©

 d?Ö«A¹c?á?�Ë—«Ë t?O?C?� d?ÐU?M?Ð b?ýU?Ð d?Ï ≤ ¨
  
A ≠ 0 d?Ö« Æ

  
A ≠ 0t?D?Ð«— ÁU?~?�¬ Ï® ± —u?_ t?Ð ©

  

A 1

A
A ∗




= 1

A
A ∗





A = I b???¼œÅv???� ÊU???A???� t??� œu??ýÅv??� q??¹b??³??ð  AË X???Ý« d???¹c??á??�Ë—«Ë

  

A−1 = 1

A
A ∗

 Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∂

 ‰U¦�¥Æ f¹dðU� È«dÐ 

  

A =
2 3 −4

0 −4 2

1 −1 5

















r¹—«œ 

,
  

A
13

=
 0 −4

1 −1
= 4 , 

  

A
12

= −
 0 2

1 5
= 2 , 

  

A
11

=
−4 2

−1 5
= −18

,
  

A
23

= −
2 3

1 −1
= 5 , 

  

A
22

=
2 −4

1 5
=14 , 

  

A
21

= −
 3 −4

−1 5
= −11

Æ

  

A
33

=
 2 3

0 −4
= −8 , 

  

A
32

= −
 2 −4

0 2
= −4 , 

  

A
31

=
 3 −4

−4 2
= −10

fÄ

Æ

  

A ∗ =
−18 −11 −10

2 14 −4

4 5 −8

















�«Ò U
  
A = −46«c% ¨

Æ

  

A−1 = −1

46

−18 −11 −10

2 14 −4

4 5 −8
















=
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23
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23
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23
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23
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23
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23

−5

46

4

23



















                    s¹dLð

±Åf¹dðU� “« p¹ d¼ ÊË—«Ë ÆÆbOM� «bOÄ œułË  —u_ —œ «— d¹“ ÈU¼

 ©n%«

  

2 3

−4 −6









¨ ©»

  

1 2

4 −1









¨

 ©ÅÃ

1 1 0

1 1 1

0 2 1

















¨Å ©œ

1 2 2

3 1 0

1 1 1

















Æ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∑

≤ ‰U¦� f¹dðU� È«dÐ Æ± vMF¹ ¨

  

A =
5 3

2 1









 œ«bŽ« «b²Ð« ¨m ¨n Ë rt� bOM� «bOÄ È—uÞ «— 

œ rOýUÐ t²ý«mA2 + nA + rI = O tDÐ«— s¹« pL� tÐ fáÝ Æ  A
−1

ÆbOM� t³ÝU×� «— 

≥ bOM� ÷dO ÆA Ë  B Ë b?M?ýUÐ d¹cá�Ë—«Ë vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU�λÆd?H_ dOž vIOIŠ œbŽ p¹ 

bOM� XÐUŁ

 ©n%«AB Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë   (AB)−1 = B−1A−1
¨

 ©»At   Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë   (At )−1 = (A−1)t
¨

 ©Ãλ A Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë ( λ A)−1 = 1

λ A−1
Æ

¥ bOM� ÷dO ÆA bOM� XÐUŁ ÆbýUÐ d¹cá�Ë—«Ë vFÐd� f¹dðU� p¹ A−1 = 1

A
Æ

µ v?F?Ðd?� f¹dðU� È«dÐ dÖ« ÆA v?F?Ðd� f¹dðU� ¨B t?� b?ýUÐ œułu� AB = I b?OM� XÐUŁ ¨A

Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë  B = A−1
Æ

∂ dÖ« ©n%« ÆA Ë P Ë bMýUÐ t³ðd� r¼ vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU�  Pb?OM� XÐUŁ ¨œuý ÷dO d¹cá�Ë—«Ë

 vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐn ¨   (P−1AP)n = P−1AnP¨

 f¹dðU� ©»

  

A =
1 2

2 1









 d¹cá�Ë—«Ë f¹dðU� «b²Ð« ÆXÝ« Ábý Áœ«œ Pt� bOM� «bOÄ È—uÞ «— 

  

P−1AP =
3 0

0 −1









 vFO³Þ œbŽ È«dÐ fáÝ Æn ¨An

ÆbOM� t³ÝU×� «— 

∑ bOM� ÷dO ÆA t� XO_Uš s¹« UÐ býUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹   A
2 = A dÖ« Æ  λ ≠ 1œbŽ p¹ 

 bOM� XÐUŁ ¨býUÐ vIOIŠI − λ A r¹—«œ Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë 

  
(I − λ A)−1 = I + λ

1− λ AÆ

∏ bOM� ÷dO Æ A v?FO³Þ œbŽ Ë býUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹ n t� býUÐ œułu�An = OXÐUŁ Æ

 bOM�I − A ÊË—«Ë ÆXÝ« d¹cá�Ë—«Ë I − AøXWOÇ 

πtOC� —œ ÆÏ ¥ bOM� XÐUŁ 

  
A ∗ = A 2

Æ

±∞ dÖ« ÆA Ë B t� vLW� tÐ bMýUÐ t³ðd� r¼ vFÐd� ÈU¼Åf¹dðU� A + B = ABUÐ bOM� XÐUŁ ¨

 Èd¹cá�Ë—«Ë ÷dOA ¨ÅÅ B r¹—«œ Ë XÝ« d¹cá�Ë—«Ë eO�   A
−1 + B−1 = IÆ

±±t??¹Ë«“ È«d?Ð ÆÏÁb??ý Áœ«œ X?ÐU?Ł Ï θ Ê«—Ëœ f??¹d??ðU??� b?O?M?� X?ÐU?Ł ¨R θË X??Ý« d?¹c?á?�Ë—«Ë 

  
(R θ )−1 = R−θÆ



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥∏

µÅÆÅÅÅÅ≤vDš  ôœUF� ÁU~²Ýœ  

t%œUF� tÝ ÈU¼ÅÁU~²Ýœ tÐ «— œuš dE� gZÐ s¹« —œÏÈU¼Å‘Ë— Ë rOM�Åv� ·uDF� v%uN−� tÝ 

t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ p¹ Æœd� rO¼«uš vÝ—dÐ «— U¼ÅÁU~²Ýœ Ÿu� s¹« qŠ nK²Z�Ï —u_ tÐ v%uN−� tÝ 

Å®±   ©
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x
1
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x

2
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x

3
= b
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a
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x
1
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x
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23
x

3
= b

2

a
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x
1
+ a

32
x

2
+ a

33
x

3
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 Æb?ýU?ÐÅv�aij «— U¼ V?¹«d{ Ëxi «— U?¼ ôu?N−�t?Ð r?O?�«u?ðÅv?� «— ÁU?~?²?Ýœ s¹« ÆrO�U�Åv� ÁU~²Ýœ 

t%œUF�  —u_ÏvW¹dðU� 

Å®  ′1©  Å
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a
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a
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a
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=
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Ö« Ær?O?¼œ g?¹U?L?� e?O?�� d? r?O?¼œ —«dA =

a
11

a
12

a
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a
21

a
22

a
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 ® t?�V?¹«d?{ f?¹d?ðU?�¨©œ—«œ ÂU?� 

  

X =

x
1

x
2

x
3

















 ® t� ôuN−� f¹dðU� Ë ©œ—«œ ÂU� 

  

B =

b
1

b
2

b
3

















¨ ® ÁU~²Ýœ ÁU~�¬  ′1© —u_ tÐ 

Å®   ′′1©    ÅAX = B

t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ d¼ t� rO¹u~Ð rO�«uðÅv� «c% Ë œuýÅv� q¹b³ðÏ® bM�U� v%uN−� tÝ ±t%œUF�  p¹ dOE� ©Ï

® qJý tÐ vW¹dðU�  ′′1©ÆfJŽdÐ Ë XÝ« 

® ÁU~²Ýœ œ—u� —œ Y×Ð t� r¹dO~Ð t−O²� rO�«uðÅv� rO²HÖ ôUÐ —œ tâ�¬ “«±t%œUF� ÈË— Y×Ð UÐ ©Ï

®  ′′1©ÆXÝ« ‰œUF� 

tOC#Ï ±Æ rOM� ÷dO AX = Bt%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ vW¹dðU� qJý Ï® v%uN−� tÝ ±dÖ« ÆbýUÐ ©

  
A ≠ 0 ÁU?~?²Ýœ t−O²� —œ Ë t%œUF� s¹« ÁU~�¬ ¨®Å±»«u?ł s?¹« ÆXÝ« œdO tÐ dB×M� vÐ«uł È«—«œ ¨©

œdO tÐ dB×M�® ÁU~²Ýœ t−O²� —œ Ë t%œUF� ± ¨Å©  X = A−1BÆbýUÐÅv� 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±≥π

Æ U?³Ł« d?Ö« 
  
A ≠ 0 ÁU?~�¬ ¨A «c?% Ë X?Ý« d?¹cá�Ë—«Ë   A

−1
t?� X?Ý« `?{«Ë ÆX?Ý« œułu� 

  
X = A−1B «d¹“ ¨XÝ« t%œUF� »«uł 

  
.A A−1B( ) = AA−1( ) B = IB = B dÖ« ÊuM�« 

  
X

1
 Ë 

  
X

2

 È«d??Ð »«u??ł ËœAX = B ÁU??~??�¬ ¨b??M??ýU?Ð 
  
AX

1
= B Ë 

  
AX

2
= B «c??% Ë 

  
AX

1
= AX

2
f??Ä Æ

  
A−1(AX

1
) = A−1(AX

2
) ̈

  
(A−1A)X

1
= (A−1A)X

2
 ̈

  
IX

1
= IX

2
 U¹ ̈

  
X

1
= X

2
»«uł «c% Æ

 ÆXÝ« œdO tÐ dB×M�

 ‰U¦�±Æt%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ Ïv%uN−� tÝ 

  

2x
1
+ 3x

2
− 4x

3
=1

      − 4x
2
+ 2x

3
= −2

   x
1
− x

2
+ 5x

3
= 5









 ÈU?¼Åf?¹d?ðU?� Ær?¹d?O?ÖÅv?� d?E?� —œ «—A =

2 3 −4

0 −4 2

1 −1 5

















 ¨X =

x
1

x
2

x
3

















 Ë B =

1

−2

5

















d?E?� —œ «— 

 Ær¹dOÖÅv� t−O²� —œAX = B ¨ÊuÇ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÁU~²Ýœ vW¹dðU� qJý 
  
A = −46 ≠ 0dÐUMÐ ¨

tOC�Ï³�  œdO tÐ dB×M� »«uł t%œUF� s¹« q
  
X = A −1 B�« Æœ—«œ Ò U

  

A−1 =

9

23

11

46

5

23

−1

23

−7

23

2

23

−2

23

−5

46

4

23



















 ®tÐ

 ‰U¦�¥ «c% Ë ©bOM� ÁU~� q³� gZÐ

Æ

  

X = A−1B =

9
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11
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−5
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=
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 vMF¹X =

1

1

1

















 Ë t%œUF� »«uł 

  

x
1
=1

x
2
=1

x
3
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ÆXÝ« dE� œ—u� ÁU~²Ýœ »«uł 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥∞

® ÁU~²Ýœ ÈUNÐ«uł œ—u� —œ eO� vÝbM¼ b¹œ p¹±ÁU~²Ýœ vMF¹ ¨©

  

a
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1
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x

2
+ a

13
x

3
= b
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a
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x
1
+ a

22
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2
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3
= b

2

a
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x
1
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2
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33
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«c% Æb¼œÅv� g¹UL� «— t×H_ p¹ ÁU~²Ýœ s¹«  ôœUF� “« p¹ d¼ t� rOM�Åv� tłuð ÆXOdÖ —U�ÅtÐ Ê«uðÅv�

t%œUF� tÝ jÝuð t� vðÅU×H_ ÈË— „d²A� È«ÅtDI� œułË UÐ XÝ« ‰œUF� ÁU~²Ýœ s¹« È«dÐ »«uł œułËÏ

ÆXÝ« Ábý ÊU¹UL� d¹“ qJý —œ U¼Åt×H_ lÞUIð ◊UI� Ë UNÐ«uł sOÐ ◊U³ð—« ÆœuýÅv� hZA� ÁU~²Ýœ s¹«

t??????×??????H?????B t?????Ý Ï

ÁU??~??²??Ýœ ̈ È“«u?�

ÆXÝ« »«uł ÊËbÐ

t×HB tÝÏp¹ —œ lÞUI²� 

»«u??ł ÁU??~??²??Ýœ ¨t??D?I?�

Æœ—«œ œd�ÅtÐ dB×M�

t×HB tÝÏ—œ lÞUI²� 

ÁU??~??²??Ýœ ¨j?š p?¹

Æœ—«œ »«uł —ULAOÐ

t?×?H?B t?Ý Ï¨o?³?D?M� 

»«uł —ULAOÐ ÁU~²Ýœ

Æœ—«œ

ÊËb??Ð ÁU??~??²??Ýœ

ÆXÝ« »«uł

ÊËb??Ð ÁU??~?²?Ýœ

ÆXÝ« »«uł

 qJý±

 ‰U¦�≤Æt%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ Ï ‰U¦� v%uN−� tÝ ±ÁU~²Ýœ vMF¹ ¨

                                          

  

2x1 + 3x2 −4x3 =1

     −4x2 + 2x3 = −2

 x1−  x2 + 5x3 = 5









—œ t� —uÞÅÊUL¼ ÆrOM� vÝ—dÐ «— »«uł œułË vÝbM¼ ‘Ë— tÐ —UÐ s¹« rO¼«ušÅv� Ær¹dOÖÅv� dE�—œ «—

È«dÐ »«uł œułË «c% Æb¼œÅv� g¹UL� «— t×H_ p¹ ÁU~²Ýœ s¹«  ôœUF� “« p¹d¼ r¹œd� Á—Uý« ôUÐ

t?%œU?F?� t?Ý j?Ýuð t� vðU×H_ ÈË— „d²A� È«ÅtDI� œułË UÐ XÝ« ‰œUF� ÁU~²Ýœ s¹«ÏÁU~²Ýœ s¹« 

t?%œU?F?� Ëœ —œ Æœu?ýÅv� hZA�ÏË« Ò Êœ«œ —«d?� UÐ ‰
  
x

1
=0r?¹—Ë¬Åv?� X?ÝœÅtÐ 

  

x
2
= 3

5
 Ë 

  

x
3
= 1

5
Æ

tDI� «c%Ï 

  

(0,
3

5
,
1

5
)t%œUF� Ëœ jÝuð t� È«Åt×H_ Ëœd¼ ÈË— ÏË« ÒfÄ Æœ—«œ —«d� œuýÅv� hZA� ‰

t×H_ Ëœ s¹«Ït×H_ ÆbMM�Åv� lD� jš p¹ —œ «— d~¹bJ¹ ̈ b�«e¹UL²� t� s¹« qO%œ tÐ —u�c� ÏhZA� 

t%œUF� jÝuð ÁbýÏË« Ò —«œdÐ dÐ ‰
  
n

1
= (2, 3,−4)t×H_ Ë XÝ« œuLŽ Ït%œUF� jÝuð Ábý hZA� ÏÂËœ 
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 —«œdÐ dÐ
  
n

2
= (0, − 4,2)t×H` Ëœ „d²A� qBO t� vDš t−O²� —œ ÆÏt%œUF� Ëœ jÝuð Ábý hZA� Ï

Ë«Ò—«œdÐ UÐ XÝ« ‰n
1

× n
2

= ( − 10, − 4, − 8) —u`ÅtÐ Ê¬ Èd²�«—UÄ  ôœUF� «c% Ë œuÐ b¼«uš È“«u� 

ÆbýUÐÅv� d¹“

Æ
  
x

1
= − 10t

Æ

    
x2 =

3

5
− 4t       ,      t ∈ R

x
3

=
1

5
− 8t

t?%œU?F?� jÝuð t� È«Åt×H` dÐ jš s¹« dÖ« ‰UŠÏÁU?~?²?Ýœ ¨b?ýUÐ o³DM� œuýÅv� hZA� ÂuÝ 

¨b?M?� l?D?� t?DI� p¹ —œ «— Ê¬ dÖ« Ë œ—«b� »«uł ÁU~²Ýœ ¨bMJ� lD� «— Ê¬ dÖ« ªœ—«œ »«uł —ULAOÐ

 tÇ È«“« tÐ t� rOM� vÝ—dÐ XÝ« vOU� fÄ Æœ—«œ œdO tÐ dB×M� »«uł ÁU~²Ýœt—u�c� jš ◊UI� v¹U¼

t????×????H???` ÈË—Ï 
  
x

1
− x

2
+ 5x

3
= 5t????%œU????F????� b????¹U????Ð —u????E????M????� s????¹« È«d????Ð Æœd???O???ÖÅv???� —«d???� Ï

− 10t − (
3

5
− 4t) + 5(

1

5
− 8t) = 5�« Ær?O?M?� qŠ «— Ò  —u?` t?Ð t?%œU?F?� s?¹« U− 46t = 23

5
ÁœUÝ 

 Ê¬ »«uł UNMð t� œuýÅv�

  

t = − 1

10
 È«“« tÐ jIO fÄ ÆXÝ« 

  

t = − 1

10
¨tDI� Ï   (1,1,1)qBO t� vDš “« 

t×H` Ëœ „d²A�Ït%œUF� Ëœ jÝuð Ábý hZA� ÏË« Òt×H` ÈË— XÝ« ÁU~²Ýœ ‰ÏjÝuð Ábý hZA� 

t%œUF�Ï“« XÝ«  —U³Ž t� œ—«œ œdO tÐ dB×M� vÐ«uł ÁU~²Ýœ «c% ÆœdOÖÅv� —«d� ÁU~²Ýœ ÂuÝ 

                                                

x1 = 1

x2 = 1

x3 = 1.









® ÁU~²Ýœ —œ dÖ«± ¨©
  
b

1
= b

2
= b

3
= 0t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ p¹ rO¹uÖÅv� ÁU~�¬ ¨Ïv?%uN−� tÝ 

s~L¼t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ p¹ t� XÝ« `{«Ë Ær¹—«œ Ïs~L¼ v%uN−� tÝ 

Å® ≤    ©

  

a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ a
13

x
3

= 0

a
21

x
1

+ a
22

x
2

+ a
23

x
3

= 0

a
31

x
1

+ a
32

x
2

+ a
33

x
3

= 0









t%œUF� dOE�ÏvW¹dðU� 

Å®  ′2©   ÅAX = O

ÆXÝ«
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 ‰U¦�≥Æt%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ Ïs~L¼ v%uN−� tÝ 

  

2x
1
+ x

2
+ x

3
=0

−4x
1
−2x

2
−2x

3
=0

3x
1
− x

2
+ x

3
=0









 r?O?M?�Åv?� ÷d?O Ær?¹dOÖÅv� dE�—œ «—A =

2 1 1

−4 −2 −2

3 −1 1



















 Ë 

  

X =

x
1

x
2

x
3

















 t?−?O?²�—œ ÆAX=O

 ÊuÇ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÁU~²Ýœ vW¹dðU� qJý
  
A =0Ábý Áœ«œ ÁU~²Ýœ t−O²�—œ Ë t%œUF� s¹« È«dÐ «c% ¨

tOC�Ï ± t?� X?Ý« `{«Ë t²³%« ÆœuÐ b¼«uZ� “UÝ—U�   x1 = x2 = x3 =0s?~L¼ ÁU~²Ýœ s¹« »«uł p¹ 

vÝbM¼ ‘Ë— ÁU~²Ýœ s¹« È«dÐ dH_dOž »«uł œułË ÂbŽ U¹ œułË vÝ—dÐ È«dÐ Ë ©dH_ »«uł® býUÐÅv�

Ë«  ôœUF� ÆbýUÐ “UÝ—U� XÝ« sJL�ÒÁU~²Ýœ UÐ ÁU~²Ýœ s¹« t−O²�—œ ÆbM²W¼ vJ¹ —u�c� ÁU~²Ýœ ÂËœ Ë ‰

2x
1
+ x

2
+ x

3
=0

3x
1
− x

2
+ x

3
=0





�« ÆXÝ« ‰œUF�Ò ◊UI� U
  
(x

1
, x

2
, x

3
)t%œUF� —œ t� ÏË« Òt×H_ p¹ ◊UI� bMM�Åv� ‚b_ ‰Ï√b³� “« «—cÖ 

 ◊U?I?� Æb?M?ýUÐÅv�  UB²Z�
  
(x

1
, x

2
, x

3
)t?%œU?F� —œ ‚œU_ Ë Ï�« ÆX?Ý« s?O?MÇ eO� ÂËœ Òt?×?H_ Ëœ UÏ

 ◊U?I?� f?Ä ÆbMM�Åv� lD� jš p¹ —œ «— d~¹bJ¹  UB²Z� √b³� “« «—cÖ Ë e¹UL²�
  
(x

1
, x

2
, x

3
)t� 

t%œUF� —œ r¼ b�—«œ —«d� jš s¹« ÈË—ÏË« Òt%œUF� —œ r¼ Ë bMM�Åv� ‚b_ ‰Ï◊UI� “« p¹ d¼ «c% Ë ÂËœ 

d?H?_ÅÅÅd?O?ž ÈU?N?Ð«u?ł ÁU?~?²?Ýœ s?¹« fÄ Æb¼œÅv� XÝœÅtÐ —u�c� ÁU~²Ýœ È«dÐ vÐ«uł jš s¹« ÈË—

Æœ—«œ ©»«uł —ULAOÐ l�«Ë—œ®

t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU� ÊUMO�dðœ ÊœuÐ dH_ “« q³� ‰U¦� —œ t� s¹«Ïs~L¼ v%uN−�ÅtÝ 

tOC� ÆbýUÐÅvL� vOœUBð œ—«œ »«uł —ULAOÐ ÁU~²Ýœ t� rO²OdÖ t−O²�ÏÆbM�Åv� sýË— «— Ÿu{u� s¹« d¹“ 

tOC#Ï ≤Æ rOM� ÷dO AX = Ot%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ vW¹dðU� qJý Ï® s~L¼ v%uN−� tÝ ≤ÆbýUÐ ©

® ÁU~²Ýœ t−O²� —œ Ë t%œUF� s¹«  —u_ s¹« —œ≤ dÖ« jIO Ë dÖ« XÝ« »«uł —ULAOÐ È«—«œ ©
  
A =0Æ 

Æ U³Ł« ( ⇐ ) rOM� ÷dO 
  
A ≠ 0tOC� dÐUMÐ «c% ÆÏ ±t%œUF� ¨Ï AX = OdB×M� »«uł È«—«œ 
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 œd?????O t????Ð  X = A−1O = OU?????�Ëe?????% «c?????% Æb?????ýU?????ÐÅv?????� i?????�U?????M????ð t????� X????Ý« Î 
  
A =0Æ

( ⇒ )t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ Ï® s~L¼ v%uN−� tÝ ≤ —u_ÅtÐ ©

                                 

  

a
11

x
1
+ a

12
x

2
+ a

13
x

3
=0

a
21

x
1
+ a

22
x

2
+ a

23
x

3
=0

a
31

x
1
+ a

32
x

2
+ a

33
x

3
=0









ÈU¼Åf¹dðU� t� býUÐÅv�

                        

  

A =
a
11

a
12

a
13

a
21

a
22

a
23

a
31

a
32

a
33

















    ,     X =
x

1

x
2

x
3

















 v?M?F¹ ¨Ê¬ vW¹dðU� qJýAX = O ÷d?O U?Ð Æb¼œÅv� XÝœÅtÐ «— 
  
A =0ÁU?~?²?Ýœ s¹« rOM�Åv� XÐUŁ ¨

vÝbM¼ ‘Ë— —uEM� s¹« È«dÐ ÆXÝ« »«uł —ULAOÐ È«—«œ
±

s¹«  ôœUF� “« p¹d¼ Ær¹dOÖÅv� —U�ÅtÐ «— 

È«ÅtDI� œułË UÐ XÝ« ‰œUF� ÁU~²Ýœ s¹« È«dÐ »«uł œułË Ë bM�Åv� hZA� «— È«Åt×H_ ÁU~²Ýœ

t?%œU?F?� tÝ jÝuð t� vðU×H_ ÈË— „d²A�Ït?Ýd?¼ t?� r?OM�Åv� tłuð ÆœuýÅv� hZA� ÁU~²Ýœ s¹« 

 «d¹“ ¨bM�Åv� —u³Ž  UB²Z� √b³� “« t×H_
  
x

1
= x

2
= x

3
=0ÆXÝ« s~L¼ ÁU~²Ýœ È«dÐ vÐ«uł 

Ë« X�UŠÒ∫‰ÆbMýUÐ o³DM� r¼dÐ t×H_ tÝ 

t?D?I?� —ULAOÐ t� XÝ« `{«Ë X%UŠ s¹« —œÏt?×?H?_ p?¹ l�«Ë —œ® t� vðU×H_ ÈË— „d²A� 

t%œUF� tÝ jÝuð ©Ë bM²W¼Ï—ULAOÐ eO� ÁU~²Ýœ «c% Ë Xý«œ b¼«uš œułË œuýÅv� hZA� ÁU~²Ýœ s¹« 

ÆXý«œ b¼«uš »«uł

∫ÂËœ X�UŠÆbMýUÐ o³DM� r¼dÐ t×H_ tÝ “« UðËœ 

—œ ©bM²W¼ vJ¹ l�«Ë —œ t�® «— d~¹œ t×H_ Ëœ  U×H_ “« vJ¹ t� XÝ« `{«Ë X%UŠ s¹« —œ

«œb?−?� Ë œd� b¼«uš lD� jš p¹Ît?×?H?_ t?Ý ÈË— X?Ý« v�d²A� ◊UI� jš s¹« ◊UI� ÏÁb?ý sOOFð 

t%œUF� tÝ jÝuðÏÆœ—«œ »«uł —ULAOÐ ÁU~²Ýœ «c% Ë s~L¼ ÁU~²Ýœ 

∫ÂuÝ X�UŠÆbMýUÐ e¹UL²� t×H_ tÝ 

p¹ t� s¹« qO%œ tÐ ÁU~²Ýœ ÂuÝ Ë ÂËœ  ôœUF� jÝuð Ábý hZA�  U×H_ X%UŠ s¹« —œ 

tDI�Ï bM�U� jš p¹ —œ «— d~¹bL¼ b�—«œ „d²A� L ÆbMM�Åv� lD� L —«œdÐ È“«u� 
  
n

2
× n

3
t� XÝ« 

 Ê¬ —œn
2
= (a

21
,a

22
,a

23
)t??×??H?_ d?Ð œu?L?Ž —«œd?Ð Ït??%œU??F??� j?Ýu?ð Áb?ý h?Z?A?� ÏË X?Ý« ÂËœ 

±UOd_ò tOC� s¹«  U³Ł« ‡‡Ît�U�dÐ “« åvDš d³ł ÈU¼—«eÐ« UÐ ÏÆXÝ« Ã—Uš »U²� s¹« vÝ—œ 
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n
3
= (a

31
,a

32
,a

33
)t?×?H_ dÐ œuLŽ —«œdÐ Ït?%œU?F� jÝuð Ábý hZA� Ïv?Ý—dÐ b¹UÐ ‰UŠ ÆÂuÝ 

t?×?H?_ t?Ð X?³W� jš s¹« XOF{Ë t� rOM�Ït?%œU?F� jÝuð Ábý hZA� ÏË« Òt?×?H_ ÆXÝ« t�u~Ç ‰Ï

t?%œU?F?� j?Ýuð Ábý hZA�ÏË« Ò —«œd?Ð dÐ ‰n
1
= (a

11
,a

12
,a

13
)Ë ÷d?O d?ÐU?M?Ð ÊuÇ Ë XÝ« œuLŽ 

 s¹dLðπt×H_ “« Ï ±≤∏

                                  n1.(n2 × n3) = A =0,

 jš «c%Lt×H_ Ë Ït%œUF� jÝuð Ábý hZA� ÏË« Òp¹ œułË qO%œ tÐ t� œuÐ bM¼«uš È“«u� ‰

tDI�Ï l?�«Ë —œ UN�¬ ÈË— „d²A� L ◊U?I?� ÂU?Lð fÄ ÆXÝ« o³DM� t×H_ s¹«dÐ LÈË— „d?²A� ◊UI� 

t?%œU?F?� t?Ý jÝuð t� bM²W¼ vðU×H_Ïe?O?� X?%U?Š s?¹« —œ ÁU~²Ýœ «c% Ë œuýÅv� hZA� ÁU~²Ýœ s¹« 

Æœ—«œ »«uł —ULAOÐ

t4œUF� tÝ ÈU¼ÅÁU~²Ýœ qŠ È«dÐ d�«d —u²ÝœÏv4uN−� tÝ 

tOC�Ït%œUF� tÝ ÈU¼ÅÁU~²Ýœ qŠ È«dÐ «— výË— d¹“ Ï»uWM� t� b¼œÅv� XÝœ tÐ v%uN−� tÝ 

ÆXÝ« d�«d� tÐ

tOC#Ï ≥Æ©d?�«d —u²Ýœ®  t?%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ r¹dOÖÏ® v?%uN−� tÝ ± ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ©A«— 

 È«dÐ Ë rOM�Åv� ÷dO ÁU~²Ýœ s¹« V¹«d{ f¹dðU�
  
j =1,2, 3 ̈A j vW¹dðU� «—   3 × 3“« t� r¹dOÖÅv� 

 Êu²Ý i¹uFðj Â«AUÐ 

  

b
1

b
2

b
3

 dÖ« ÆXÝ« Áb�¬ XÝœ tÐ
  
A ≠ 0 ÁU~²Ýœ œdO tÐ dB×M� »«uł  —u_ s¹« —œ ¨®Å±U¼Å‰u�dO “« ©È

   

  

x
1
=

A
1

A
 ,  x

2
=

A
2

A
 ,  x

3
=

A
3

A

Æb¹¬Åv� XÝœ tÐ

Æ U?³Ł«  dÖ«
  
A ≠ 0 ¨t?OC�Ï ±t?%œU?F?� t?Ý ÁU?~²Ýœ t� b¼œÅv� ÊUA� Ï® v?%u?N−� tÝ ±«—«œ ©È

œdO tÐ dB×M� »«uł
  
(x

1
, x

2
, x

3
)rOW¹uMÐ rO�«uðÅv� U¼ÅÊUMO�dðœ ÈU¼ÅvÖó¹Ë dÐUMÐ ÊuM�« ÆXÝ« 



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥µ

x
1

A =
a
11

x
1

a
12

a
13

a
21

x
1

a
22

a
23

a
31

x
1

a
32

a
33

                                   =
a
11

x
1

+ a
12

x
2

a
12

a
13

a
21

x
1

+ a
22

x
2

a
22

a
23

a
31

x
1

+ a
32

x
2

a
32

a
33

             =
a
11

x
1

+ a
12

x
2

+ a
13

x
3

a
12

a
13

a
21

x
1

+ a
22

x
2

+ a
23

x
3

a
22

a
23

a
31

x
1

+ a
32

x
2

+ a
33

x
3

a
32

a
33

                                          =
b

1
a
12

a
13

b
2

a
22

a
23

b
3

a
32

a
33

ÆÅÅÅ                                                          
  
= A

1

 t−O²� —œ

  

x
1

=
A

1

A
 Ê«uðÅv� tÐUA� —uÞ tÐ Æ

  
x

2
 Ë 

  
x

3
ÆXÝ« XÐUŁ rJŠ «c% Ë œd� t³ÝU×� eO� «— 

 ‰U¦�¥Æ ‰U¦� ÁU~²Ýœ ±dÐ«dÐ ÁU~²Ýœ s¹« »«uł ¨d�«d� —u²Ýœ pL� tÐ Ær¹dOÖÅv� dE� —œ «— 

UÐ XÝ«

,

  

x
1

=

1 3 − 4

− 2 − 4 2

5 − 1 5

2 3 − 4

0 − 4 2

1 − 1 5

=
− 46

− 46
= 1

  

x
2

=

 2 1 − 4

0 − 2 2

1 5 5

 2 3 − 4

0 − 4 2

1 − 1 5

=
− 46

− 46
= 1,
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Æ

  

x
3
=

 2 3 1

0 −4 −2

1 −1 5

 2 3 −4

0 −4 2

1 −1 5

=
−46

−46
=1

t?4œU?F?� t?Ý ÈU?¼ÅÁU?~?²?Ýœ q?Š È«d?Ð Êœd?ł ‡‡ ”ËUÖ ‘Ë— Ë ”ËUÖ v�cŠ ‘Ë—Ït?Ý 

v4uN−�

® ÁU?~?²?Ýœ V?¹«d{ f¹dðU� ÊUMO�dðœ dÖ« r¹b¹œ t� —uD�UL¼±f?¹d?ðU?� rO�«uðÅv� ¨býUÐ dH_ÅdOž ©

ÊË—«Ë® sOOdÞ Êœd� »d{ UÐ ÆrOM� «bOÄ «— ÁU~²Ýœ V¹«d{   ′′1©f¹dðU� s¹« —œ  ÁU~²Ýœ »«uł ÊË—«Ë 

Æœ—«œ ÈœU¹“  U³ÝU×� Ë  UOKLŽ tÐ “UO� bý d�– t� výË— tÐ ÊË—«Ë f¹dðU� Êœd� «bOÄ Æb¹¬Åv� XÝœÅtÐ

vKLŽ ÈU¼œdÐ—U� ÿU×% “« ̈ býUÐ t²ý«œ “UO� Èd²L�  UOKLŽ t� U¼ÅÁU~²Ýœ qŠ È«dÐ Èd~¹œ ÈU¼Å‘Ë— «c%

ÈU¼Å‘Ë— XLW� s¹« —œ Æœ—«œ —«d� tłuð œ—u�”ËUÖ v�cŠ  Ë  Êœdł ‡‡ ”ËUÖÈU¼ÅÁU~²Ýœ qŠ È«dÐ «—

t%œUF� tÝÏ∫rOM�Åv� ÁœUH²Ý« ÁU~²Ýœ qŠ È«dÐ d¹“ ÈU¼ÅÁbŽU� “« U¼Å‘Ë— s¹« —œ ÆrOM�Åv� d�– v%uN−� tÝ 

±d?O?O?G?ð ÁU?~?²?Ýœ »«u?ł ¨rOM� »d{ dH_ÅdOž œbŽ p¹ —œ «—  ôœUF� “« vJ¹ sOOdÞ dÖ« ©

¨bM�ÅvL�

≤t%œUF� tÐ «—  ôœUF� “« vJ¹ sOOdÞ dÖ« ©Ï¨bM�ÅvL� dOOGð ÁU~²Ýœ »«uł ¨rO¹«eOUOÐ Èd~¹œ 

≥ÆbM�ÅvL� dOOGð ÁU~²Ýœ »«uł ¨rOM� ÷uŽ «— t%œUF� Ëœ ÈUł dÖ« ©

”ËUÖ v�cŠ ‘Ë—

 ”ËUÖ vOcŠ ‘Ë—tz«—« UÐ «—Ï� vÝ—dÐ œ—u� d¹“ ‰U¦� ÆrO¼œÅv� —«d

2x
1
+ 4x

2
+ 6x

3
=18

4x
1
+ 5x

2
+ 6x

3
= 24

3x
1
+ x

2
−2x

3
= 4









—œ XÝ« Ábý qOJAð XÐUŁ d¹œUI� “« t� vOU{« Êu²Ý p¹ UÐ Á«dL¼ «— ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU�

Ær¹dOÖÅv� dE�

  

2 4 6 18

4 5 6 24

3 1 −2 4
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« dDÝ —œ t� ÈdBMŽ XWZ�ËÒ« Êu²Ý Ë ‰ËÒd_UMŽ Ë Áœ«œÅ —«d�  UOKLŽ —u×� «— œ—«œ —«d� ‰

« Êu²ÝËÒr¹—«œ fÄ ÆrOM�Åv� dH_ Ábý d�– bŽ«u� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— ÂuÝ Ë ÂËœ ÈU¼dDÝ —œ ‰

Æ

  

        R
1

R
2
−2R

1

R
3
−

3

2
R

1

2 4 6 18

0 −3 −6 −12

0 −5 −11 −23

















  ®ÅRi dDÝ vMF¹ÅÅiÂ«©

—œ l?�«Ë d?BMŽ Ë t²OdÖ  UOKLŽ —u×� «— ÂËœ Êu²Ý Ë ÂËœ dDÝ —œ l�«Ë dBMŽ ÈbFÐ ÂUÖ —œ

ÆrOM�Åv� dH_ «— ÂuÝ dDÝ Ë ÂËœ Êu²Ý

Æ

  

        R
1

       R
2

R
3
−

5

3
R

2

2 4 6 18

0 −3 −6 −12

0 0 −1 −3

















ÁœUH²Ý« UÐ rO�«uðÅv� XÝ« Ábý q¹b³ð v¦K¦� ôUÐ f¹dðU� p¹ tÐ ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU� t� ‰UŠ

s????¹d???š¬ —œ l???�«Ë —œ Ær???O???M???� «b???O???Ä «— »«u???ł ôU???Ð t???Ð s???O???¹U???Ä “« v???²???A???Öd???Ð  U???O???K???L???Ž “«

ÆXÝ« Áb�¬—œ d¹“  —u_ tÐ ÁU~²Ýœ tKŠd�

  

2x
1
+ 4x

2
+ 6x

3
=18

     − 3x
2
−6x

3
= −12

                − x
3
= −3









 f?Ä
  
x

3
= 3t?%œU?F?� —œ È—«c?~¹Uł UÐ Ë Ï r?¹—«œ ÂËœ 

  
x

2
= −2—œ «— —«b?I?� Ëœ s?¹« ÊuM�« Æ

t%œUF�Ï« ËÒ fÄ ¨rOM�Åv� È—«c~¹Uł ‰
  
x

1
= 4Æ

Êœdł ‡‡ ”ËUÖ ‘Ë—

d_UMŽ ¨tKŠd� d¼ —œ U−M¹« —œ v%Ë XÝ« ”ËUÖ vOcŠ ‘Ë— tÐUA� eO� Êœdł ‡‡ ”ËUÖ ‘Ë—

v?K?³� ‰U¦� tÐ ÆrOM�Åv� q¹b³ð dH_ tÐ Ábý d�– bŽ«u� “« ÁœUH²Ý« UÐ «— Êu²Ý d¼ —œ vK_« dD� “« dOž

ÆbOM� tłuð

  

1 2 3 9

4 5 6 24

3 1 −2 4

















tKŠd�Ï« Ë
Ò

tKŠd� tÐUA� ‰Ï« Ë
Ò

ÆXÝ« ”ËUÖ vOcŠ ‘Ë— ‰



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥∏

Æ

  

        R
1

R
2
− 4R

1

R
3
− 3R

1

1 2 3 9

0 −3 −6 −12

0 −5 −11 −23

















tKŠd� —œÏd_UMŽ Ë t²OdÖ —u×� «— ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU� ÂËœ Êu²Ý Ë ÂËœ dDÝ dBMŽ ÂËœ 

« dDÝ —œ ÂËœ Êu²ÝË
Ò

ÆrOM�Åv� dH_ «— ÂuÝ Ë ‰

Æ

  

R
1
+

2

3
R

2
 

        R
2

R
3
−

5

3
R

2
 

1 0 −1 1

0 −3 −6 −12

0 0 −1 −3

















K� Ë XÝ«  UOKLŽ —u×� ÂuÝ Êu²Ý Ë ÂuÝ dDÝ ÈË— dBMŽ bFÐ ÂUÖ —œÒtOÏÂuÝ Êu²Ý d_UMŽ 

« ÈU¼dDÝ —œË
Ò

ÆrOM�Åv� dH_ «— ÂËœ Ë ‰

Æ

  

R
1
− R

3

R
2
−6R

3
 

        R
3

1 0 0 4

0 −3 0 6

0 0 −1 −3

















U²¹UN� ËÎ« dDÝ d_UMŽ ̈Ë
Ò

« Êu²Ý ̈ ‰Ë
Ò

 tÐ «— ÂuÝ Êu²Ý ̈ ÂuÝ dDÝ Ë ªÂËœ Êu²Ý ̈ ÂËœ dDÝ ª‰±q¹b³ð 

ÆrOM�Åv�

Æ

    R
1

−
1

3
R

2

 − R
3

1 0 0 4

0 1 0 −2

0 0 1 3

















 “« XÝ«  —U³Ž Å»«uł fÄ
  
x

1
= 4 ¨

  
x

2
= −2 Ë 

  
x

3
= 3Æ

Ædcðf¹dðU� vK_« dD� ÈË— t� ÈdBMŽ Êœdł ‡‡ ”ËUÖ Ë ”ËUÖ vOcŠ ÈU¼Å‘Ë— —œ dÖ« 

“« vJ¹ Ë dBMŽ Ê¬ q�Uý dDÝ ÈUł býUÐ dH_ ¨œdOÖ —«d� —u×� b¹UÐ Ë œ—«œ —«d� ÁU~²Ýœ V¹«d{

K?� vMF¹ ¨býUÐ t²ý«b� ÊUJ�« È—U� sOMÇ dÖ« ÆrOM�Åv� ÷uŽ «— d~¹œ ÈU¼dDÝÒt?OÏÊu²Ý —œ d_UMŽ 

»«u?ł ÁU?~?²?Ýœ Ë X?Ý« d?H_ dÐ«dÐ ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU� ÊUMO�dðœ ÁU~�¬ ¨býUÐ dH_ dÐ«dÐ tÞuÐd�

Æœ—«b�



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±¥π

                   s¹dLð

±ÆbOM� qŠ ©œułË  —u_ —œ® ÁU~²Ýœ V¹«d{ f¹dðU� ÊË—«Ë Êœd� «bOÄ UÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁU~²Ýœ Æ

©n%«  

  

2x
1
− 5x

2
+ 2x

3
= 7

x
1
+ 2x

2
− 4x

3
= 3

3x
1
− 4x

2
−6x

3
= 5









¨

»                       ©  

  

2x
3
+ 3 = x

2
+ 3x

1

x
1
− 3x

3
= 2x

2
+ 1

3x
2
+ x

3
= 2−2x

1









Æ

≤ÆbOM� qŠ Êœdł ‡‡ ”ËUÖ Ë ”ËUÖ vOcŠ ‘Ë— ̈ d�«d� —u²Ýœ pL� tÐ «— d¹“ ÈU¼ÅÁU~²Ýœ Æ

©n%«    

  

2x
1
+ 4x

2
+ 6x

3
=18

4x
1
+ 5x

2
+ 6x

3
= 24

2x
1
+ 7x

2
+ 12x

3
= 40









¨ÅÅ  ©»       

  

 x
1
+ x

2
− x

3
= 7

4x
1
− x

2
+ 5x

3
= 4

6x
1
+ x

2
+ x

3
=18









¨

©Ã
ÅÅÅÅ      

−2x
1
+ x

2
+   6x

3
 =18

 5x
1

        +  8x
3

= −16

3x
1
+ 2x

2
−10x

3
= −3









Æ

≥ÆbOM� qŠ ”ËUÖ vOcŠ ‘Ë— tÐ «— d¹“ ÁU~²Ýœ Æ

  

x
2
+ x

3
=0

x
1
+ x

3
= 2

x
1
+ x

2
=0









¥tOC�  pL� tÐ ÆÏ ≤ s¹dLð È«dÐ Èd~¹œ  U³Ł« ̈∑dÖ« bOM� XÐUŁ vMF¹ ÆbOM� tz«—« q³� gZÐ “« 

A t?� X?O_Uš s¹« UÐ býUÐ vFÐd� f¹dðU� p¹   A2 = A Ë   λ ≠ 1 ÁU?~�¬ ¨vIOIŠ œbŽ p¹ I − λ A

 ÆXÝ« d¹cá�Ë—«Ë  (I − λ A)−1
 ÆbOM� t³ÝU×� eO� «—

µ bOM� ÷dO ÆA  Ë B t� È—uÞ ̈ bMýUÐ vFÐd� f¹dðU� Ëœ I − ABbOM� XÐUŁ ÆXÝ« d¹cá�Ë—«Ë 

I − BA XÝ« d¹cá�Ë—«Ë eO� ®tOC� “« ∫v¹ULM¼«—Ï ≤Æ©bOM� ÁœUH²Ý« 
  

I − BA( ) −1
 ÆbOM� t³ÝU×� eO� «—

∂t%œUF� tÝ ÁU~²Ýœ ÆÏ jš tÝ d¹“ v%uN−� Ëœ 
  
L

1
 ̈

  
L

2
 Ë 

  
L

3
ÆbM�Åv� hZA� t×H_ —œ «— 

  

a
11

x
1
+ a

12
x

2
= b

1

a
21

x
1
+ a

22
x

2
= b

2

a
31

x
1
+ a

32
x

2
= b

3











ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ∞

Æb¼œÅv� ÊUA� r¼ tÐ X³W� «— jš tÝ s¹« nK²Z�  ôUŠ d¹“ ÈU¼ÅqJý

tŽuL−�ÏÆbOM� nO_uð  ôUŠ s¹« “« p¹ d¼ —œ «— Ábý Áœ«œ ÁU~²Ýœ »«uł 

∑ ÈË— vD¹«dý tÇ X×ð t� bOM� vÝ—dÐ vÝbM¼ ‘Ë— pL� tÐ Æa ¨b Ë cÁU~²Ýœ 

  

2x
1
− x

2
+ 3x

3
= a

x
1
+ 2x

2
+ x

3
= b

7x
1
+ 4x

2
+ 9x

3
= c









¨XÝ« œdO tÐ dB×M� »«uł È«—«œ ©n%«

¨œ—«b� »«uł ©»

Æœ—«œ »«uł —ULAOÐ ©Ã

∏Æb¹dO~Ð dE�—œ «— d¹“ ÁU~²Ýœ Æ

  

a
11

x
1
+ a

12
x

2
+ a

13
x

3
= b

1

a
21

x
1
+ a

22
x

2
+ a

23
x

3
= b

2





Æœ—«œ »«uł —ULAOÐ U¹ ¨œ—«b� »«uł U¹ ôUÐ ÁU~²Ýœ «dÇ t� bO¼œ `O{uð ©n%«

 dÖ« ©»
  
b

1
= b

2
=0øbýUÐ t²ý«œ »«uł —ULAOÐ b¹UÐ ôUÐ ÁU~²Ýœ «dÇ ¨

 qJý≤

L1 = L2 = L3

L3

L1 = L2

L3

L2

L1

L1

L2

L3

L1

L3

L2
L2

L3

L1



ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ±µ±

lł«d�

[1] Barnett, P. A., Ziegler, M. R., Pre-calculus, Third edition, Mc Graw -

Hill, New York, 1995.

[2] Lang, S,  Linear Algebra, Third edition, Springer - Verlag, New York,

1987.

[3] O’Nan, Michael,  Linear Algebra,  Harcourt Brace Jovanovich, New

York, 1971.

]tLłdðÏ ÆqJ¹U� ¨ÊU�Ë« ∫vÝ—UO vDš d³łtLłdð ÆÏL×� d³�«ÅvKŽ Òd?A� e�d� ¨ÈœUÐ¬ÅsWŠ Èb

 ¨Ê«dNð ¨v¼U~A�«œ±≥∂≥Æ[

[4]Silverman, Richard A, Modern Calculus and Analytic Geometry,

Macmillan, New York, 1969.

]tLłdðÏ œ—Uâ¹— ¨s�—uKOÝ ∫vÝ—UO ± ÆtÝbM¼ Ë ‰«d~²�« Ë qO��«dH¹œ »U�ŠÏb¹bł vKOK×ð Æ

tLłdðÏ ¨Ê«dNð ¨vMO Ë vLKŽ  «—UA²�« ¨Áœ«“År%UŽ d³�«ÅvKŽ ±≥∂∑Æ[

]ÅµÅ[  Æd?H?Fł ¨UýuO� ªvO×¹ ¨gÐUðtÝbM¼Ïv?D?š d³ł Ë vKOK×ð Á—Ëœ ÆÏt?²ý— ¨v¼U~A�«œÅgOÄ Ï

 ¨Ê«dNð ¨‘—ËdÄ Ë ‘“u�¬  —«“Ë vÝ—œ ÈUNÐU²� nO%Qð Ë Èe¹—Åt�U�dÐ d²Oœ ¨v{U¹— ÂuKŽ±≥∑∑Æ


	000-C294-1
	001-033-C294-1
	034-050-C294-1
	051-064-C294-1
	065-092-C294-1
	093-112-C294-1
	113-129-C294-1
	130-151-C294-1

