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سخني با هنرجویان گرامی

به گفتۀ بسیاری از دانشمندان، ریاضی علمی شیرین و کاربردی است و تاریخ ریاضی نشان داده که حل مسائل 
عملی محیط پیرامونی موجب توسعۀ ریاضیات شده است. هدف اصلی ریاضی، حل مسائلی است که انسان در 

زندگی روزمره و عملی با آنها روبه رو است.
شما با دیدن شنای شناگران، نمی توانید شنا یاد بگیرید بلکه برای شناگر شدن باید وارد آب شوید و خودتان 

مستقیماً عمل کنید.
یادگیری ریاضی صرفاً خواندن و شنیدن مفاهیم ریاضی نیست؛ بلکه ریاضیات علمی معنادار است و تا زمانی 

که خود شما درگیر حل مسائل نشوید نمی توانید ریاضی را یاد گرفته و از آن استفاده کنید.
انجام  با  شما  و  می شود  مطرح  مسئله ای  داستان گونه،  متن  یک  در  که  است  گونه ای  به  کتاب  این  طراحی 

فعالیت هایی که در ادامۀ مسئله آمده است به مفهوم ریاضی مورد نظر می رسید.
سعی کنید تمامی این عملیات را انجام دهید و مطمئن باشید خواهید توانست مفاهیم را به خوبی یاد گرفته 

و نهایتاً مسئله های کتاب را حل کنید.
مفاهیم ریاضی در این کتاب در ارتباط با هم بوده و به هم وابسته اند. سعی شده است مثال ها و تمرین هایی که 

در کتاب آمده است کاربردی بوده و با محیط پیرامونی زندگی ما مرتبط باشند.
آنچه که مسلم است ریاضیات زبان علم است و در تمام متن زندگی ما حضور دارد. یادگیری ریاضی شما را 
قادر می سازد تا توانایی تجزیه و تحلیل مسئله هایی را که با آنها برخورد می کنید، داشته باشید و خواهید دید 

که چگونه می توانید آموخته های خود را به کار برده و مسئله های مهمی را حل کنید.
در این کتاب علاوه بر تأکید بر این جنبۀ ریاضی، به تأثیر فناوری در یادگیری ریاضی نیز توجه شده است. 
محیط و ابزار فناوری از جمله استفاده از ماشین حساب و نرم افزارهای پویا مانند جئوجبرا، این امکان را فراهم 
می سازد تا هنرجو فرصت درک شهودی، رشد مهارت های تفکر مانند حدسیه و فرضیه سازی، الگویابی و غیره 

را پیدا کند. بنابراین به کارگیری فناوری از اصولی است که در تألیف این کتاب به آن توجه شده است.
در خاتمه برای آنکه کتاب برای شما بهتر قابل استفاده باشد، از نظر برخی از هنر آموزان محترم استفاده شده 

است که بدین وسیله از ایشان تشکر و قدردانی می گردد.
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بر روی  از مدتی  افقی پرتاب کنیم، پس  به طور  را  اگر پرتابه ای 
باشد،  بیشتر  پرتابه  اولیۀ  سرعت  هرچه  می کند.  سقوط  زمین 
پرتابه مدت بیشتری را در هوا باقی می ماند و محل سقوط بر روی 

زمین فاصلۀ بیشتری تا محل پرتاب دارد.
اولیۀ  سرعت  به  وابسته  پرتاب  محل  تا  پرتابه  سقوط  محل  فاصلۀ 
پرتابه است و می گویند این فاصله تابعی از سرعت اولیۀ پرتابه است.
پرتابه  اولیۀ  سرعت  افزایش  با  زمین،  بودن  گرد  به  توجه  با  اما 
بر زمین  ثانیه(، ممکن است پرتابه هرگز  )تقریباً 7 کیلومتر در 

سقوط نکند.
اگر سرعت اولیۀ پرتابه از این مقدار بیشتر باشد، پرتابه با زمین 

برخورد نمی کند.

پودمان  اول

تابع
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رابطۀ بین کمیت ها

امروز، کلاس ریاضی ما با نجوم شروع شد.
دبیر گفت: من در دورة دبیرستان به نجوم خیلی علاقه داشتم و دربارة آن بسیار مطالعه می کردم. در 
کتاب های نجوم خوانده بودم که فاصلۀ خورشید تا زمین 150 میلیون کیلومتر است و نور خورشید حدود 
8 دقیقه و 20 ثانیه طول می کشد تا به زمین برسد. بعد از خورشید، نزدیک ترین ستاره به زمین، پروکسیما 
برسد.  زمین  به  تا  این ستاره 4/2 سال طول می کشد  نور  دارد.  نام   )Proxima Centauri( قنطورس1 
فاصلۀ ستارگان از هم زیاد است و برای اندازه گیری آن از مقیاس بسیار بزرگي به نام سال نوري استفاده 
فاصلۀ  مثال،  براي  می کند.  طی  سال  یک  در  نور  که  است  مسیری  طول  نوري،  سال  از  منظور  می شود. 
میلیارد سال  است. دورترین ستاره های دیده شده، 13/3  نوری  زمین، 4/2 سال  با  قنطورس  پروکسیما 

نوری با ما فاصله دارند.
آرش که از هنرجویان کنجکاو کلاس بود، با تعجب پرسید:

ما که نمی توانیم به این ستاره ها برویم؛ پس دانشمندان این فاصله ها را چگونه اندازه می گیرند؟
دبیر گفت: سؤال بسیار خوبی است. اما من یک سؤال آسان تر مطرح مي کنم؛ معمولاً مساحت یک مربع 

را چگونه اندازه می گیرید؟
حمید گفت: طول ضلع مربع را اندازه می گیرم و سپس، آن را به توان دو می رسانم.

از طریق طول ضلع آن،  بلکه  نمي کنید؛  اندازه گیری  به طور مستقیم  را  دبیر گفت: پس، مساحت مربع 
مساحتش را به دست مي آورید.

حمید گفت: بله، مساحت مربع با طول ضلعش رابطه دارد، اما این مطلب چه ربطی به فاصلۀ ستارگان دارد؟
دبیر گفت: صبر کنید به ارتباط این مطالب با فاصله های ستارگان هم می رسیم. آیا می توانید مورد دیگری 
هم پیدا کنید که نتوانید آن را به طور مستقیم اندازه گیری کنید ولی با اندازه گیری یک کمیت2 دیگر، اندازة 

آن را به دست آورید؟
صادق گفت: در جایی دیدم که ارتفاع از سطح دریا را با دماسنج اندازه می گیرند. دمایی که آب در آن 
به جوش می آید یعنی دمای جوش آب، در هر مکان با ارتفاع آن مکان از سطح دریا رابطه دارد. پس اگر 
دمای جوش آب را در مکانی اندازه گیری کنیم، ارتفاع آن مکان از سطح دریا را می توانیم به دست آوریم.

دبیر گفت: براي اندازه گیری فاصلۀ ستارگان تا زمین، آیا مي توان از این روش استفاده کرد؟

1ــ در بعضی از متون مربوط به ستاره شناسی این ستاره را پروکسیما سنتوری نام می برند.
2ــ مفاهیمی مانند وزن و جرم و بار الکتریکی و فشار هوا و نظایر آنها را کمیت های فیزیکی و مفاهیمی مانند طول و مساحت و حجم و نظایر 
آنها را کمیت های هندسی می نامند. برخی از این کمیت ها با یکدیگر رابطه دارند و شناختن این ارتباطات بخش مهمی از کار علوم تجربی و 

ریاضی است.
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آرش گفت: اگر بتوانیم کمیتی را بیابیم که با این فاصله ها ارتباط داشته باشد و بتوان آن را اندازه گیری 
کرد، شاید بتوانیم این فاصله ها را به دست آوریم.

دبیر گفت: به یک چراغ روشن دقت کنید. هر چه به آن نزدیک تر مي شوید، نور بیشتری به شما می رسد 
و هر چه از آن دورتر مي شوید، نور کمتری دریافت مي کنید. آیا این مطلب به حل مسئله کمکی می کند؟

آرش گفت: یعنی میزان نوری که از چراغ به ما می رسد، با فاصلۀ چراغ از ما مرتبط است. پس با اندازه گیری 
نوری که از ستارگان به ما می رسد، می توانیم فاصلۀ آنها را به دست آوریم.

دبیر گفت: بله درست است. با اندازه گیری نوری که از ستارگان به ما می رسد، فاصلۀ آنها با ما به دست 
می آید. 

در دنیای واقعی، به کمیت های متعددی برخورد می کنیم که با هم ارتباط دارند؛ از این ارتباط می توان 
استفاده کرد و با داشتن مقدار یکی، دیگری را به دست آورد. برای درک بهتر مفهوم رابطۀ بین کمیت ها، 

در فعالیت)1( ارتباط طول یک فنر و جرم جسمی را که به آن آویزان می شود، بررسی می کنیم.
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فنری در اختیار داریم که در حالت طبیعی طول آن 10 سانتی متر است. به ازای هر 15 گرم 
وزنه که به آن آویزان می کنیم، 1 سانتی متر به طول آن اضافه می شود. حداکثر طول این فنر 60 

سانتی متر است و اگر بیش از این کشیده شود پاره می شود.

 در جاهای خالی کلمۀ مناسب بگذارید. 1
الف( هر چه جرم وزنۀ آویزان شده .............. شود، طول فنر ........... می شود.

ب( اگر به این فنر یک وزنۀ 300 گرمی آویزان کنیم برای پیدا کردن طول فنر، چون به ازای هر 
15 گرم، 1 سانتی متر به طول آن اضافه می شود، پس ابتدا 300 را بر .... تقسیم می کنیم و سپس 
..................................................................................................................................................................................

 در حالت کلی، اگر جرم وزنۀ آویزان شده را بر حسب گرم با a نشان دهیم و طول فنر را  2
بر حسب سانتی متر با l نشان دهیم، رابطه ای بنویسید که مقدار l را برحسب مقدار a بیان کند.
......................................................................................................................................................................................
3 حداکثر جرمی که می توانیم به این فنر آویزان کنیم، چقدر است؟ )راهنمایی: برای پیدا 
کردن حداکثر جرمی که می توانیم به این فنر آویزان کنیم، ابتدا باید حداکثر تغییر طول فنر را 

به دست آورد(.
......................................................................................................................................................................................
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فعالیت )1( نشان می دهد که اندازۀ طول فنر با اندازۀ جرم وزنه آویزان شده مرتبط است. جدول زیر 
اندازۀ طول فنر را به ازای چندین مقدار خاص برای جرم وزنۀ آویزان شده، نشان می دهد.

جرم وزنه آویزان شده )بر حسب گرم(750600525450300150750

طول فنر کشیده شده )بر حسب سانتی متر(6050454030201510

اگر به ازای کلیۀ مقادیر برای جرم وزنه، مقدار طول فنر را در نظر بگیریم، نمودار این رابطه به صورت 
یک پاره خط طبق شکل زیر است که در آن محور افقی نشان دهنده جرم وزنه آویزان شده برحسب 
از این  بالا، نقاطی  گرم و محور عمودی نشان دهنده طول فنر بر حسب سانتی متر می باشد. جدول 

پاره خط را نشان می دهد.

جرم وزنه )برحسب گرم(

ر(
 مت

تی
سان

ب 
س

رح
ر )ب

 فن
ول

ط

کمیت های مرتبط بسیاری وجود دارند. برای مثال، مساحت یک مربع و طول ضلع آن دو کمیت مرتبط 
و  آوریم  به دست  را  آن  مساحت  می توانیم  آنگاه  بدانیم،  را  مربع  اگر طول ضلع  حالت،  این  در  هستند. 

برعکس، با داشتن مساحت مربع، طول ضلع آن نیز مشخص می شود.
ارتباط بین کمیت  ها را می توان در طبیعت و زندگی روزمره یافت: فشار هوا در هر نقطه  از  مثال هایی 
و ارتفاع آن نقطه از سطح دریا، هزینه پرداخت شده بابت برق و میزان برق مصرف شده، قیمت بلیت 

اتوبوس های بین شهری و فاصلۀ بین شهرها و غیره نمونه هایی از این ارتباط محسوب می شوند. 
سؤال مهمی که مطرح می شود این است که رابطه بین دو کمیت را چگونه باید بیان کنیم. در مثال )1(، 
نمونۀ دیگری از ارتباط بین دو کمیت را می بینیم که درک بیشتری از رابطه بین کمیت ها را به ما می دهد.
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مثال 1

خودرویی را در نظر بگیرید که گنجایش 60 لیتر بنزین را دارد. اگر این خودرو با سرعت ثابت حرکت 
کند، برای طی کردن هر 100 کیلومتر، 8 لیتر بنزین مصرف می کند. باک این خودرو قبل از حرکت، 
پر شده است. مقدار بنزین باقی مانده در باک خودرو با مسافت طی شده رابطه دارد. توجه داشته باشید 
که هیچ خودرویی تمام بنزین باک خود را مصرف نمی کند و توصیه می شود برای وارد نشدن صدمه 

به موتور، حداقل 5 لیتر بنزین در باک موجود باشد. 
در این مثال نتایج زیر را می توان مشاهده کرد:

 می شود. ….…بیشتر  شود، مسافتی که با خودرو طی شده است  ….…کمتر  هر چه بنزین در باک 

 کیلومتر مسافت را طی کرده است. 200….…  اگر 44 لیتر بنزین در باک خودرو باقی مانده باشد، خودرو 
 کیلومتر مسافت را طی می کند. /=

100 12 58
زیرا، این خودرو به ازای هر لیتر بنزین، 

 با توجه به توصیه ای که برای سالم نگه داشتن موتور شده است، حجم بنزین موجود در باک نباید 
به صفر برسد. طبق توصیه، در باک باید حداقل 5 لیتر بنزین وجود داشته باشد و حداکثر حجم باک 

نیز 60 لیتر است.

 d و مسافت طی شده را برحسب کیلومتر با v اگر مقدار بنزین باقی مانده در باک را بر حسب لیتر با 
نشان دهیم، رابطه ای که مقدار d را برحسب v نشان می دهد، به صورت )d  =12/5)60-v است، زیرا 

این خودرو به ازای هر لیتر بنزین، 12/5 کیلومتر مسافت را طی می کند.

 جدول زیر مسافت طی شده را به ازای چند مقدار خاص برای حجم بنزین موجود در باک، نشان 
می دهد.

حجم بنزین در باک )بر حسب لیتر(6050453020105

مسافت طی شده )بر حسب کیلومتر(0125187/5375500625687/5

اگر به ازای کلیۀ مقادیر برای حجم بنزین موجود در باک )5 تا 60 لیتر(، مسافت طی شده را در 
افقی  محور  که  است  بعد  پاره خط طبق شکل صفحه  یک  به صورت  رابطه  این  نمودار  بگیریم،  نظر 
نشان دهندۀ حجم بنزین موجود در باک بر حسب لیتر و محور عمودی نشان دهندۀ مسافت طی شده 

بر حسب هر واحد 10 کیلومتر می باشد. جدول بالا، نقاطی از این پاره خط را نشان می دهد.
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مفتولی به طول 100 سانتی متر در اختیار داریم. قسمتی از آن را می بریم و با قطعۀ بریده شده 
یک مربع می سازیم. مساحت مربع به دست آمده با طول قطعۀ بریده شده رابطه دارد.

 آیا مساحت می تواند صفر باشد؟  1

ر(
ومت

کیل
 10

د 
اح

ر و
)ه

ده 
 ش

طی
ت 

ساف
م

حجم بنزین در باک

کار در کلاس1  

 با توجه به نمودار، اگر 20 لیتر بنزین در باک باقی مانده باشد، خودرو 500 کیلومتر را طی کرده است.

طی شده،  مسافت  و  باقی مانده  بنزین  مقدار  بین  رابطۀ  شناخت  برای  که  می دهد  نشان  مثال  این 
مسافت طی شده  و  باشد  می تواند  مقادیری  باک، چه  در  موجود  بنزین  که حجم  بدانیم  کافی  است 
توسط خودرو چگونه از حجم بنزین موجود در باک محاسبه می شود. در واقع، برای شناخت رابطۀ 
بین دو کمیت، باید بدانیم که این کمیت ها چه مقدارهایی می توانند داشته باشند و شیوۀ محاسبۀ 

یکی برحسب دیگری چیست.
رابطۀ بین کمیت ها در زمینه های بسیار متنوعی دیده می شود و لازم است بتوانیم در هر زمینه ای این 

رابطه ها را تشخیص دهیم. 
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 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول را با x نشان دهیم، x چه مقادیری می تواند باشد؟ 2

… < x < … 

 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول 8 سانتی متر باشد، مساحت مربع ساخته شده چند  3
سانتی متر مربع است؟

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................
 اگر طول قطعۀ بریده شده از مفتول را با x و مساحت مربع ساخته شده با آن را با S نشان  4

دهیم، رابطه ای بنویسید که مقدار S را بر حسب مقدار x بیان کند.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

با توجه به پاسخ پرسش های بالا، به سؤال های زیر پاسخ دهید.
5 جدول زیر، ارتباط بین طول قطعۀ بریده شده و مساحت مربع ساخته شده را نشان می دهد. 

این جدول را کامل کنید.

طول قطعۀ بریده شده )برحسب سانتی متر(6048322041

مساحت مربع )برحسب سانتی متر مربع(1441

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

و محور  بر حسب سانتی متر  را  بریده شده  قطعۀ  افقی طول  بعد، محور  در شکل صفحۀ    6
بالا،  جدول  می دهد.  نشان  سانتی مترمربع  بر حسب  را  شده  ساخته  مربع  مساحت  عمودی، 
نقاطی در این صفحۀ مختصات را نشان می دهد. 4 نقطۀ اول جدول را در نمودار صفحۀ بعد 

بیابید و آنها را به طور تقریبی به هم وصل کنید.
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 با توجه به نمودار، برای ساختن مربعی به مساحت 40 سانتی متر  مربع، چه مقدار از مفتول  7
را باید ببریم؟ این مقدار را به کمک رابطۀ قسمت )4( نیز به دست آورید و سپس مقایسه کنید.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
 آیا پاسخ به سؤالات )2( و )4( برای شناخت رابطۀ بین مساحت مربع ساخته شده و طول  8

قطعۀ بریده شده از مفتول کافی هستند؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
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1 کدام یک از گزینه های زیر دو کمیت مرتبط هستند؟ اگر دو کمیت مرتبط هستند، هر یک را مسائل
نام گذاری کنید و رابطه بین این دو کمیت را با نام های انتخابی خود بنویسید.

الف( طول ضلع یک مربع و محیط آن؛ 
ب( طول ضلع یک مربع و مساحت آن؛

پ( محیط یک مثلث و طول بزرگ ترین ضلع آن؛
ت( شعاع یک دایره و محیط آن؛

ث( شعاع یک دایره و مساحت آن؛
ج( مساحت یک مستطیل و محیط آن.

 آیا درجه حرارت یک مکان بر حسب سانتی گراد و درجه حرارت آن بر حسب فارنهایت مرتبط  2
هستند؟ اگر مرتبط هستند، هر یک را نام گذاری کنید و رابطه بین آنها را بنویسید.

 وزن جلد کتابی )با حداکثر 200 صفحه( برابر 40 گرم و وزن هر ورق آن 0/8 گرم است.  3
رابطه ای بنویسید که به کمک آن بتوان وزن کتاب را بر حسب تعداد ورق های آن به دست آورد.

 راننده ای مسافت 350 کیلومتری بین دو شهر را با سرعت ثابت 70 کیلومتر بر ساعت در  4
حال طی کردن است.

الف( آیا مقدار مسافتی که طی می کند )  d( و زمان )  t(، دو کمیت مرتبط هستند؟ اگر دو کمیت 
مرتبط هستند، چه رابطه ای بین آنها برقرار است؟

ب( هر یک از این دو کمیت چه مقادیری را می توانند داشته باشند؟

5 طنابی به طول 10  متر در اختیار داریم. قطعه ای از آن را می برُیم و با قطعۀ برُیده شده یک 
حلقۀ دایره ای شکل می سازیم. مساحت حلقه دایره ای شکل به دست آمده با طول قطعۀ بریده شده 

رابطه دارد. 

الف( آیا مساحت می تواند صفر باشد؟ 
ب( طول قطعۀ بریده شده از طناب، چه مقادیری می تواند باشد؟

S
x
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پ( اگر طول قطعه بریده شده از طناب 4  متر باشد، مساحت دایرۀ ساخته شده چند مترمربع است؟
ت( اگر طول قطعۀ بریده شده از طناب را با x و مساحت دایرۀ ساخته شده با آن را با S نشان 

دهیم، رابطه ای بنویسید که مقدار S را بر حسب مقدار x بیان  کند.
ث( جدول زیر، ارتباط بین طول قطعۀ بریده شده و مساحت دایرۀ ساخته شده را نشان می دهد. 

.)π ≈ 3 این جدول را کامل کنید )فرض کنید

8642
1
طول قطعه بریده شده2

1
3

1
مساحت دایره48

 دو کمیت مرتبط به هم مثال بزنید. هر یک را نام گذاری کنید و در صورت امکان رابطۀ بین  6
این دو کمیت را با نام های انتخابی خود بنویسید.

مفهوم تابع

اهمیت رابطۀ بین کمیت ها، ابتدا در فیزیک مشاهده شد و بیان ریاضی ارتباط کمیت ها، مفهوم تابع را 
به وجود آورد. تاکنون، چند کمیت مرتبط به هم را بررسی کردیم. اگر یکی از این کمیت ها را کمیت 
)الف( و دیگری را کمیت )ب( بنامیم، مثال ها به گونه ای بودند که با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، 

یک مقدار معین برای کمیت )ب( به دست می آمد. 

 مجموعۀ مقادیر کمیت )الف(مجموعۀ مقادیر کمیت )ب( 

بیان  تابع  نام  به  مفهومی  با  ریاضی  در  که  روابط خاصی هستند  کمیت ها،  بین  روابط  از  دسته  این 
می شوند و کمیت )ب( را تابعی از کمیت )الف( می نامند. در واقع، وقتی که کمیتی مانند )ب( وابسته 
به کمیت دیگری مانند )الف( باشد، و به ازای هر مقداری از کمیت )الف(، مقدار معینی برای کمیت )ب( 

داشته باشیم، مفهوم تابع پیش می آید و می گوییم کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( است.
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تعریف

فرهاد گفت: منظور از این جمله که با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، یک مقدار معین برای کمیت )ب( 
به دست می آید، چیست؟

دبیر گفت: در فعالیت )1( دیدیم که اگر یک وزنۀ a گرمی به فنر آویزان کنیم، طول آن برابر l خواهد شد 
a به دست آمد. در این رابطه با مشخص شدن 

l = +1015 و رابطه ای که بیانگر این واقعیت است به صورت 
جرم وزنه، یک مقدار معین برای طول فنر به دست می آید. مثلًاًً اگر یک وزنه 75 گرمی به فنر آویزان کنیم، 
طول آن یک مقدار معین می باشد. این مقدار معین برابر 15 سانتی متر است. بنابراین، طول فنر تابعی از 

جرم وزنه می باشد.
فرهاد گفت: آیا مثال )1( که در آن رابطۀ بین مسافت طی شده با مقدار بنزین باقی مانده در باک خودرو 

را بررسی کردیم، نیز همین طور است؟
دبیر گفت: بله. دیدیم که مسافت طی شده )  d( با مقدار بنزین باقی مانده در باک خودرو ) v( رابطه دارد و 
رابطه ای که بیانگر این واقعیت است به صورت (d  =12/5)60-v است. در این رابطه با مشخص شدن مقدار بنزین 
باقی مانده در باک، یک مقدار معین برای مسافت طی شده به دست می آید. مثلًاً اگر حجم بنزین باقی مانده در 
باک 30 لیتر باشد، مسافت طی شده، مقدارِ معین 375 کیلومتر می باشد. بنابراین، مسافت طی شده توسط 

خودرو، تابعی از حجم بنزین باقی مانده در باک است. آیا شما می توانید مثال دیگری ذکر کنید؟
فرهاد گفت: مساحت مربع تابعی از ضلع آن است، زیرا با مشخص شدن اندازه ضلع مربع، یک مقدار معین 
برای مساحت آن به دست می آید. مثلًا اگر اندازه ضلع مربع 5 متر باشد، مساحت مربع مقدار معین 25 متر 

مربع می باشد.

اگر دو کمیت )الف( و )ب( با یکدیگر مرتبط باشند و با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، یک 
مقدار معین برای کمیت )ب( به دست آید، در این صورت کمیت )ب( را تابعی از کمیت )الف( 

می نامند.

اگر دو کمیت )الف( و )ب( با هم ارتباط داشته باشند ولی با مشخص شدن مقدار کمیت )الف( نتوان 
یک مقدار معین برای کمیت )ب( به دست آورد؛ یعنی، با مشخص شدن مقدار کمیت )الف(، بیش 

از یک مقدار برای کمیت )ب( به دست آید این رابطه، تابع نیست.

گفتگو
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مثال 2
 در کار در کلاس )1( دیدیم که مساحت مربع ساخته شده )  S( با طول قطعۀ بریده شده از مفتول 

 دارد. در این رابطه با مشخص شدن طول قطعۀ بریده شده، یک مقدار  x
S =

2

16 )x( رابطه ای  به صورت 

معین برای مساحت مربع ساخته شده به دست می آید. مثلًا اگر طول قطعۀ بریده شده 8 سانتی متر 
بنابراین، مساحت مربع  باشد، مساحت مربع ساخته شده، مقدار معین 4 سانتی متر مربع می باشد. 

ساخته شده، تابعی از طول قطعه بریده شده است.

مثال 3
فرض کنید خودرویی در جادۀ مستقیمی در حال حرکت است. این جاده را به صورت محور اعداد در 
نظر می گیریم. هر نقطه روی محور اعداد، با یک عدد حقیقی مشخص می شود که آن را مختص طولی 
آن نقطه می نامند. مثلًاً در شکل زیر مختص طولی خودروی قرمز برابر 2 و مختص طولی خودروی 

آبی برابر 3- است. مختص طولی این خودرو، با فاصلۀ آن تا مبدأ ارتباط دارد.

2-3

اگر فاصلۀ خودرو تا مبدأ را کمیت )الف( و مختص طولی آن را کمیت )ب( بنامیم، با مشخص شدن 
مقدار کمیت )الف(، برای کمیت )ب( یک مقدار معین به دست نمی آید. مثلًاً، اگر فاصلۀ خودرو تا مبدأ 
8 واحد باشد، خودرو ممکن است دارای مختص طولی 8- یا 8 باشد. یعنی به طور قطع نمی توان یک 
مکان خاص مشخص را برای خودرو تعیین کرد. به عبارت دیگر، با داشتن فاصلۀ خودرو تا مبدأ، برای 
مختص طولی آن یک مقدار معین به دست نمی آید، زیرا ممکن است مختص طولی خودرو، دو عدد 

قرینۀ هم باشد.

8-8

-3

بنابراین، در این مثال، کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( نخواهد بود. اما بر عکس، با مشخص شدن 
مختص طولی خودرو، فاصلۀ آن تا مبدأ دقیقاً مشخص می شود. پس، در این مثال، کمیت )الف(، تابعی 
از کمیت )ب( خواهد بود. برای مثال، اگر مختص طولی خودرو برابر 3- باشد، در این صورت فاصلۀ 

آن از مبدأ مقدار معین 3 است.
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تعریف

 در فعالیت )1(، آیا جرم جسم آویزان شده، تابعی از طول فنر است؟ چرا؟ 1
.....................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

 در مثال )1(، آیا مسافت طی شده توسط خودرو، تابعی از حجم بنزین مصرف شده است؟ چرا؟ 2
.....................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

تابعی که رابطۀ بین دو  در بررسی نمونه هایی از کمیت های مرتبط دیدیم که برای مشخص شدن 
کمیت )الف( و )ب( را بیان می کند باید به دو سؤال اصلی زیر پاسخ دهیم:

1 کمیت )الف( چه مقادیری می تواند داشته باشد؟
 با مشخص شدن یک مقدار برای کمیت )الف(، چگونه مقدار کمیت )ب( به دست می آید؟ 2

فرض کنیم کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( باشد. مقادیری را که کمیت )الف( می تواند داشته 
باشد، دامنۀ این تابع می نامند و قانونی را که، مقادیر کمیت )ب( را بر حسب مقادیر کمیت )الف( 

به دست می دهد، قانون یا ضابطۀ این تابع می نامند.

مثال 4
در کار در کلاس )2( دیدیم که اگر l ، طول فنر کشیده شده با آویزان کردن یک وزنۀ a گرمی باشد، 
جرم وزنه، تابعی از طول فنر کشیده شده است. مقادیری که طول فنر می تواند داشته باشد از 10 تا 
} است. مقدار a بر حسب l از طریق  }|x x∈ ≤ ≤ 10 60 60 سانتی متر هستند. پس، دامنۀ این تابع 
تساوی a   =15l    -150 محاسبه می شود، پس قانون تابعی که جرم وزنه را بر حسب طول فنر بیان 

می کند، به صورت a   =15l    -150 است.

کار در کلاس2  
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 در مثال )1(، دامنه و قانون تابعی را بنویسید که مسافت طی شده توسط ماشین را بر حسب  1
حجم بنزین باقی مانده در باک، بیان می کند.

......................................................................................................................................................................................
.....................................................................................................................................................................................

را  مربع ساخته شده  که مساحت  بنویسید  را  تابعی  قانون  و  دامنه   ،)1( در کلاس  کار  در    2
برحسب طول قسمت بریده شده از مفتول، بیان می کند.

.....................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

نیوتن لایب نیتز

نیاز به بررسی روابط بین کمیت ها با رشد علوم آغاز شد. ابتدا نیوتن و گالیله برای توصیف حرکت 
اشیا، نیاز به یافتن رابطۀ بین زمان و مکان اشیا را احساس کردند. 

لایب نیتز ریاضی دان قرن هفدهم نیز برای توصیف یک منحنی در صفحه، نیاز به یافتن رابطه 
بین طول و عرض نقاط یک منحنی را احساس کرد. نهایتاً، بررسی روابط بین کمیت ها منجر 
به تعریف مفهوم تابع در ریاضی شد. اما رسیدن به مفهوم تابع چندان ساده نبود و با شروع از 
کارهای نیوتون و لایب نیتز تا رسیدن به یک مفهوم دقیق از تابع، بیش از سه قرن طول کشید 

)تاریخ ریاضی ایوز، جلد 2(.  

کار در کلاس3

خواندنی
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  آیا دمای کلاس شما در یک روز معین، تابعی از زمان است؟ چرا؟مسائل 1

ازای هر  به  و  است  متفاوت  دریا،  از سطح  ارتفاعات مختلف  در   دمای هوا در یک منطقه،  2
150 متر افزایش ارتفاع، 1 درجه از دمای هوا کاسته می شود. آیا دمای یک منطقه تابعی از ارتفاع 

آن منطقه از سطح دریا است؟ چرا؟

بابت اجارۀ مغازه، آب، برق و دستمزد  3 یک مغازه شیرینی فروشی ماهانه 7 میلیون تومان 
کارگران، به طور ثابت پرداخت می کند. تولید هر کیلوگرم شیرینی 3000 تومان هزینۀ مواد 
اولیه دارد. ظرفیت تولید شیرینی در این مغازه حداکثر 2500 کیلوگرم در ماه است. قیمت هر 
 x کیلوگرم شیرینی در بازار 12000 تومان است و تمام تولیدات مغازه به فروش می رسد. اگر

میزان تولید شیرینی باشد:
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الف( درآمد این مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با به دست آوردن دامنه و قانون 
آن مشخص کنید.

ب( هزینه ماهانه مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با به دست آوردن دامنه و 
قانون آن مشخص کنید.

پ( سود مغازه، تابعی از میزان تولید آن است، این تابع را با مشخص کردن دامنه و قانون آن 
مشخص کنید.

4 از منبع آبی با حجم 500 لیتر برای پرکردن یک حوضچه استفاده می شود. اگر شیر آب منبع 
به طور کامل باز باشد، در هر دقیقه 5 لیتر آب از آن خارج می شود.

الف( توضیح دهید که چرا حجم آب داخل حوضچه تابعی از زمان است.
ب( با فرض آنکه در لحظه صفر، حوضچه خالی است، قانون این تابع را با نوشتن حجم آب داخل 

حوضچه بر حسب زمان باز بودن شیر، بنویسید.
پ( دامنۀ این تابع را مشخص کنید.

5 سنگی را به هوا پرتاب می کنیم و بعد از 3 ثانیه به زمین برمی گردد. در این صورت کمیت 
ارتفاع سنگ از سطح زمین و کمیت زمان، با هم مرتبط هستند.

الف( چرا ارتفاع سنگ از سطح زمین تابعی از زمان است؟
ب( اگر زمان را بر حسب ثانیه اندازه بگیریم و مبدأ، زمان شروع پرتاب باشد، دامنۀ این تابع چیست؟

6  فرض کنیم که x2 مربع عدد حقیقی x باشد، آیا با مشخص بودن x2 ، برای x یک مقدار معین 
در اعداد حقیقی به دست می آید؟ آیا یک عدد، تابعی از مربع آن است؟ چرا؟
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بازه ها

به  او  می کرد؛  دوستش صحبت  با  بود،  کرده  قبل حل  که شب  تابع  به  مربوط  تمرین های  دربارة  حسین 
} نمایش  } |x x∈ ≤ ≤10 60 دوستش گفت: در حل تمرین های تابع و مرور درس به مجموعه ای که با 
داده شده بود، برخورد کردم. به نظرم آمد که چنین نمایشی کمی دشوار است. فکر می کنی می توانیم آن 

را ساده تر بنویسیم؟
احمد گفت: بهتر است سر کلاس ریاضی از دبیر سؤال کنیم.

حسین در کلاس از دبیر ریاضی پرسید: برای اینکه در ریاضی بتوانیم آسان تر صحبت کنیم، از نمادها و علائم 
} رامی توان ساده تر نمایش داد؟ } |x x∈ ≤ ≤10 60 استفاده می شود. آیا مجموعه هایی مانند 

علی گفت: قبلاً وقتی می خواستیم اعداد طبیعی از 1 تا 6 را نمایش دهیم، آن را به صورت 6  ,...,1 می نوشتیم. 
آیا برای اعداد حقیقی هم می توانیم این خلاصه سازی را داشته باشیم؟

برای آسان تر صحبت کردن  از زیر مجموعه های اعداد حقیقی کاربرد بیشتری دارند.  دبیر گفت: برخی 
دربارة آنها سعی می شود ساده تر نمایش داده شوند.

زیرمجموعه هایی از اعداد حقیقی را که به صورت زیر است در نظر بگیرید.

{ }x a x b∈ ≤ ≤

نمایش آن روی محور به صورت روبه رو است.

نقطه های توپر نشان دهندۀ آن است که a و b دو عضو از این مجموعه هستند. مجموعۀ بالا را به صورت ]a, b[ نشان 
می دهند و آن را بازۀ بسته به ابتدای a و انتهای b یا به اختصار بازۀ بستۀ a تا b می نامند.

مثال 5

بازه های ]1 ,0[ و ]1- ,3-[ را با نماد مجموعه نمایش دهید و روی یک محور نشان دهید.

[ ] { }, |= ∈ ≤ ≤01 0 1x x

{ }[ , ] |x x− − = ∈ − ≤ ≤ −3 1 3 1

مثال 6
} است.  }|x x∈ ≤ ≤ 10 60 کار در کلاس )2( نشان داد که جرم وزنه، تابعی از طول فنر و دامنه آن 

پس دامنۀ این تابع، بازه ]60 ,10[ است.

گفتگو

a b

10-1-3
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اگر از بازۀ بسته ]a , b[ ابتدا و انتهای آن را خارج کنیم، آن را بازۀ باز به ابتدای a و انتهای b یا به 
اختصار بازۀ باز a تا b می نامند و با )a , b( نشان می دهند. به عبارت دیگر: 

{ }( , ( |a b x a x b= ∈ < <

نقطه های توخالی نشان دهنده آن است که a و b متعلق به این مجموعه نیستند.
اگر از بازۀ بسته ]a , b[ ابتدا یا انتهای آن را خارج کنیم، بازۀ نیم باز، نیم بسته به دست می آید. اگر 
ابتدای آن را خارج کنیم، آن را با ]a , b( نشان می دهند و آن را بازه باز در a و بسته در b می نامند. 

به عبارت دیگر:
{ }) , ] | = ∈ < ≤a b x a x b

نمایش این مجموعه روی محور 
به صورت روبه رو است:

اگر از بازۀ بسته ]a , b[، انتهای آن را خارج کنیم، آن را با )a , b[ نشان می دهند و آن را بازۀ بسته 
در a و باز در b می نامند. به عبارت دیگر: 

{ }[ , ( |a b x a x b= ∈ ≤ <

مثال 7
الف( مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر یا مساوی 5 و بزرگ تر از 1 را روی محور نشان دهید و با بازه 

نمایش دهید.
{ }) , ] | = ∈ < ≤1 5 1 5x x

ب( بازة )4 ,1[ را با نماد مجموعه نمایش دهید و روی یک محور نشان دهید.

{ }[ , ( | = ∈ ≤ <1 4 1 4x x

 بازه های زیر را با نماد مجموعه نمایش داده و روی یک محور نشان دهید. سپس تعیین کنید  1
− متعلق به کدام یک از بازه ها می باشد.

3
10

   ]2, 5[
    )-1, 3(
    )4, 7[
  ]-4, -2(

a b

a b

a b

51

41

کار در کلاس4
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 هر یک از مجموعه های زیر را روی یک محور نمایش داده و با نماد بازه ها نشان دهید. 2

  |x x
− ∈ < < 

 


1 23

{ }|x x∈ < ≤ 3 55

{ }|x x∈ ≤ < 1 10

{ }|x x∈ − ≤ ≤ 3 8

} را نیز بازه نامیده و با )∞+ , a[ نمایش می دهند) توجه  }x a x∈ ≤ مجموعه های به صورت 
داشته باشید که در این علامت گذاری نماد ∞+ به عدد خاصی اشاره ندارد و نشانۀ هیچ عدد 

خاصی نیست(.
ابتدای این بازه عدد a است ولی انتهایی ندارد و آن را بازۀ بسته a تا مثبت بی نهایت می نامند.

{ }[ , ( |a x a x+ ∞ = ∈ ≤

اگر a را از این بازه خارج کنیم آن را با )∞+ , a( نشان می دهند و آن را بازۀ باز a تا مثبت 
بی نهایت می نامند. به عبارت دیگر:

{ }( , ( |a x a x+ ∞ = ∈ <

می دهند.  نمایش   )-∞ , b[ با  را   { }|x x b∈ ≤ به صورت  مجموعه هایی  ترتیب،  همین  به 
انتهای این بازه عدد b است ولی ابتدایی ندارد و آن را بازۀ بسته از منفی بی نهایت تا b می نامند. 

به عبارت دیگر:
{ }) , ] |b x x b−∞ = ∈ ≤

اگر b را از این بازه خارج کنیم، آن را با )b , ∞-( نشان می دهند و آن را بازۀ باز منفی بی نهایت 
تا b می نامند. به عبارت دیگر:

{ }( , ( |b x x b−∞ = ∈ <

 بازۀ )∞+ , 1[ را روی محور نمایش دهید. 1

 بازۀ )1 , ∞ -( را روی محور نمایش دهید. 2

  اجتماع این دو بازه را روی محور نمایش دهید. اجتماع این دو بازه، چه مجموعه ای است؟ 3
......................................................................................................................................................................................

کار در کلاس4

کار در کلاس5

a

a

b

b
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1 مجموعه های زیر را با بازه نمایش دهید و روی محور مشخص کنید.
الف( مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر از 3-  

ب( مجموعۀ اعداد حقیقی بزرگ تر یا مساوی 2

پ( مجموعۀ اعداد حقیقی بین 3- و 5  

 بازه های زیر را روی محور مشخص کنید. 2
الف( )3 ,0(
ب( )5 ,1-[
پ( ]4 ,1-(

 مجموعۀ جواب نامعادله 2x  - 5>1 را با یک بازه نمایش دهید. 3

4 جدول زیر را کامل کنید. 

نمایش با نماد مجموعهنمایش با بازهنمایش روی محور اعدادتوصیف مجموعه

{ }|x x∈ ≤ < 0 2

]1, 4(

مجموعۀ اعداد حقیقی کوچک تر یا مساوی 2 

1

مسائل
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نمادگذاری تابع ها

رابطۀ بین کمیت ها، به شکل های مختلفی برقرار می شود؛ بنابراین تابع های بسیاری وجود دارند. برای 
صحبت کردن در مورد تابع ها بهتر است برای هر تابع نامی انتخاب کنیم. مثلًاً، در فعالیت فنر، جرم 
وزنۀ آویزان شده تابعی از طول فنر است، می توانیم این تابع را   f بنامیم.1 در این صورت، دامنۀ این 

Df    =]10, 60[ یا دیِ اف(2 نشان می دهیم، پس f بخوانید دامنۀ( Df تابع را با
عدد 27 در دامنۀ این تابع است و با جای گذاری 27 در قانون تابع، a  =15l   -150، عدد 255=27-150× 15 
به دست می آید. مقداری را که با جای گذاری 27 در قانون تابع به دست می آید با )27(  f )بخوانید افِ 27( 
نشان می دهند، پس f  )27(  =15×27-150=255. عدد 34 نیز در دامنۀ این تابع است و با جای گذاری 34 
در قانون تابع، عدد   360=150-34×15 به دست می آید. مقداری را که با جای گذاری 34 در قانون تابع 
به دست می آید با )34(  f نشان می دهند، پس: 15×34-150=360 = )34(  f. اگر l عددی در Df باشد )یعنی 
l∈Df(، با اعِمال قانون تابع f روی آن، مقدار 15l   -150 به دست می آید و آن را با )l(  f )بخوانید افِ الِ( 

.f  )l ( =15l   -150 :نشان می دهند، پس

1ـ نماد f اول کلمۀ function است که در زبان انگلیسی به معنای تابع است.
2ـ نماد D اول کلمۀ Domain است که به معنای محدوده ای معین است.

اگر l  ∈Df، در این صورت l می تواند مقادیر مختلفی داشته باشد، به همین دلیل در عبارت ) l ،f  )l را 
متغیر تابع f می نامند. در مسئلۀ فنر، از نماد l به عنوان متغیر این تابع استفاده کردیم ولی می توانیم 
از نام های دیگری هم استفاده کنیم. اگر از نماد x برای متغیر تابع f استفاده کنیم؛ در این صورت 
x∈Df و f  )x(=15x   -150. انتخاب نام متغیر یک تابع، اختیاری است و هر نمادی را می توان برای 

متغیر به کاربرد. در نام گذاری توابع نیز می توان از نمادهای دیگری مانند g و h و غیره استفاده کرد.
در این هنگام، برای احمد، سؤالی پیش آمد.

 f  )l ( باشد، جرم جسم آویزان شده l گذاشتیم، اگر طول فنر f که نام تابع را )احمد گفت: در فعالیت )1
است. با استفاده از قانون این تابع، من می توانم )f )70 را هم حساب کنم، اما عدد 70 در دامنه این تابع 

نیست. پس معنای )f  )70 چیست؟

گفتگو

55272

360

15l - 150

34

l

f
Df
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 دبیر گفت: همان طور که گفتید،70 در دامنه این تابع نیست و فنر مورد بحث در آن فعالیت، نمی تواند 
70 سانتی متری شود، پس در این وضعیت  )f)70 معنایی ندارد.

احمد گفت: اما ما می توانیم با جای گذاری 70 در قانون تابع،  )f)70 را حساب کنیم. پس، چرا می گویید 
معنایی ندارد؟

دبیر گفت: بله، این درست است که می توان به ازای l  =70 مقداری را محاسبه کرد، ولی این تابع می خواهد 
 70 هیچ گاه  فنر  این  بنابراین  شود،  سانتی متر   60 می تواند  حداکثر  که  کند  توصیف  را  فنری  وضعیت 
را  دیگری  فنر  اگر می خواستیم  اما  ندارد.  معنایی   f)70(   مقدار  فنر  این  برای  نمی شود. پس  سانتی متر 
توصیف کنیم که همین خصوصیات را داشت، با این تفاوت که می توانست 70 سانتی متر هم بشود و مثلاً 

دامنۀ آن بازة ]90 ,10[ می بود، مقدار  )f)70 معنادار بود و جرم جسم آویزان شده را نشان می داد.

در هر تابعی، مقدار تابع فقط برای مقادیر دامنه محاسبه می شود و حتی اگر مقادیر خارج از 
دامنه را بتوان در قانون تابع قرار داد و مقداری را برای آن محاسبه کرد، عدد محاسبه شده 
معنایی ندارد. به عبارت دیگر، اگر f یک تابع و x متغیر آن باشد، مقادیر )f  )x را فقط برای 

x هایی محاسبه می کنیم که این x ها در دامنه تابع باشند.

مثال 8

 ، ( )g
1
3  ،  g )-2( بگیرید.  نظر  در  را   Dg   =]-3, 6[ دامنه  و   g)x(  =4x2-5 قانون  با   g تابع 

) را محاسبه کنید. آیا )g)7 معنایی دارد؟ چرا؟ )g 5  ، g)3(

 g)-2(  =4×)-2(  2- 5 =4×4- 5 =11

 g)3(  =4×9- 5 =31

( ( ( ( −
= × − = − = = −21 1 4 41 54 5 5 43 3 9 9 9g

( ( ( (= × − = − =25 4 5 5 20 5 15g

)g)7 معنایی ندارد؛ زیرا 7 در دامنۀ این تابع نیست.

نکته
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 الف( تابع به دست آمده در مثال )1(، که مسافت طی شده توسط خودرو را بر حسب حجم کار در کلاس6 1
بنزین موجود در باک بیان می کند، g بنامید. Dg را بنویسید. قانون تابع g چگونه نوشته می شود؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

ب( مقدارهای )45(g و )18(g را بیابید. آیا مقدار )g)75 معنایی دارد؟ چرا؟
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................

پ( اگر متغیر این تابع را با t نشان دهیم، مجموعه ای که t در آن است چه نام دارد؟ قانون این 
تابع چگونه نوشته می شود؟  

......................................................................................................................................................................................
ت( اگر متغیر این تابع را با v نشان دهیم، مجموعه ای که v در آن است چه نام دارد؟ قانون تابع 

چگونه نوشته می شود؟
......................................................................................................................................................................................
ث( دو تابعِ قسمت های )پ( و )ت( را از نظر قانون و دامنه مقایسه کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟
......................................................................................................................................................................................

 الف( تابع به دست آمده در کار در کلاس )1( که مساحت مربع ساخته شده بر حسب طول  2
مفتول بریده شده را بیان می کند h نام گذاری کنید و Dh را بنویسید.

......................................................................................................................................................................................
ب( مقدارهای )5(h و )12(h را بیابید. آیا مقدار )h)200 معنایی دارد؟ چرا؟

......................................................................................................................................................................................
پ( اگر متغیر این تابع را با x نشان دهیم، مجموعه ای که x در آن است چه نام دارد؟ قانون این 

تابع چگونه نوشته می شود؟   
ت( اگر این تابع را با k و متغیر این تابع را با z نشان دهیم، قانون این تابع چگونه نوشته می شود؟ 

مجموعه ای را که z در آن است، مشخص کنید.
ث( دو تابعِ قسمت های )پ( و )ت( را از نظر قانون و دامنه مقایسه کنید. چه نتیجه ای می گیرید؟

در این کار در کلاس، مشاهده می کنید که تغییر نام یک تابع یا متغیر آن، تأثیری در تابع ندارد 
و آن تابع را تغییر نمی دهد. اگر چه شکل بیان قانون یک تابع ممکن است عوض شود ولی تابع 
 h)t( =t2+1, g)x( =x2+1, به ترتیب با قانون های h و g ، f عوض نمی شود. مثلًا همۀ تابع های

 به یک تابع اشاره می کنند. f)x( =x2+1 با دامنۀ 
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قانون  با  تابع  براي  را  خالي  جاهاي    1
پر كنيد. f (x)=x2- x  +2 و دامنۀ 

مسائل
f(x)x2-x +2x

f   (-2)   =............2ـ

................0

................2

 g  − 
 

4
3 2  تابع g با قانون g(x)  =4x2-3x و دامنۀ Dg    =[-2, 3] را در نظر بگيرید. g(-2) و 

را محاسبه كنيد. آیا g(4) معنایی دارد؟ چرا؟

 و قانون f(x)=x2-4 مفروض است. مقادیر خواسته شده را بيابيد. 3  تابع f با دامنۀ 

f (ب                = f(-2) (الف    = 
 
1
2  

) (پ       )f =2        

4  كرایه تاكسی وابسته به طول مسير مسافر است. ورودیۀ تاكسی 600 تومان است و به ازای 
هر 100 متر، 50 تومان كرایه گرفته می شود. قانون تابعی را به دست آورید كه كرایۀ تاكسی را 
بر حسب مسافت طی شده بيان می كند. با توجه به آنکه تاكسی ها در روز حداكثر 500 كيلومتر 
طی می كنند، دامنۀ این تابع را مشخص كنيد. نامی برای این تابع و متغير آن انتخاب كنيد و 

دامنه و قانون این تابع را با نام های انتخابی خود بيان كنيد.

5  مستطيل هایی را در نظر بگيریدكه طول آنها 2 واحد بيشتر از عرض آنها است. مساحت این 
مستطيل ها تابعی از عرض آنها است. این تابع را g بناميد و متغير آن را با l نمایش دهيد. دامنه 

و قانون این تابع را بنویسيد. آیا g(-1) معنایی دارد؟

6  سنگی را از بالای یک ساختمان 25 متری رها می كنيم. طبق قوانين فيزیکی، ارتفاع این 
سنگ از سطح زمين تابعی از زمان است. اگر t، زمان (بر حسب ثانيه) و f  (t)  ، ارتفاع از سطح 

زمين (برحسب متر) باشد. قانون این تابع به صورت f (t)=-5t2+25 است. 
الف) سنگ در لحظۀ صفر (t = 0) رها شده است. با پيدا كردن زمان برخورد سنگ با زمين، 

دامنۀ این تابع را تعيين كنيد.
ب) مقدارهای f (1) و f (2) را حساب كنيد. این مقادیر چه چيزی را نشان می دهند؟

پ) آیا f (3) و f (-1) معنایی دارند؟چرا؟
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فعالیت 2

نمایش های تابع: جدول و نمودار

مسعود و احمد در پایان کلاس با دبیر خود دربارة عدد π بحث می کردند.
مسعود گفت: در کتابی خواندم که عدد π گنگ است و نمی توان آن را با یک عدد اعشاری نشان داد. اما 

می توان آن را با اعداد اعشاری تقریب زد.
احمد گفت: تقریبات اعشاری عدد π را باچه قانونی پیدا می کنند؟

دبیر گفت: در این مورد قانونی وجود ندارد ولی یک روش محاسبه وجود دارد که به کمک آن با رایانه تا 
چند میلیون رقم اعشار π را محاسبه کرده اند.

مسعود گفت: از چه روشی برای نمایش این رقم ها استفاده می کنیم؟
دبیر گفت: فعالیت زیر می تواند جوابی برای این پرسش فراهم کند.

عدد π تا ده رقم اعشار برابر است با:
π ≈ 3/1415926535

برای n   =1,2,3...  ,10، اگر )f   )n ، رقم n ام اعشاری π را نشان دهد، برای مثال داریم:
f   )1( =1       ,       f   )2( =4

1 جاهای خالی را پر کنید.
f   )6( = ......             f   )9( = ......             f   )10( = ......          f   )8( = ......

 دامنۀ این تابع را با یک مجموعه نشان دهید. 2

3 جدول زیر را با توجه به دامنه داده شده کامل کنید.
 

n 1 2

f)n( 1 4

در فعالیت بالا تابعی را مشاهده کردیم که قانون خاصی نداشت و فقط روشی برای یافتن مقدار تابع 
داشتیم که نقش قانون تابع را بازی می کرد.

به کمک جدول یک تابع، می توان نموداری در صفحه رسم کرد. هر زوج از اعدادِ جدول که از اعداد 
دامنۀ تابع )سطر اول( و مقدار تابع )سطر دوم( تشکیل شده است، نقطه ای در صفحه مختصات را 
نامیده  تابع  نمودار  را در صفحه مشخص می کنند که  نقاط، شکلی  این  مشخص می کند. مجموعه 

می شود. از طریق نمودار یک تابع، رفتار تابع را بهتر می توان تشخیص داد.

گفتگو
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مثال 9
 Dh =(0, 100] نشان دهيم دامنه این تابع h اگر تابعی كه در كار در كلاس (1) به آن رسيدیم، را با

) است جدول زیر را برای این تابع در نظر می گيریم. ) x
h x =

2

16 و برای x∈Dh قانون آن 

100806036201684x

62540022581251641h(x)

از طریق این جدول مشخص می شود كه با زیاد شدن مقدار متغير، مقادیر تابع نيز زیاد می شوند. روشن 
است كه این جدول ها را نمی توان به ازای تمام مقادیر دامنه نوشت و فقط از تعدادی متناهی از اعداد در 
دامنه می توان استفاده كرد. معمولاً عددهایی را در دامنه انتخاب می كنند كه مشخص شدن مقدار تابع 

در این نقاط، برای تشخيص رفتار تابع (چگونگی تغييرات تابع) در سرتاسر دامنه كافی باشد.

طول

ت
اح

س
م

تشخيص رفتار تابع از طریق جدول چندان آسان نيست 
دهد.  نشان  را  تابع  رفتار  می تواند  بهتر  تابع،  نمودار  و 
رسم  هم  بر  عمود  محور  دو   (1) كلاس  در  كار  همانند 
می كنيم. محور افقی نشان دهندۀ طول قطعۀ بریده شده 
و محور عمودی نشان دهنده مساحت مربع ساخته شده 
است. جدول بالا، فقط برخی از نقاط این نمودار را نشان 
می دهد. شکل رو به رو بخشی از نمودار این تابع می باشد.

مثال 10    

نمودار تابع f با دامنۀ [2 ,4-] رسم شده است.
این  از  بگيرید.  نظر  در  تابع  نمودار  روی  دلخواهی  نقطۀ 
نقطه خطي بر محور x ها عمود كنيد. طول نقطۀ برخورد 
با محور افقی، یکی از مقادیر دامنه را نشان می دهد. اگر 
برای تمام نقطه  های روی نمودار این عمل را انجام دهيم، 

4-همۀ مقادیر دامنۀ تابع به دست می آید. -3 -2 -1 1 2

-1

1

2

3

4

0
x

y
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مثال 11  
x و y به ترتیب مقادیر متناظر دو کمیت )الف( و )ب( هستند. نقاط مشخص شده در صفحۀ مختصات 

زیر، مقدارهای متناظر این دو کمیت را نشان می دهد. آیا کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( است؟
برای اینکه کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( باشد باید برای هر مقدار از کمیت )الف(، یک مقدار معین 
برای کمیت )ب( به دست آید. مطابق شکل، وقتی x برابر 2 می باشد، دو مقدار 1 و 4 برای y وجود 

دارد. بنابراین کمیت )ب( تابعی از کمیت )الف( نمی باشد.

به دست می آید. مشاهده  زیر  نمودار  کنیم،  نمودار حذف  روی  نقاط  از  را     
 
 

2
1

به مختصات  نقطه  اگر 
می  شود که برای هر مقدار از x، یک مقدار معین برای y به دست آید. پس در این حالت کمیت )ب( 
تابعی از کمیت )الف( است. اگر این تابع را با f نام گذاری کنیم در این صورت Df      ={1, 2, 3, 5} و 
مقادیر تابع فقط برای مقادیر دامنه محاسبه می شود. یعنی f)1( =2, f)2( =4, f)3( =2, f)5( =2. جدول 

این تابع به صورت زیر است:

-2 -1 1 2 3 4 5 6 70

1

2

3

4

5

6

x

y

-2 -1 1 2 3 4 5 6 70

1

2
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4
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x

y

5321x

2242y
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

-1

1

2

3

4

5

6

x

y
مثال 12 

در روبه رو نمودار تابع h رسم شده است.
تا  کنید  عمود  x ها  محور  بر  خطي   x   =2 نقطۀ  از 
نمودار را قطع کند. از این نقطه خطي موازي محور 
x ها رسم کنید تا محور y ها را قطع کند. این نقطه 

چه چیزي را نشان مي دهد؟
 h)2( یعنی   x  =2 ازای  به  تابع  مقدار  همان  نقطه  این 

است.

مثال 13
نمودار تابع g به صورت زیر رسم شده است.

الف( دامنه g را بیابید. 
ب( مقادیر تابع g را به ازای 2-  ، 1-  ، 6 و 7 بیابید.

پ( آیا )g)11 معنایی دارد؟ چرا؟
Dg  =]-2, 10[ )الف

g)-2( =8 , g)-1( =10 , g)6( =0 , g)7( = -1/5 )ب
پ( )g)11 معنایی ندارد زیرا عدد 11 در دامنه نیست.

مثال 14 
نمودار مقابل مربوط به تابع g است.

عمود  x ها  محور  بر  نمودار  روی  نقطه  های  تمام  از  اگر 
کنیم، دامنۀ این تابع بازه )1 ,1-[ به دست می آید.
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 هر یک از جدول های زیر نمایش یک تابع با دامنۀ {3 ,2 ,1 ,0 ,1-} می باشد. نمودار هر یک  1
را در صفحۀ مختصات رسم کنید. در صورت امکان، قانون تابع را بنویسید.

3210-1x

)الف
6420-2y

3210-1x

)ب
94101y

 نمایش جدول تابع f با دامنۀ {4 ,2 ,1 ,0 ,2-} به صورت زیر است: 2

x -2 0 1 2 4

f )x( 0 3 -1 3 1

الف( مقادیر )1(، f)4(f و )f)0 را بیابید.
ب( نمودار f را در صفحۀ مختصات رسم کنید.

 نمودار تابع g به صورت روبه رو است: 3
الف( با توجه به شکل، دامنۀ g را بنویسید.
ب( )2( ، g)2-(g و )g)0 را به دست آورید.

پ( آیا )g)4 معنایی دارد؟ چرا؟

مسائل

-3 -2 -1 1 2 3

-2

-1

0

1

2

3

4

x

y
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4 سه تابع زیر را در نظر بگیرید. دامنۀ هر یک از این تابع ها را بنویسید.

5 وضعیتی از زندگی روزمره را بنویسید که 
نمودار روبه رو نشان دهندۀ آن وضعیت باشد.

.g)0) =2 و g)-2) =1 با دامنه {3 ,0 ,1- ,2-} را طوری رسم کنید که g 6 تابع

.f)2) = -3 و f)-1) =1 با دامنۀ [4 ,1-] را طوری رسم کنید که f 7 تابع دلخواه

8 تابع h با دامنۀ [3 ,0] و قانون h)x)=3x  2+a را در نظر بگیرید.
.h)1) =2 را طوری بیابید که a الف( مقدار

ب( (h)2 را بیابید.
پ( آیا (h)4 معنایی دارد؟ چرا؟
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گونه ای از گیاه بامبو  پس از آنکه به ارتفاع تقریبی 20 سانتی متر 
می رسد، در هر ساعت به طور تقریبی، 3/8 سانتی متر رشد می کند. 
یعنی در یک شبانه روز این گیاه حدود 91/2 سانتی متر رشد می کند.

پودمان  دوم

تابع های خطی و درجۀ دوم و کاربردآنها در حل معادله ها و نامعادله ها
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تابع های خطی

محمد علاقۀ زیادی به گیاهان و پرورش آنها داشت. او با کمک مادرش، در باغچۀ حیاط خانه شان، انواع گل 
و گیاه را کاشته بود و هر روز به آنها رسیدگی می کرد. او به اندازة رشد هر کدام از این گیاهان دقت می کرد. 
برخی از آنها در روز های متوالی رشد های متفاوت و برخی دیگر رشد یکنواختی داشتند. محمد به مادرش 

گفت: جالب است! نحوة رشد هر کدام از این گیاهان با هم فرق دارد.
مادر محمد که دبیر ریاضی بود به او گفت: دقیقاً همین طور است. پیشنهاد می کنم دو یا سه گیاه را 
انتخاب کنی و هر روز طول آنها را اندازه بگیری. در این صورت می توانی نحوة رشد طولی هر کدام را بهتر 

درک کنی.
محمد به مادرش گفت: اگر مدتی این کار را انجام دهم، آیا می توانم پیش بینی کنم هر کدام از آنها بعد از 

یک ماه چقدر رشد طولی خواهند کرد؟
مادرش گفت: بله، باید یک مدل ریاضی برای رفتار رشد طولی آنها بنویسی تا بتوانی مقدار رشد طولی 

آنها را در روزهای آینده پیش بینی کنی.
انجام فعالیت صفحۀ بعد مي تواند پاسخی برای این سؤال فراهم سازد.
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ارتفاع 20 سانتی متر می رسد، به طور تقریبی در هر ساعت 3/8  به  آنکه  از  بامبو پس  نوعی 
سانتی متر رشد می کند. ارتفاع بامبو تابعی از زمان است و اگر ارتفاع بامبو را )برحسب سانتی متر( 

. h)t( =20+3/8t :نشان دهیم داریم h)t( ساعت با t پس از
اگر رشد بامبو را در یک شبانه روز در نظر بگیریم،  دامنه این تابع ]0,24[ خواهد بود.

1 جدول زیر را کامل کنید و اختلاف مقادیر تابع را در داخل مربع ها بنویسید.

t )برحسب ساعت( 0 1 2 3 4

h )برحسب سانتی متر(              

فعالیت )1(

.......   .......    .......    .......     .......

نمودار زیر، نمودار تابع  h)t( =20+3/8t را نشان می دهد.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 280
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4
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8
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12

h

t

 به ازای هر یک واحد افزایش مقدار t، مقدار h چه تغییری می کند؟ 2
......................................................................................................................................................................................

 رابطۀ بین دو کمیت h و t، خطی است یا غیر خطی؟ چرا؟ 3
......................................................................................................................................................................................

 )2(h چه چیزی را نشان می دهد؟ )h)18 چطور؟ 4
......................................................................................................................................................................................

 اگر a , h)a( =39 را پیدا کنید. این مقدار چه چیزی را نشان می دهد؟ 5
..............................................................................................................................................................................
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تعریف

همان طور که مي بینید در فعالیت )h ،)1 و t با هم رابطۀ خطی دارند و قانون تابعی که رابطۀ آنها را 
توصیف می کند، یک چند جمله ای درجۀ 1 است. در این تابع به ازای هر 1 واحد افزایش متغیر تابع، 

مقدار تابع 3/8 واحد افزایش می یابد. نمودار این تابع، یک خط راست با شیب 3/8 است.

تابع هایی را که بتوان با قانون a( f )x( =ax  +b و b دو عدد مشخص هستند( نوشت، تابع های 
 باشد. نمودار تابع های   یا هر زیر مجموعه ای از  خطی می نامند. دامنۀ این تابع ها می تواند 
که  است  آن  تابع های خطی،  اساسی  ویژگی  است.  راست  به صورت خط    دامنۀ  با  خطی 

به ازای هر 1 واحد افزایش یا کاهش متغیر تابع، مقدار تابع به اندازۀ ثابتی تغییر می کند.  

مثال 1  

تابع خطي f)x( =  -2x   +1 را با دامنۀ ]3 ,1-[ در نظر 
بگیرید. مقدار تابع را در دو نقطه به طول های 1- و 3 
به کمک قانون آن به دست آورید و نمودار آن را رسم 

کنید.

 دو نقطه   
 − 

3
5

 و  − 
 
 

1
3

داریم f)-1( =3, f)3( = -5 . پس 

از نمودار این تابع هستند و نمودار این تابع به شکل روبه رو 

است. 
جدول زیر تعدادی از نقاط روی این خط را نشان می دهد.

x  -1 0 1 2 3

-2x  +1 3 1 -1 -3 -5
-2 -2-2 -2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

-5

-4

-3

-2

-1
0
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3

4

5

6

x

y

همان طور که مشاهده می شود، با هر 1 واحد افزایش متغیر، مقدار تابع 2 واحد کاهش می یابد و این 
نشان می دهد شیب خط 2- است.
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رضا علاقۀ زیادي به طراحي داشت. او تا سال قبل، 5 طرح رسم کرده بود و تصمیم گرفت از 
این به بعد هر ماه 2 طرح ارائه کند و این کار را تا 12 ماه ادامه دهد.

 رضا قبل از این تصمیم، چند طرح داشت؟ او در آخر ماه اول چند طرح داشت؟ در آخر ماه  1
پنجم چطور؟

......................................................................................................................................................................................
 اگر تعداد ماه های سپری شده را با x و تعداد کل طرح ها پس از x ماه را با )f)x نمایش  2

دهیم، قانون تابع f و دامنۀ آن را بنویسید. 
......................................................................................................................................................................................

 مقادیر )0(, f )10( f را به دست آورید و معنای آن را بیان کنید. آیا )f )-1 معنایی دارد؟ 3
......................................................................................................................................................................................

 اگر دامنۀ تابع را بازۀ ]12 ,0[ در نظر بگیریم، نمودار تابع را رسم کنید. 4

کار در کلاس1

 اگر f)a( =17 مقدار a را به دست آورید و معنای آن را بیان کنید. 5
......................................................................................................................................................................................

با مرور آنچه که دربارۀ تابع های خطی دیدیم، مشاهده می شود که در برخی از تابع های خطی، با افزایش 
مقدار متغیر، مقدار تابع به میزان ثابتی افزایش می یابد و در برخی دیگر به میزان ثابتی کاهش می یابد. 

آیا می توان تابع های خطی پیدا کرد که با افزایش یا کاهش مقدار متغیر، مقدار تابع تغییر نکند؟
در فعالیت زیر این نوع از تابع های خطی مورد بررسی قرار می گیرند.
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تعریف

قرمز فعالیت )2( چراغ  پشت  کیلومتر   2 از طی  پس  و  می کند  حرکت  به  شروع   A نقطۀ  از  خودرویی 
می ایستد. مدت زمان چراغ قرمز 20 ثانیه است. 

 مقدار مسافت طی شده به وسیلۀ خودرو از نقطه A، پس از 2 ثانیه توقف پشت چراغ قرمز  1
چقدر است؟ پس از 5 ثانیه چطور؟

2 جدول زیر را کامل کنید.

t  0 )زمان توقف بر حسب ثانیه( 2 5 10 20

d )مسافت طی شده برحسب کیلومتر( ــ ــ ــ ــ ــ

 نمودار تابع را از زمان t   =0 تا زمان t   =20 رسم کنید. 3

 با تغییر زمان )t( ، مسافت طی شده )d( چه تغییری می کند؟ 4

در بازۀ زمانی ]0,20[ که چراغ، قرمز است و خودرو پشت چراغ قرمز متوقف است، گرچه زمان می گذرد، 
مسافت طی شدۀ خودرو از نقطۀ A، 2 کیلومتر است و تغییری نمی کند. قانون این تابعِ خطی، به صورت 
f)t( =2 است و نمودار آن پاره خطی به موازات محور x هاست. در این فعالیت تابعی را بررسی کردیم که 

به ازاي تمام مقادیر دامنه، مقداری ثابت دارد. این نوع تابع ها، ساده ترین نوع توابع خطي هستند.

تابعی را که به ازای تمام مقادیر متغیر، مقداری ثابت دارد، تابع ثابت می نامند.

اگر f یک تابع ثابت باشد قانون آن به صورت  f)x( = c می باشد که در آن c یک عدد مشخص 
 خطی به موازات محور xها )شیب صفر( است. است. نمودار تابع ثابت با دامنۀ 
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مثال 2
معمولاً پس از 22 سالگي رشد قد متوقف مي شود. طول قد که تابعي از زمان است در بازۀ زماني 
تقریبی 22 سالگی تا حدود 60 سالگی، تقریباً ثابت است. بنابراین طول قد افراد به عنوان تابعی بر 

حسب سن افراد، در این بازه، یک تابع ثابت است.

  نمودارهای زیر چند تابع خطی را نشان می دهند.  1
مشخص کنید کدام نمودار، مربوط به تابع ثابت است؟ 

دلیل خود را توضیح دهید.

کار در کلاس2
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  در صفحۀ مختصات زیر، مثلثی با رئوس  2
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الف( در جدول زیر، x طول نقطه ای از خط L )مانند E( است و S )تابعی از x( مساحت مثلث 
ABE است. جدول زیر را کامل کنید و اختلاف مقادیر تابع را در داخل مربع ها بنویسید.

2x            1       0         1ـ         2ـ          

.......   .......    .......   .......      .......       S)x(

ب( قانون این تابع را بنویسید و توضیح دهید چرا S تابعی خطی از x است؟
......................................................................................................................................................................................

پ( با استفاده از جدول، نمودار تابع را رسم کنید.

 یک خط راست است. نمودار تابع خطی f)x( =ax+b با  می دانیم نمودار هر تابع خطی با دامنۀ 
تغییر مقادیر a و b چگونه تغییر می کند؟ فعالیت روبه رو، می تواند پاسخی برای این سؤال فراهم کند.
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فعالیت )3(
تابع خطی f)x( =ax+b را در نظر بگیرید. با استفاده از جئوجبرا مطابق دستورالعمل صفحۀ 

43، دو لغزنده برای a و b در نظر بگیرید. 
 با ثابت نگه داشتن a و تغییر مقادیرb، نمودار تابع چگونه تغییر می کند؟ وضعیت خط های  1

به دست آمده، نسبت به هم چگونه است؟

 با ثابت نگه داشتنb، به ازای مقادیر مختلف a، نمودار تابع چگونه تغییر می کند؟   2

 اگر a مثبت باشد، زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها چگونه است؟ اگر a منفی باشد،  3
زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها چگونه است؟

فعالیت بالا نشان می دهد که با ثابت ماندن  a و تغییرb نمودار تابع، خط هایی هستند که با یکدیگر 
موازی هستند. اگرb افزایش یابد، این خط به موازات خود به بالا منتقل می شود و اگرb کاهش یابد، 
این خط به موازات خود به پایین منتقل می شود و با صفرشدن b، خط از مبدأ می گذرد. با ثابت ماندن 
b و تغییر a خط هایی به دست می آیند که شیب های مختلفی دارند و همگی از یک نقطه می گذرند. 
اگر a مثبت باشد، زاویۀ خط با جهت مثبت محور طول ها، زاویۀ تند و اگر a منفی باشد این زاویه 

باز است.

مثال 3  

نمودار همۀ تابع های خطی با قانون f)x( =ax +3 ، در چه نقطه ای مشترک هستند؟
تابع های خطی f)x( =ax +3 را در نظر می گیریم.

برای مثال:
اگر a   =1 باشد، در این صورت قانون تابع f)x( =x +3 است.

اگر a   =2 باشد، در این صورت قانون تابع f)x( = 2x +3 است.
اگر a   = -1 باشد، در این صورت قانون تابع f)x( = - x +3 است.

مشاهده می کنیم که برای مقدارهای مختلف a، تابع های مختلفی به دست می آید. برای رسم نمودار 
این تابع ها به کمک جئوجبرا، ابتدا لغزنده ای به نام a تعریف می کنیم )مطابق دستورالعمل صفحۀ 43(. 
با کلیک راست روی نمودار، گزینۀ ردیابی را فعال می کنیم تا بتوانیم نمودار این تابع ها را هم زمان 

مشاهده کنیم. 
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شکل زیر نمودار برخی از این تابع ها را نشان می دهد.
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 همدیگر را قطع می کنند. پس تمام   
 
 

0
3

همان طور که مشاهده می کنیم نمودار این تابع ها، در نقطۀ 

 می گذرد.  
 
 

0
3

این تابع های خطی از نقطۀ 

1 وضعیت خط های به معادلۀ 2y   +  5x =c را به ازای مقادیر مختلف  c ،  توصیف کنید. شیب 
این خط ها چقدر است؟

......................................................................................................................................................................................

......................................................................................................................................................................................

این  ازای مقادیر مختلف  c ، توصیف کنید.  2 وضعیت خط های به معادلۀ 2y   + cx =4 را به 
خط ها از چه نقطه مشترکی می گذرند؟

......................................................................................................................................................................................

 آیا هر خطی در صفحۀ مختصات، نمودار یک تابع خطی است؟ چرا؟ 3
......................................................................................................................................................................................

کار در کلاس 3
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لغزنده در جئوجبرا
از نوار ابزار نرم افزار جئوجبرا دو Slider یا لغزنده به نام های 
a وb انتخاب کنید و دامنه تغییرات برای هر کدام تعریف کنید.

سپس در قسمت وارد کردن تابع، فرمول تابع را که شامل a و

b است بنویسید.

برای تغییر مقدار a وb، نقطه روی لغزنده را حرکت دهید.

استفاده از نرم افزار
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 در زیر، جدول مقادیر مربوط به چهار تابع داده شده است. کدام جدول مي تواند مربوط به مسائل 1
یک تابع خطی باشد؟

x -2 -1 0 1

g(x) 5 -10 -25 -40

x -2 -1 0 1

f(x) -8 -1 0 1

x 0 1 2 3

k(x) 1 3 5 7

x -2 -1 0 1

h(x) 5 5 5 5

 علي در یک شرکت بیمه کار مي کند. او 1,000,000 تومان به عنوان حقوق پایه دریافت  2
می کند و به ازای هر مشتری جدید که جذب می کند، 50,000 تومان به حقوقش اضافه می شود.
الف( قانوني براي حقوق علي به عنوان تابعي از تعداد مشتري هایی که ماهانه جذب مي کند، 

بنویسید.
ب( اگر او در یک ماه 12 مشتري جدید برای شرکت جذب کرده باشد، میزان حقوق او در آن 

ماه چقدر خواهد بود؟
پ( چرا این تابع خطي است؟ 

ت( اگر علی بخواهد در یک ماه 2,000,000 تومان حقوق بگیرد، در این ماه چند مشتری 
باید جذب کند؟

 آرمان سوار بر یک کشتی، در فاصلۀ 10 کیلومتري از ساحل قرار دارد و با سرعت ثابت  3
3  کیلومتر بر ساعت از ساحل دور می شود. این حرکت 5 ساعت ادامه داشته است.
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الف( قانون و دامنۀ تابع مربوط به فاصلۀ آرمان از ساحل )برحسب کیلومتر( را برحسب t )زمان 
برحسب ساعت( بنویسید.

ب( آرمان پس از 2 ساعت در چه فاصله ای از ساحل خواهد بود؟
......................................................................................................................................................................................

پ(چرا این تابع خطی است؟ شیب نمودار این تابع مثبت است یا منفي؟
......................................................................................................................................................................................
درجۀ  در ساعت 1 ظهر، 35  هفته،  در طول یک  تابستان،  در  تهران  در شهر  هوا  دمای    4

سانتی گراد بوده است.
الف(جدول زیر را کامل کنید.

d )روز( 1 2 3 4 5 6 7

t )دما برحسب درجه سانتی گراد(

ب( دامنه و قانون این تابع را بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

پ( آیا این تابع، یک تابع ثابت است؟ چرا؟
ت( نمودار تابع را در دامنه اش رسم کنید.

......................................................................................................................................................................................
 رابطۀ بین دو واحد اندازه گیري دما، درجۀ سانتي گراد )c( و درجۀ فارنهایت )F( با قانون 5

= )F)c    بیان مي شود. 9_
5 c+32 

الف( مقدارهای )28(F و )F)-40 را محاسبه کنید و معنای آن را بیان کنید.
......................................................................................................................................................................................

ب( دمای صفر درجۀ سانتي گراد، معادل چند درجۀ فارنهایت است؟
......................................................................................................................................................................................

پ( اگر 212= )F)c، مقدار c را حساب کنید. c چه چیزي را نشان می دهد؟
......................................................................................................................................................................................
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تابع های درجۀ دوم

همراه  به  تابستان  تعطیلات  ایام  در  صدرا 
آنها  بود.  کرده  سفر  تبریز  شهر  به  خانواده اش 
ایستگاه  از  که  راهنما  از یک دفترچۀ  استفاده  با 
از  روز  هر  بودند،  کرده  دریافت  شهر  گردشگري 
موزه دیدن مي کردند.  یا یک  تاریخي  یک مکان 
بودند.  رفته  کبود  به مسجد  بازدید  براي  روز  آن 
محو  و  خیره  مسجد  سقف  به  مدت  تمام  صدرا 

زیبایي آن شده بود.

او به پدرش گفت: معماران چگونه توانسته اند انحنای گنبد را با این دقت ایجاد کنند. آیا معماران در زمان 
قدیم از ریاضیات مربوط به این معماري اطلاع داشته اند؟! پدرش به او گفت که بهتر است این سؤال را از 
دبیر ریاضي اش بپرسد. وقتی صدرا این موضوع را برای دبیرش تعریف کرد، دبیر ریاضی گفت: این منحنی ها 
از ساده ترین نوع منحنی ها در ریاضی هستند، که منحنی های درجۀ دوم نامیده می شوند. نمونه ای از این 

منحنی ها، نمودار f)x( =x2 است.

گفتگو

تابع تعریف نوشت، یک  به صورت یک چندجمله اي درجۀ دوم  را  آنها  قانون  بتوان  را که  تابع هایی 
 f)x( =ax2+bx   +c درجۀ دوم مي نامند. قانون یک تابع درجۀ دوم در حالت کلي به صورت
است که درآن a وb وc اعداد حقیقي مشخصی هستند )a   ≠0(. دامنۀ این تابع ها می توانند 

 باشند.  یا هر زیرمجموعه ای از 

مثال 4

 هستند. تابع های زیر نمونه هایی از تابع درجۀ2 با دامنه 
f)x( =2x2+3x  +1 )1

g)x( =   -3x2+5 )2
h)x( =1/2x2-5x   +2 )3
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اکنون می خواهیم بررسی کنیم که نمودار تابع های درجۀ دوم دلخواه چگونه است. با توجه به اینکه با 
 f(x) =k(x     -q )2+p به فرم f(x) =ax2+bx  +c آشنا هستید، با نوشتن قانون y =x2 نمودار تابع درجۀ دوم

می توانیم نمودار هر تابع درجۀ 2 دلخواه را بررسی و رسم کنیم.
فعالیت زیر، شما را با شکل کلی نمودار تابع های درجۀ دوم آشنا خواهد کرد.

به کمک جئوجبرا نمودار تابعy =x  2 را رسم کنید و به سؤالات زیر پاسخ دهید. (در هر مرحله 
یک لغزنده تعریف کنید).

1 نمودار تابع های درجۀ دوم y =x2+p را به ازای مقادیر مختلف p رسم کنید. وضعیت نمودار 
تابع y =x  2+p را با نمودار تابع y =x2 توصیف کنید.

......................................................................................................................................................................................
ازای مقادیر مختلف q رسم کنید. وضعیت  2 نمودار تابع های درجۀ دوم y =(x  -q)2 را به 

نمودار تابع y =(x  -q)2 را با نمودار تابعy =x2 توصیف کنید.
......................................................................................................................................................................................

3 نمودار تابع های درجۀ دومy =kx2 را به ازای مقادیر مختلف مثبت و منفی برای k رسم کنید. 
 با تغییر علامت k از مثبت به منفی چه تغییری در نمودار ایجاد می شود؟

......................................................................................................................................................................................

در فعالیت (4)، با شکل کلی نمودار برخی از تابع های درجۀ دوم آشنا شدید. نمودار هر تابع درجۀ دوم 
از طریق نمودار تابع y =ax2 با انتقال به پایین یا بالا (قسمت (1)) و انتقال به چپ یا راست (قسمت 

(2)) ساخته می شود. نمودار y =ax2 برای حالت a<0 و a  >0 در زیر آمده است.

فعالیت )4(
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مثال 5 

رسم  را   y =)x-2(2-1 تابع  نمودار  الف( 
می کنیم. 

نمودار این تابع همان نمودار تابع y = x2 است 
که به اندازۀ 2 واحد به سمت راست و به اندازۀ 

1 واحد به پایین منتقل شده است.  

ب( اگـر     نمودار     تابع     درجۀ     دوم     
y =k)x  -q(2+p به شکل زیر باشد، علامت 

k و مقدار p و q را تعیین کنید.
می دهد  نشان  نمودار،  بودن  پایین  سمت  به 
که k   >0 . این شکل نشان می دهد که نمودار 
تابع y=kx2، 1 واحد به راست و 2 واحد به بالا 

.p =2 و q =1 منتقل شده است، پس

نمودارهای زیر مربوط به تابع درجۀ دوم y =k)x   -q(2+p می باشد، علامت k ومقدار p و q را 
تعیین کنید.
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کار در کلاس4

بالف
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 p , q و مقدار k هستند. علامت y=k(x   -q)2+p ،1 نمودارهاي زیر مربوط به تابع درجۀ دوم
را تعيين كنيد.

2 نمودار روبه رو مربوط به یک تابع درجۀ 
قانون،  دوم است. مشخص كنيد كه كدام 

مربوط به این نمودار است.
f(x) = (x   -1)2 + 1 (الف
f(x) = (x   -1)2 - 1 (ب
f(x) = (x   +1)2 + 2 (پ
f(x) = (x   +1)2 - 2 (ت

مسائل

تصویر  می كند.  بازی  بسکتبال  فرید   3
روبه رو یک پرتاب او را به سمت سبد نشان 
مي دهد. صفحۀ مختصات طوری قرار داده 
روی  شده است كه مبدأ مختصات دقيقاً 
نقطۀ پرتاب توپ قرار گيرد. ارتفاع توپ از 
سطح زمين در هر لحظه  یک تابع درجۀ 
است.   h(x)=k(x   -q)2+p قانون  با  دوم 

علامت k و p و q را تعيين كنيد.
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کاربرد تابع ها در حل معادله ها

برف شدیدی در حال باریدن بود. امیر و امین و چند نفر از هم کلاسی هایشان به همراه دبیر ریاضی خود 
قرار بود فردای آن روز به کوه بروند. پدر امیر که کوه نوردی حرفه ای بود به آنها قول داده بود که به همراه 

گروه، فردا به کوه بیاید تا گروه را راهنمایی کند. او به گروه توصیه کرد لباس گرم همراه داشته باشند.
صبح زود، گروه در حال بالا رفتن از کوه بود که امیر گفت: من سردم شده است. پدرش به او گفت: بهتر 
است یکي از لباس هایي را که آورده ای بپوشي، هر چه بالاتر برویم، هوا سردتر می شود. امیر رو به دبیر 
ریاضی کرد و گفت: معلوم می شود دما به ارتفاع بستگی دارد. آیا دما، تابعی از ارتفاع است؟ دبیر گفت: 
بله همین طور است. در واقع به ازای هر 150 متر افزایش ارتفاع، 1 درجه از دمای هوا کاسته می شود. امین 
پرسید: آیا مي توانیم بفهمیم در چه ارتفاعي، دماي هوا صفر درجه می شود؟ دبیر قول داد که در کلاس، 

راجع به این موضوع بیشتر بحث کنند.

گفتگو
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اگر دما در سطح دریا 15 درجۀ سانتی گراد باشد، در کوه دماوند رابطۀ بین دما )T بر حسب 

 مشخص  ( ( = −
h

T h 15
150

درجه سانتی گراد( و ارتفاع از سطح دریا )h بر حسب متر( با قانون 

می شود. در اینجا T تابعی از h است و دامنۀ این تابع بازۀ ]5610 ،0[ است.
) 5610 ، ارتفاع قلۀ دماوند بر حسب متر است(

T)0( 1چه چیزی را نشان می دهد؟
......................................................................................................................................................................................

 در ارتفاع 1800 متری از سطح دریا، دما چند درجه است؟ 2
......................................................................................................................................................................................
 نمودار تابع T در زیر رسم شده است. با توجه به نمودار به سؤال های زیر پاسخ دهید. روی  3

محور افقی  هر واحد را 100متر در نظر می گیریم.
الف( تابع T ، از درجۀ ................................ است.

ب( نمودار این تابع درچه نقطه ای محورافقی )ارتفاع( را قطع می کند؟ این نقطه چه چیزی را 
نشان می دهد؟

......................................................................................................................................................................................
 را بیابید. جواب این معادله چه چیزي را نشان مي دهد؟ − =

h15 0
150

4 جواب معادلۀ 
......................................................................................................................................................................................

 از مقایسه )3( و )4( چه نتیجه ای می گیرید؟ 5
......................................................................................................................................................................................

فعالیت )5(
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نقطه h =2250 قطع می کند؛  را در  افقی  T، محور  تابع  نمودار  فعالیت )5( دیدیم که  در 
یعنی دما، در ارتفاع 2250 متری از سطح دریا، صفر درجۀ سانتیگراد است. همچنین دیدیم، 
تابع نمودار  برخورد  نقطۀ  طول  است  کافی   ،   − =

h15 0
150

معادلۀ  جواب  کردن  پیدا  برای 

با محور افقی را بیابیم. ( ( h
T h = −15

150
در حالت کلی  برای حل معادلۀ ax    +b =0 می توان نمودار تابع f)x( =ax   +b را رسم کرد. طول 

محل برخورد نمودار این تابع با محور xها همان جواب معادلۀax   +b =0 است. 
 f)x(     =ax2+bx +c می توان نمودار تابع ax2+bx +c =0 همچنین، براي حل معادلۀ درجۀ دوم
همان  وجود(  )درصورت  x ها  محور  با  تابع  این  نمودار  برخورد  کرد. طول محل هاي  رسم  را 

جواب های معادلۀ درجۀ دوم هستند. 
معادله ها  همۀ  حل  برای  می توان  روش  این  از   
استفاده کرد. هر معادله ای را می توان به شکل کلی 
f)x( =0 نوشت که در آن f تابعی با دامنۀ مشخص 
نمودار  برخورد  محل های   ، f نمودار  رسم  با  است. 
معادلۀ  جواب های  وجود(  )درصورت  xها  محور  با 
f)x( =0 هستند. در شکل روبه رو، نقاط x  2  ، x  1 و 
 f هستند. اگر نمودار f)x( =0 جواب های معادلۀ x  3
محور xها را قطع نکند، به این معناست که معادلۀ 

f)x( =0 جواب ندارد.

x1 x2 x3
x

y

f

مثال 6 

x

f

y

معادلۀ x 2 + 2x - 2 = 0- را به کمک رسم 
نمودار حل کنید.

را   f  )x( = -x  2 + 2x - 2 تابع  نمودار  روبه رو  شکل 
نشان می دهد. این نمودار محور طول ها را قطع 

نمی کند. پس معادلۀ بالا جواب ندارد.
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آب از بالای آبشاری كه ارتفاع آن180 متر است، به رودخانه می ریزد. تابع h(t) = -5t 2 +180  ارتفاع 
یک قطرۀ آب (بر حسب متر) از سطح رودخانه را بعد از t ثانيه از جدا شدن از بالای آبشار نشان می دهد. 

1 ارتفاع یک قطره آب از سطح رودخانه بعد از 2 ثانيه، چقدر است؟
 ......................................................................................................................................................................................

مثال 7 

کار در کلاس5

نمودار  رسم  کمک  به  را   x3-x2-x   +1=0 معادلۀ
حل کنید.

نمودار تابعy =x3-x2-x   +1 را به كمک جئوجبرا رسم 
می كنيم (شکل روبه رو).

این نمودار، محور طول ها را در نقاط 1± قطع می كند، 
پس جواب های آن معادله، 1± هستند.
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  دامنۀ  و   h(t) قانون  با  تابع  نمودار   2
آورده شده است. (زمان را روی محور افقی 
واحد  عمودی، هر  محور  روی  را  ارتفاع  و 
10متر، در نظر بگيرید.) نمودار این تابع در 
چه نقطه هایی محور x ها را قطع می كند؟ این 

نقطه ها چه چيزی را نشان می دهند؟
..................................................................................

چه   -5t2+180=0 معادلۀ جواب های   3
شرایط  در  جواب  كدام  هستند؟  مقادیری 
خود  دليل  نيست؟  قبول  قابل  مسئله  این 

را بيان كنيد. 
..................................................................................
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ارتفاع قطره آب از سطح رودخانه را   h(t) را طوری تعيين كنيد كه قانون h تابع 4 دامنۀ 
مشخص كند.

.....................................................................................................................................................................................
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2 شکل زیر نمودار خط به معادلۀ y = ax + 2 است.
با استفاده از شکل a را پیدا کنید.

مسائل
 اگر نمودار تابع f به شکل زیر باشد، کدام گزینه جواب های معادلۀf)x( =0 است. 1

-2 -1/5 -1 -0/5 0/5 1 1/5 2 2/5 3

-2

-1/5

-2/5

-1

-0.5
0

0/5

1

1/5

2

2/5

x

y

الف( 2 و 2ـ و 1ـ           ب( 1 و 1ـ و 0/8

پ( 2 و 0/8 و 1ـ              ت( معادله جواب ندارد.

x

y

− 1

 معادلات زیر را به کمک رسم نمودار با استفاده از جئوجبرا حل کنید. 3
x3 - 3x2 + 3x - 1 = 0 )ث                x2+5x    +6=0 )3                 پx   -6=0  )الف

x3 - 3x - 2 = 0 )ج              x3-x2=4x    +1 )3-              تx2-2x =16 )ب

زمان  از  تابعی  متر(  )بر حسب  زمین  از سطح  آن  ارتفاع  پرتاب می کنیم.  هوا  به  را  توپی    4
)بر حسب ثانیه( است. اگر ارتفاع توپ را با h و زمان را با t نشان دهیم برای یک پرتاب خاص، 

قانون این تابع به صورت h)t( =-5t2+20t است. دامنه تابع ]4 ,0[ است.

در چه زمان هایي ارتفاع این توپ 2 متر است؟ چند جواب به دست می آید؟چرا؟



55

کاربرد تابع ها در حل نامعادله ها

این مؤسسه ایتام و کودکان بی سرپرست فعالیت می کند.  به  با هدف کمک   یک مؤسسۀ خیریه 
 به طور فصلی نمایشگاهی از دست ساز ها، برگزار می کند و درآمد حاصل از فروش آنها، را صرف 

این کودکان می کند.
در نمایشگاه سال قبل، درآمد حاصل از فروش یک نوع دست ساز، 8 میلیون تومان بوده است.

هیئت مدیرة مؤسسه تصمیم گرفته است که در سال جاری، درآمد حاصل را به بیش از 8 میلیون 
تومان برساند. بر اساس اطلاعات اقتصادی، رابطۀ بین قیمت این کالا و میزان کالای فروخته شده 
به صورت x=80000-200p است که در آن p قیمت کالا )بر حسب هزار تومان( و x تعداد کالای 

فروخته شده است.
آنها تصمیم دارند قیمت کالا را طوری تنظیم کنند تا درآمد حاصل از فروش به بیش از 8 میلیون 

تومان برسد. با انجام فعالیت زیر می توانیم مدلی برای پاسخ گویی به این مسئله بسازیم.

 درآمد حاصل از فروش x کالا با قیمت  p را با R نشان دهید و معادلۀ درآمد را تشکیل دهید. 1

......................................................................................................................................................................................
 رابطۀ بین قیمت کالا و میزان کالای فروخته شده به صورت x   = 80000-200p است. تابع  2

درآمد را برحسب p بنویسید.
......................................................................................................................................................................................

3 چندجمله ای قانون تابع درآمد بر حسب p از درجۀ چند است؟
......................................................................................................................................................................................
 رابطه ای برای p بنویسید که در آن، درآمد حاصل از فروش دست ساز ها، بیشتر از 8 میلیون  4

تومان باشد.
......................................................................................................................................................................................

همان طور که در فعالیت بالا دیدید، هدف مؤسسه، پیدا کردن رابطه اي بین قیمت کالا و درآمد حاصل 
از فروش است تا با قیمت گذاری مناسب، درآمدی بیش از 8 میلیون تومان داشته باشد. مدل ریاضی 

این مسئله یک نامساوی است که با استفاده از آن می توان شرایط مطلوب مسئله را برقرار کرد.
این گونه نامساوی ها را نامعادله می نامند.

فعالیت )6(

گفتگو
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تعریف

کار در کلاس6

اعداد   c  ,b  ,a آنها   ax2+bx   +c ≤0 یا ax2+bx   +c ≥0 را که در  نامساوی هایی به صورت 
مشخصی هستند ) a    ≠0( نامعادلۀ درجۀ دوم می نامند. مقدارهایی از x که نامعادله را به یک 

نامساوی درست تبدیل می کنند، جواب های نامعادله می نامند.

مثال 8 
 توپی از بالای ساختمانی به ارتفاع 15 متر به هوا پرتاپ شده است. ارتفاع این توپ از سطح زمین، 
به عنوان تابعی از زمان )t بر حسب ثانیه( در یک پرتاب خاص با تابع 5t2+12t  +15-= )h)t بیان 
باید  آوریم،  به دست  است  متر   18 از  بیش  توپ  ارتفاع  که  را  زمان هایی  بخواهیم  اگر  است.  شده 
نامعادلۀ  5t2+12t   +15>18- را تشکیل دهیم که می توان آن را به صورت 5t2+12t   -3>0- نوشت. 

جواب های این نامعادله همان زمان هایی است که ارتفاع توپ بیش از 18 متر است. 

در یک شرکت سازندۀ تلفن همراه، رابطۀ بین قیمت فروش تلفن همراه )p(، )بر حسب صدهزار 
تومان( و تعداد تلفن همراه فروخته شده )x(، از رابطۀ p =15-0/25x به دست می آید.

 مقدار x را بر حسب p بنویسید. 1
......................................................................................................................................................................................

 درآمد حاصل از فروش تعداد x کالا ) )R)p ( را بر حسب p بنویسید. 2
......................................................................................................................................................................................
 نامعادله ای بنویسید که نشان دهد برای چه مقدارهای p، درآمد حاصل از فروش، بیشتر از  3

400 میلیون است.
......................................................................................................................................................................................

همان طور که مشاهده می کنید مدل ریاضی برخی از مسائلی که با آن روبه رو می شویم به صورت 
نامعادله است و برای حل مسئله لازم است نامعادله را حل کنیم. در بخش قبل دیدیم که محل های 
برخورد نمودار تابع )x(y =f با محور طول ها )در صورت وجود(، جواب هاي معادله 0= )f )x هستند. 

یعني براي حل معادله f )x( =0 ،می توانیم از نمودار تابع f کمک بگیریم. 
فعالیت صفحۀ بعد نشان می دهد برای حل نامعادله ها نیز می توان از نمودار تابع ها استفاده کرد.
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 در نظر بگيرید. نمودار آن در زیر رسم شده است. تابعf(x) =x2-7x+10 را با دامنۀ 

1 طول نقاط محل برخورد نمودار تابع با محور x ها ، چه چيزي را نشان مي دهند؟
......................................................................................................................................................................................

2 با استفاده از نمودار، جواب های معادلۀ f(x) =0 را به دست آورید.
......................................................................................................................................................................................

3 آن قسمت از نمودار تابع را كه بالای محور x  ها قرار گرفته است، رنگي(پر رنگ) كنيد. و 
جمله زیر را كامل كنيد: 

عرض نقاط رنگی(كوچک تر از صفر  / بزرگ تر از صفر) است. 
4 به ازای چه مقادیری از دامنه، مقدار تابع مثبت است؟ این مقادیر از دامنه را به صورت بازه 

نمایش دهيد.
......................................................................................................................................................................................

5 مجموعۀ جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10>0 با مجموعه به دست آمده در (4) چه رابطه ای 
دارد؟ توضيح دهيد.

......................................................................................................................................................................................

6 آن قسمت از نمودار تابع را كه پایين محور x ها قرار گرفته است با رنگ دیگری مشخص كنيد.

......................................................................................................................................................................................
7 به ازای چه مقادیری از دامنه، مقدار تابع منفی است؟ این قسمت از دامنه را با استفاده از 

بازه ها بنویسيد.
......................................................................................................................................................................................

 (7) در  آمده  دست  به  مجموعۀ  همان   x 2-7x   +10<0 نامعادلۀ جواب های  مجموعۀ  آیا   8
است؟ توضيح دهيد.

......................................................................................................................................................................................

فعالیت 7
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همان طور که در فعالیت )7( می بینید، برای xهایی که نمودار تابع بالای محور xهاست، داریم 0<)f)x؛  
پس مجموعۀ این xها دقیقاً همان مجموعۀ جواب های نامعادلۀ f)x(>0 است. به طور مشابه، برایx   هایی 
که نمودار تابع، پایین محورxها است مقدار )x(f منفی است و 0> )f)x  . پس مجموعۀ این xها دقیقاً 
همان مجموعه جواب های نامعادلۀ x( <0(f است. نمودار تابع  x2-7x +10= )f)x محور x ها را 
در نقاطی به طول 2 و 5 قطع می کند. نمودار این تابع در بازۀ )5 ,2( زیر محور xها است 
و این بازه دقیقاً همان مجموعۀ جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10<0 است. همچنین، نمودار 
)2, ∞-( بالای محور xها است و این مجموعه دقیقاً همان مجموعه  این تابع، در مجموعۀ )∞+, 5(

جواب های نامعادلۀ x 2-7x+10>0 است.
در حالت کلی برای حل نامعادلۀ x(>0(f که f یک تابع است، ابتدا نمودار تابع )y  =f)x را رسم می کنیم. 
سپس، آن قسمت از نمودار تابع را که بالای محور xها است مشخص می کنیم. آن xهایی از دامنۀ f که 

به ازای آنها، نمودار تابع بالای محور xها است مجموعۀ جواب های نامعادلۀ f)x(>0 است. 
به طور مشابه، برای حل نامعادلۀ x( <0(f ، ابتدا نمودار تابع )y   =f)x را رسم می کنیم. سپس، آن قسمت 
از نمودار تابع را که پایین محور xها است را مشخص می کنیم. آن xهایی از دامنۀ f که به ازای آنها نمودار 

تابع، پایین محور xها است مجموعۀ جواب های نامعادله   f)x( <0   می باشد.
بر مجموعۀ جواب های  ( علاوه   f)x( ≤0 یا(  f)x( ≥0 به صورت نامعادله های  مجموعۀ جواب های 

نامعادلۀ x( <0(f یا 0<)f)x، طول نقاط برخورد نمودار تابع با محور xها را هم شامل می شود.

مثال 9  
 نامعادلۀ 2x  -1<4-x را با رسم نمودار حل کنید.

ابتدا بـا انتقال جملات به یک طرف، نامعادله را به شکل 3x   -5>0 می نویسیم. سپس، نمودار تابع 
 است رسم می کنیم. f)x( =3x   -5 را که دامنۀ آن 
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کار در کلاس7

( بالای محورxها  5
3
، محورxها را قطع می کند و در بازۀ )∞+,

 
=x

5
3  

این خط در نقطه ای به طول

.) 5
3
است. پس، مجموعۀ جواب های نامعادلۀ 3x  -5  >0 عبارت است از )∞+,

مثال 10 

 نامعادلۀ5t2+12t +5  ≥2- را حل کنید.

ابتدا نامعادله را به صورت5t2+12t +3  ≥0- می نویسیم. سپس، نمودار تابع f)t( =-5t2+12t   +3 را که 
 است به کمک جئوجبرا رسم می کنیم. دامنه آن 

جئوجبرا، محل تقریبی برخورد نمودار این تابع با محور x ها را در نقاط به طول تقریبی 0/23- و 2/63 
نشان می دهد. در بازۀ بین این نقاط نمودار تابع بالای محور x ها است، پس مجموعۀ جواب این نامعادله، 

بازۀ]2/63, 0/23-[  است.

مستطیل هایی را در نظر بگیرید که طول آنها 8 سانتی متر بیشتر از عرض آنها است. عرض این 
مستطیل ها چه مقادیری باید داشته باشند تا مساحت آنها از 25 سانتی متر مربع کمتر باشد.
......................................................................................................................................................................................
......................................................................................................................................................................................
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نامعادلۀ  مورد، مجموعۀ جواب های  است. در هر  تابع رسم شده  نمودارهای چهار  زیر   در  1
f)x(   ≥0 را  مشخص کنید.

ب الف

مسائل

پ

 نامعادله های زیر را حل کنید. 2
               -x2+4x  +3  ≥ -2 )3               پx2-5x  -1>0 )2           بx  -3<0 )الف

 پرتابه ای به طورعمودی به هوا پرتاب مي شود. ارتفاع این پرتابه از سطح دریا )برحسب متر( 3
به صورت تابعي از زمان)برحسب ثانیه( با رابطۀ 5t2+100t-= )h)t داده شده است. مشخص 

کنید در چه بازۀ زماني، ارتفاع این پرتابه بیش از 200 مترخواهد بود.
......................................................................................................................................................................................

 مقدار x را طوري بیابید که اندازۀ محیط مثلث از اندازۀ مساحت مربع کمتر باشد. 4

 علی به تازگي یک کارگاه تولید قطعات یدکي راه اندازي کرده است. درآمد حاصل از فروش  5
مي آید.  به دست   R)p(  =   -100p2+50000p قانون  از  تومان(  )برحسب   p قیمت  به  کالا 

به ازای چه مقادیری برای p، میزان درآمد شرکت بیش از 10,000,000 است؟
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هدایت غریزی زنبور عسل: مهندس طبیعت

از طرّاحی و استحکام است. ساختار کندو به گونه ای است که  بارزی  کندوی زنبور عسل نمونۀ 
بیشترین فضا برای جمع آوری شیره را دارا می باشد. محاسبات ریاضی دانان نشان داده است که 
از  الهام  با  زنبورها  این ویژگی است.  به  برای دستیابی  شش ضلعی مناسب ترین شکل هندسی 
وحی الهی، قوانین هندسی را رعایت نموده و پناهگاهی امَن برای خود طراحی می کنند. یافته های 
انسان از دیرباز از به کارگیری و مدل سازی پدیده های خلقت حکایت دارد. امروزه ساختار کندوی 
بافتی  از  است. همچنین  استحکام  با  و در عین حال  الگوی آجرهای کم وزن  الهام بخش  عسل، 
مشابه شانه عسل در ساخت لاستیک های مخصوص زمستان یا تختۀ اسنوبورد استفاده می شود.

خداوند متعال این حقیقت علمی را این چنین به زنبور عسل الهام فرموده است:
و پروردگار تو به زنبور عسل الهام کرد: از کوه ها، درخت ها و بناها خانه هایی برای خود برگیر؛ 
سپس از تمام ثمرات )و شیرۀ گل ها( بخور و راه های پروردگارت را به اطاعت بپیما. آنگاه از درون 
آنها، شربتی رنگارنگ خارج می شود که در آن، شفا و درمان برای مردم است. به راستی در این امر، 

برای مردم اندیشمند نشانه ای است.
سورۀ نحل آیات 68 و 69

زندگی  ابعاد  دیگر  و  زنبورها  مسیر حرکت  در  موجود  ریاضی  الگوهای  دربارۀ  بسیاری  تحقیقات 
آنها انجام شده است. ساده ترین رابطۀ ریاضی که می توان مشاهده کرد، رابطۀ بین تعداد حجره 

حلقه های  شماره  با  ضلعی ها(  )شش  سلول ها  یا 
دور یک سلول است که با یک تابع چند جمله ای از 
درجۀ 2 نمایش داده می شود. اگر n شماره حلقه 
به  که  است  تابعی    ( (Q n n n= − +23 3 1 باشد، 

کمک آن می توان تعداد حجره ها را پیدا کرد.

خواندنی
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را  آنها لازم است مفهوم زاویه ها  برای تبیین ریاضی  حرکات چرخشی در طبیعت بسیار رخ می دهند و 
گسترش دهیم و نسبت های مثلثاتی را برای آنها تعریف کنیم.

22/44°

5/14°

6/68°

23/45

پودمان سوم  

زاویه های دلخواه و نسبت های مثلثاتی آنها
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زاویۀ چرخش

دیروز، مجید به همراه خانوادۀ خود به شهر بازی رفته بود. در آنجا چرخ و فلک بزرگی بود که مجید و بقیة 
جوان ترها سوار یکی از کابین های آن شدند. بقیه روی نیمکت نشستند و از پایین آنها را تماشا می کردند.  
چرخ و فلک برای پیاده و سوار کردن افراد گاهی می ایستاد و سپس حرکت می کرد. پدر مجید که روی 
نیمکت نشسته بود آنها را گم کرد. او با تلفن همراه خود با مجید تماس گرفت تا بداند آنها کجا هستند. 
مجید نمی دانست چگونه موقعیت خود را بیان کند تا پدرش جای او را پیدا کند. او با خود فکر کرد که 

چگونه می توان موقعیت کابین های چرخ و فلک را توصیف کرد.
روز بعد، او این سؤال را در کلاس درس ریاضی مطرح کرد. دبیر از هنرجویان خواست تا در این مورد فکر 

کنند و نظر خود را بیان کنند.
آرمان گفت: به نظر من دانستن ارتفاع کابین از سطح زمین مهم است. ما می توانیم در هر لحظه با مشخص 

کردن ارتفاع کابین، موقعیت آن را مشخص کنیم.
سعید گفت: ولی من فکر نمی کنم فقط با داشتن ارتفاع کابین بتوان موقعیت آن را مشخص کرد، ممکن 
است کابین در سمت چپ یا راست چرخ و فلک باشد؛ یعنی، برخی کابین ها با اینکه ارتفاع یکسان دارند، 
جایشان متفاوت است. شاید بهتر باشد مسافت طی شدۀ کابین روی مسیر دایره ای را اندازه گیری کنیم. 

اگر مسافت طی شده از نقطة شروع معلوم باشد، موقعیت کابین هم مشخص می شود.
دبیر گفت: بله، با مشخص شدن مسافت طی شده، موقعیت کابین کاملًا مشخص می شود؛ مثلًا اگر شعاع 
دایرۀ چرخ و فلک 10 متر باشد و مسافت طی شده از نقطة شروع،10π متر باشد، معلوم می شود کابین 
به بالاترین نقطة خود رسیده است و اگر مسافت طی شده 20π متر باشد، معلوم می شود کابین یک دور 
کامل زده و به نقطة شروع برگشته است. ولی یافتن مسافت طی شده دشوار است. آیا راه ساده تری برای 
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توصیف موقعیت کابین می توان پیدا کرد؟
حمید گفت: فکر کنم اگر زاویة طی شده توسط کابین را بدانیم، می توانیم مسافت طی شده را بیابیم.

دبیر گفت: منظورت از زاویة طی شده چیست؟
حمید گفت: اگر اجازه دهید، شکل آن را روی تخته بکشم و از روی شکل توضیح دهم. 

O

A
B

 ) B می توانیم تصور کنیم چرخ و فلک همانند یک دایره و یک کابین آن مانند نقطه ای از این دایره )نقطة
است. اگر شعاع ثابتی را در نظر بگیریم که از مرکز دایره )نقطة O ( به نقطة شروع حرکت )نقطة A ( وصل 
شده باشد، زاویة بین دو شعاع OA و  OB را می توانیم زاویة طی شده، با حرکت از A به B در نظر بگیریم. 
در شروع حرکت، این دو شعاع بر هم منطبق اند و زاویة بین آنها را می توان صفر در نظر گرفت و رفته رفته 

با حرکت کابین، اندازۀ این زاویه بیشتر می شود.
دبیر گفت: خیلی خوب است. اندازه گیری این زاویه ساده تر از اندازه گیری مسافت طی شده است.)چرا؟(

آیا می توان مستقیماً از همین زاویه برای مشخص کردن موقعیت کابین استفاده کرد؟
سعید گفت: بله، دانستن اندازۀ زاویة طی شده برای مشخص کردن موقعیت کابین کافی است، فقط یک 
مشکل وجود دارد. بعد از آنکه کابین بیش از یک نیم دور بزند )بیش از 180 درجه(، زاویةبین این دو شعاع 

چه معنایی دارد؟ )مانند شکل زیر(

دبیر گفت: زاویه هایی که با چرخش ایجاد می شوند، می توانند از 180 درجه هم بیشتر شوند و هر مقداری 
چرخش،  زاویة  کامل،  دور  یک  اندازۀ  به  چرخش  با  مثلًا  می نامند؛  چرخش  زاویة  را  زاویه ها  این  باشند. 

360    درجه خواهد بود. 

سطح زمین
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مجید گفت: وقتی چرخ و فلک یک دور زده است، باید بگوییم 360 درجه چرخیده ایم. اما، اگر چرخ و 
فلک دورهای بیشتری بزند، زاویة چرخش چقدر خواهد بود؟ 

حمید گفت: فکر کنم به ازای هر دور باید 360 درجه چرخش حساب کنیم؛ یعنی 2 دور چرخش برابر720 
درجه چرخش و اگر 10 دور زده باشیم باید بگوییم 3600 درجه چرخیده ایم. 

کرد،  حرکت  نیز  برعکس  جهت  در  فلک  و  چرخ  بار  چند  بودیم  فلک  و  چرخ  سوار  وقتی  گفت:  مجید 
زاویةچرخش در جهت برعکس را چگونه حساب کنیم؟ آیا می توانیم اندازۀ زاویة چرخش در جهت برعکس 

را عددی منفی در نظر بگیریم؟
ما  و  است  طبیعی  بسیار  برعکس  جهت  در  چرخش  زاویة  اندازۀ  گرفتن  درنظر  منفی  بله،  گفت:  دبیر 
می توانیم زاویه های با مقدار منفی هم داشته باشیم. درست مثل محور اعداد که یک جهت را جهت مثبت 
و خلاف آن را جهت منفی در نظر گرفتیم، در اینجا نیز یک جهت چرخش را جهت مثبت و جهت خلاف 

آن را جهت منفی می نامند.
مجید گفت: چه جالب! اما کدام جهت را مثبت و کدام جهت را منفی در نظر بگیریم؟

دبیر گفت: انتخاب جهت چرخش مثبت یا منفی قراردادی است. طبق قرارداد، در یک صفحه، چرخش در 
جهت خلاف حرکت عقربه های ساعت را مثبت و چرخش درجهت موافق حرکت عقربه های ساعت را منفی 

در نظر می گیرند.

زاویه های با مقدار منفی را زاویۀ منفی می نامند و دو زاویه را که مقدار آنها قرینۀ یکدیگرند، دو زاویة 
قرینه می نامند؛ مثلًا دو زاویه با مقدارهای 450 و 450-   ، قرینۀ یکدیگرند.

 زاویه را می توان به عنوان چرخش یک نیم خط نسبت به یک نیم خط دیگر هم در نظر گرفت. در 
شکل های صفحه بعد، نیم خطOAثابت است و نیم خط OB حول نقطۀ O در حال چرخش در جهت 
مثبت است. در این شکل ها، مقدار زاویۀ چند چرخش خاص بر حسب درجه نشان داده شده است. 
توجه داشته باشید که زاویة چرخش یک مفهوم فقط هندسی نیست و در آن از مفهوم حرکت 

و جهت حرکت نیز استفاده می شود. 

− 045

045
مثبت

منفی



67

A
O

A

B

O A

B

O

0315

A
O

0180

0630 0380

AO

0120

B

AO

0240

B

B

B

A
O

A

B

O A

B

O

0315

A
O

0180

0630 0380

AO

0120

B

AO

0240

B

B

B

اگر جهت چرخش، منفی )موافق حرکت عقربه های ساعت( باشد، مقدار زاویه های چرخش را به صورت 
منفی در نظر می گیریم؛ برای مثال در شکل های زیر، مقدار زاویه های چرخش )3( و )4( که در جهت 

منفی هستند، عددی منفی است.

090

− 090

0450

− 0270

وضعیت  دانستن  نیم خط،  دو  بین  چرخش  زاویۀ  شدن  مشخص  برای  که  باشید  داشته  توجه    
قرار گرفتن آن دو نیم خط کافی نیست و باید معلوم باشد کدام نیم خط در کدام جهت و چند دور 
چرخش کرده است؛ برای مثال در حالت های )1( و )2( و )4( وضعیت قرارگرفتن نیم خط ها مانند 

یکدیگر است، ولی هرکدام زاویه های چرخش متفاوتی دارند.
نقطه ای  دایره و روی آن  اگر یک  نیز می توان توصیف کرد.  دایره  را در یک  زاویۀ چرخش  مفهوم 

به عنوان مبدأ حرکت مانند  A در نظر بگیریم، با حرکت یک نقطه 
 O حول نقطۀ OB از این مبدأ )مانند شکل روبه رو(، شعاع B مانند
چرخش می کند و زاویه ای با شعاع OA می سازد. مقدار این زاویه را 
زاویة چرخش نقطة B از مبدأ A می نامند. پس هرگونه حرکت 
نقطۀ B روی دایره، یک زاویۀ چرخش را معین می کند و هر زاویۀ 

چرخشی، نقطه ای متناظر روی دایره خواهد داشت.

)1()2()3()4(

B

AO
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مثال 1
نقاط متناظر زاویه های 120 درجه و 50 ـ درجه و 220 درجه در شکل های زیر مشخص شده اند.

AO AO A
O

0220

0120

− 050

 A از نقطۀ دوچرخه سواری در یک مسیر دایره ای شکل، 
طبق شکل روبه رو، با سرعت ثابت شروع به حرکت می کند 
و چندین بار این دایره را دور می زند. او یک دور این دایره 

را در 3 دقیقه طی می کند.

O AC

B

1 این دایره را در چند دقیقه طی می کند؟ مکان او را روی دایرۀ بالا با یک 
4

1 دوچرخه سوار،
نقطه مشخص کنید.

دقیقه( به نقطۀ B رسیده باشد، زاویۀ بین دو شعاع  1
3

2 اگر دوچرخه سوار پس از 20 ثانیه )

OA وOB چند درجه است؟
..............................................................................................................................................................................

3 این دوچرخه سوار پس از 3 دقیقه و 20 ثانیه در چه نقطه ای از دایره قرار می گیرد؟
..............................................................................................................................................................................

4 اگر یک دوربین فیلم برداری از مرکز دایره به دوچرخه سوار نگاه کند، در هر دقیقه چند 
درجه چرخش می کند؟ 

..............................................................................................................................................................................
5 جدول زیر را تکمیل کنید. در هر زمان، مکان دوچرخه را روی شکل نشان دهید و وضعیت 

او را توصیف کنید.
..............................................................................................................................................................................

زمان حرکت دوچرخه بر حسب دقیقه1376/5542

زاویۀ چرخش دوربین

کار در کلاس1  
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مسائل
به  را  شده  داده  چرخش  زاویه های  شده اند.  رسم  چرخش  زاویۀ  چند  زیر  شکل های  در   1

شکل های صحیح آن وصل کنید.

2 در دایرۀ مقابل، نقطۀ A مبدأ در نظر گرفته 
شده است. نقاط متناظر زاویه های 50 و 145 و 
300 و 460 و 60  - و 180- درجه را روی این 

دایره نشان دهید.

0180 − 0240− 0120

− 0410
03400390

340°           180°        -410 °        -240°        -120°        390°

0180 − 0240− 0120

− 0410
03400390

3 وضعیت دو نیم خط که زاویۀ چرخش آنها صفر درجه است چگونه است؟

او  بار روی یک مسیر دایره ای شکل در جهت مثبت بدود، زاویۀ چرخش  4 اگر دونده ای 5 
نسبت به نقطۀ شروع چند درجه است؟

و   120 چرخش  زاویۀ  دو  متناظر  نقاط  کنید.  انتخاب  آن  روی  مبدأ  یک  و  دایره  یک   5
120-       درجه را روی آن بیابید. از لحاظ هندسی، این نقاط چه وضعیتی نسبت به هم دارند. دو 
زاویۀ قرینه دیگر مثال بزنید و وضعیت نقاط متناظر آنها نسبت به هم را توصیف کنید. آیا این 

وضعیت برای هر دو زاویه که قرینۀ هم باشند برقرار است؟

O A
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فعالیت 1

واحد اندازه گیری زاویه: رادیان

در مسئلة تعیین موقعیت کابین های یک چرخ و فلک، سعید پیشنهاد کرده بود که مسافت طی شده توسط 
برای  یاد گرفت که میزان زاویة چرخش کابین  او  برده شود.  به  کار  برای شناختن موقعیت کابین  کابین 

دانستن موقعیت کابین کافی است،  ولی نکتة مهمی نظر او را جلب کرد.
سعید گفت: به نظر می رسد مسافت طی شده توسط کابین و زاویة چرخش آن، با هم رابطه دارند و با 

داشتن هر کدام می توان دیگری را حساب کرد. رابطة بین این دو کمیت را چگونه به دست آوریم؟
دبیر گفت: بله این دو کمیت، متناسب مستقیم هستند و فعالیت زیر می تواند رابطة بین این دو کمیت را 

مشخص کند.

آن  روی  و  بگیرید  نظر  در   r به شعاع  را  دایره ای 
نقطۀ A را به عنوان مبدأ در نظر بگیرید.

از مبدأ، در جهت مثبت، شروع به حرکت  1 اگر 
زاویۀ چرخش  کامل،  دور  یک  از طی  پس  کنیم، 

چند درجه است؟ مسافت طی شده چقدر است؟

گفتگو

فعالیت )1( نشان می دهد که زاویۀ چرخش یک نقطه از یک دایره و کمان طی شده1 توسط آن نقطه، 

L ، که D زاویۀ چرخش نقطه و L  طول کمان 
D

دو کمیت متناسب مستقیم هستند. بنابر این، نسبت 

طی شده آن نقطه است، مقداری ثابت است. در یک دایره به شعاعr ، چرخش به اندازۀ 360 درجه، 

2 به ازای هر یک درجه زاویه چرخش، مسافت طی شده چقدر است؟

L چقدر است؟
D

3 اگر D ، زاویۀ چرخش برحسب درجه و L ، مسافت طی شده باشد، نسبت 

 D را برحسب L بیان کند و رابطه ای بنویسید که L را بر حسب D 4 رابطه ای بنویسید که
بیان کند.

O A

1ـ مسیر حرکت روی یک دایره، کمانی از آن دایره است و مسیر طی شده را کمان طی شده می نامند.
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تعریف

R

r

L

= )رادیان( L
R

r
 

. بنابراین، می توانیم بنویسیم:  π=L r
D

2
360

معادل کل محیط دایره، یعنیπr 2 است، پس 

                                                            
L L

D D
r r

π=         = ×
π

180
180

L    و     L
D D

r r
π=         = ×

π
180

180
 

اندازۀ  از  L )نسبت طول کمان طی شده به شعاع دایره( مضربی 
r

این تساوی ها نشان می دهند که 
زاویه است.

L را به عنوان واحد دیگری 
r

، زاویۀ چرخش کاملًا معین است. بنابراین، می توان  L
r

 با مشخص بودن

برای اندازه گیری زاویه در نظر گرفت. این واحد اندازه گیری را رادیان می نامند.

اگر نقطه ای از یک دایره به شعاع r، کمانی به طول 
L را اندازۀ 

r
L را در جهت مثبت طی کند، مقدار 

زاویه چرخش آن نقطه، بر حسب رادیان می نامند. 

زاویه  را مقدار آن   − L
r

زاویه های منفی،   برای 

بر حسب رادیان می نامند.

دایره ای که شعاع آن 1 واحد است، دایرۀ واحد نامیده می شود. در دایرۀ واحد، طول کمان طی شده، 
همان اندازۀ زاویۀ چرخش بر حسب واحد رادیان است. در تساوی های زیر:

L L
D D

r r
π=           = ×

π
180

180
     و    

L L
D D

r r
π=           = ×

π
180

180
 

همان اندازۀ زاویه بر حسب رادیان است. اگر اندازۀ یک زاویه برحسب رادیان را با R و اندازۀ آن  L
r زاویه بر حسب درجه را با  D نشان دهیم، این تساوی ها به صورت زیر در می آیند.  

  =
π

D R
180

  
  و

 
, π  =    =

π
D R R D

180
180

 و ضریب تبدیل درجه به رادیان 
π

180 این تساوی ها نشان می دهند، ضریب تبدیل رادیان به درجه 
,است. π  =    =

π
D R R D

180
180
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مثال 2
180 درجه معادل چند رادیان است؟ 

راه حل اول: چرخش به اندازۀ 180 درجه، معادل پیمودن نصف محیط دایره با شعاع واحد )دایرۀ 
واحد( است که برابر π واحد است. پس 180 درجه، معادل π رادیان یعنی تقریباً 3/14 رادیان است.

راه حل دوم: با استفاده از رابطۀ بین واحد رادیان و درجه داریم:
 

/R D
π π

= × = × = π ≈180 3 14
180 180

مثال 3
1 رادیان، چند درجه است؟ 

با استفاده از رابطۀ بین واحدهای درجه و رادیان داریم:

/
/

= × = × ≈ ≈
π π

D R
180 180 1801 57 3

3 14
یعنی، 1 رادیان تقریباً معادل 57 درجه است.

مثال 4
1 درجه معادل چند رادیان است؟

با استفاده از رابطۀ بین واحدهای درجه و رادیان داریم:
/ /R

π
= × ≈ ≈

3 141 0 017
180 180

پس، هر درجه، تقریباً معادل 0/017 رادیان است.

حالا که دو واحد متفاوت برای اندازه گیری زاویه ها در اختیار داریم باید در بیان اندازۀ زاویه ها، واحدِ 
به کار رفته ذکر شود؛ مثلًا زاویه40 درجه و زاویۀ 40 رادیان، دو زاویۀ متفاوت هستند. 40 رادیان برابر 
× درجه، یعنی تقریباً 2292 درجه است. همچنین π رادیان با π درجه متفاوت است؛ زیرا 

π
18040

π  رادیان معادل 180 درجه است و π درجه تقریباً 3/14 درجه است. 
معمولاً در زاویه هایی که برحسب رادیان بیان می شوند، نماد π به کار می رود؛ مثلًا زاویه 30 درجه 
π رادیان است. به همین دلیل در بیان اندازۀ یک زاویه، اگر نماد π در آن باشد، 

6
برحسب رادیان، 

منظور آن است که واحد زاویه، رادیان است؛  مگر آنکه صریحاً گفته شود که واحد زاویه درجه است.
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کار در کلاس2 

مثال 5 

π5 رادیان که معادل 150 
6

π5 یعنی 
6

π رادیان که معادل 90 درجه است. زاویۀ 
2

π یعنی 
2

زاویۀ 

درجه است. زیرا:

π π
× = × =

π π
180 90 150

2 6       
π      و π

× = × =
π π

180 5 18090 150
2 6

1 زاویه های 30 و 45 و 60 و 90 درجه را بر حسب رادیان بنویسید.
.........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................

2 در جدول زیر تعدادی زاویه بر حسب درجه و رادیان داده شده است. معادل آنها را بر حسب 
واحد دیگر بیابید و جدول را کامل کنید.

درجه3600-27055

− π15
4

π11
3

رادیان

 .........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................
.........................................................................................................................................................................

π را روی دایره 
6

 , − π5
6

 , π , -π , π3
2

 , π
2

 , 2π , −π
3

 , 0 , π7
3

3 نقاط متناظر زاویه های 
زیر )بدون تبدیل به درجه( مشخص کنید.



74

4 در شکل زیر یک شش ضلعی منتظم را داخل دایره رسم کرده ایم به گونه ای که یکی از 
.)A رأس های آن روی نقطۀ متناظر زاویۀ صفر است )نقطۀ

 الف( بقیه رئوس این چندضلعی، متناظر چه زاویه هایی )بر حسب درجه( هستند؟ 
.........................................................................................................................................................................

 A ب( اگر شش ضلعی بالا به اندازۀ 30 درجه در جهت مثبت دوران کند به طوری که رأس A به́ 
انتقال یابد، رئوس این چندضلعی جدید متناظر چه زاویه هایی هستند؟

.........................................................................................................................................................................

.........................................................................................................................................................................

A

AD

BC

FE

A′

خواندنی
به 90  را  راست  زاویۀ  اگر  است.  قراردادی  واحد  یک  زاویه ها،  اندازه گیری  برای  درجه  واحد 
قسمت مساوی تقسیم کنیم، هر قسمت را 1 درجه می نامند. شاید این سؤال پیش بیاید که 
چرا به 100 قسمت مساوی تقسیم نکنیم؟ البته این کار را می کنند و با تقسیم زاویۀ راست به 
100 قسمت مساوی، هر قسمت را 1 گراد می نامند که واحد دیگری برای اندازه گیری زاویه 
است؛ اما طول کمان طی شده در دایرۀ واحد، مقداری طبیعی وابسته به زاویه است و به همین 
دلیل واحد مناسب تری است و در جایی که به رابطۀ بین طول کمان دایره و زاویۀ کمان نیاز 

داریم با این واحد جدید رابطۀ بهتری به دست می آید.                
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1 زاویه های 15، 190، 530 ، و 1000- درجه را بر حسب رادیان بنویسید.

− را بر حسب درجه بنویسید. π14
5

 , − π8
3

 , π4
3

 , π
7

2 زاویه های 

زاویۀ  دهید  توضیح  شود،  منطبق  خود  اول  حالت  روی  از چرخش  بعد  نیم خط  یک  اگر   3
چرخش آن بر حسب رادیان چه مقادیری می تواند باشد؟

4 در یک دایره به شعاع r، اگر زاویۀ یک کمان بر حسب رادیان، 
θ باشد، طول این کمان  برحسب r و θ چقدر است؟

r

L

θ

5 در یک چرخ و فلک به شعاع 10 متر، اگر یک کابین نسبت به 
حالت اولیۀ خود، به اندازۀ 1 رادیان چرخیده باشد، چه مسافتی 

زاویۀ چرخش کابین  باشد،  اگر مسافت طی شده توسط کابین 70 متر  را طی کرده است؟ 
برحسب رادیان و درجه چقدر است؟

مسائل

پرۀ نشانه

این چرخ  است.  متر   0/5 یک چرخ،  پره های  6 طول 
مثبت  با  می چرخانیم.  لغزش  بدون  زمین  روی  را 

درنظرگرفتن جهت چرخش،
الف(    پس از طی 100 متر مسافت، زاویۀ چرخش پرۀ 
نشانه نسبت به حالت اولیه اش )برحسب درجه و رادیان( 

چقدر است؟
ب( اگر یکی از پره ها 3000 درجه چرخش کرده باشد، 

چرخ چند متر طی کرده است؟
پ( تحقیق کنید که کیلومترشمار ماشین، مسافت طی 

شده را چگونه نشان می دهد؟
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نسبت های مثلثاتی زاویه های دلخواه

با یادگیری مفهوم زاویة چرخش، برای مونا سؤالی پیش آمد. 
مونا گفت: سال گذشته، نسبت های مثلثاتی زاویه های تند به کمک مثلث های قائم الزاویه تعریف شدند. 
آیا نسبت های مثلثاتی سینوس، کسینوس و تانژانت زاویه های دلخواه هم قابل تعریف هستند؟ برای زاویة 
باز که نمی توان مثلث قائم الزاویه رسم کرد، در این حالت، نسبت های مثلثاتی زاویه های باز چگونه قابل 

تعریف است و چه معنایی خواهند داشت؟

آیا می توانید بین نسبت های مثلثاتی زاویة تند α و مختصات نقطة متناظر آن )A(، رابطه ای بیابید؟
مونا گفت: با توجه به مثلث های قائم الزاویه ای که در شکل دیده می شوند، طول نقطة A همان cos α و عرض 

نقطة A همان sin α است.
دبیر گفت: حال فرض کنید به جای ربع دایرۀ واحد، یک نیم دایرۀ واحد داشته باشیم. اگر نقطة A حرکت 
 A و مختصات نقطة α کند و از ربع اول دایره به ربع دوم برود، چه اتفاقی برای نسبت های مثلثاتی زاویة

می افتد؟ 

A

دبیر گفت: سال گذشته، تعبیر نسبت های مثلثاتی زاویه های 
از طریق تعبیر  تند را در یک ربع دایره بررسی کردیم. شاید 
نسبت های مثلثاتی در یک ربع دایره، بتوانید برای این پرسش 
جوابی بیابید. بهتر است مجدداً مفهوم نسبت های مثلثاتی زاویه 
تند را در یک ربع دایره بررسی کنید. در صفحة مختصات، یک 
ربع دایرۀ  واحد مانند شکل روبه رو رسم کنید و روی آن نقطة 

A و زاویة تند α را در نظر بگیرید.

A

a

a

A
A A

A

سارا گفت: تا زمانی که در ربع اول دایره هستیم، کسینوس و سینوس زاویة α به ترتیب، همان طول و 
باز، هنوز  زاویه های  مثلثاتی  برای نسبت های  ربع دوم می شویم،  وارد  اما، وقتی  A هستند.  نقطة  عرض 

گفتگو

از آنجا که کسینوس یک زاویه، طول نقطۀ متناظر آن زاویه و سینوس یک زاویه، عرض نقطه 
متناظر آن زاویه است، محور افقی را محور کسینوس ها و محور عمودی را محور سینوس ها 

می نامند. در این حالت در شکل بالا، دایرۀ واحد به مرکز مبدأ مختصات را دایرۀ مثلثاتی 

 مبدأ اندازه گیری زاویه ها است.    
 

1
0

می نامند و نقطۀ
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را  زاویه ها  این  متناظر  نقاط  ولی مختصات  نداریم،  تعریفی 
تند  زاویه های  همانند  می شود  آیا  کنیم.  می توانیم حساب 
در ربع اول، مختصات نقاط متناظر زاویه های باز را به عنوان 

کسینوس و سینوس این زاویه ها تعریف کنیم؟
مونا گفت: ولی طول نقاط متناظر زاویه های باز، منفی است. 

آیا کسینوس یک زاویه می تواند منفی باشد؟
ریاضی دان ها،  و  است  بله، حدس سارا درست  گفت:  دبیر 

مبدأ  مرکز  به  واحد  دایرۀ  مختصات،  صفحۀ  در 
به   A نقطۀ  می گیریم.  نظر  در  را  مختصات 

اندازه گیری  برای  مبدأ  به عنوان  را       
 

1
0

مختصات

زاویه در نظر می گیریم. اگر B نقطۀ متناظر زاویه 

چرخش θ باشد، طول B را cosθ و عرض B را 

sinθ می نامند.

سینوس و کسینوس زاویه های باز را به همین شکل تعریف می کنند و منفی شدن سینوس یا کسینوس 
زاویه ها مشکلی ندارد.

مونا گفت: آیا برای بقیة زاویه های چرخش هم می توان همین تعریف را به کار برد؟
معلم گفت: بله، برای هر زاویة چرخش در دایره واحد،  طول نقطة متناظر آن را کسینوس آن زاویه و عرض 

آن را سینوس آن زاویه، تعریف می کنند.

از آنجا که کسینوس یک زاویه، طول نقطۀ متناظر آن زاویه و سینوس یک زاویه، عرض نقطه 
متناظر آن زاویه است، محور افقی را محور کسینوس ها و محور عمودی را محور سینوس ها 

می نامند. در این حالت در شکل بالا، دایرۀ واحد به مرکز مبدأ مختصات را دایرۀ مثلثاتی 

 مبدأ اندازه گیری زاویه ها است.    
 

1
0

می نامند و نقطۀ

θ
sinθ

cosθ

A

B

تعریف
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مثال 6
برای زاویه های خاص 0، 90، 180 و 270 درجه که به ترتیب نقاط متناظر آنها دارای مختصات

 هستند، نتیجه می شود: 
 − 

0
1

− و  
 
 

1
0

 ,   
 

0
1

 ,   
 

1
0

 

π3 رادیان
2

π رادیان °180یا π رادیان °270یا 
2

θ°0°90 یا 
              نسبت مثلثاتی 

-1010sinθ

101cosθـ0

به دست  قائم الزاویه  مثلث های  رسم  با  را  تند  زاویه های  مثلثاتی  نسبت های  گذشته،  پرسید: سال  مونا 
می آوردیم. اما، نسبت های مثلثاتی زاویه های باز را چگونه حساب کنیم؟         

دبیر گفت: با انجام فعالیت زیر می توانید سینوس و کسینوس زاویه های باز را حساب کنید. ربع اول

گفتگو

معمولاً دایره مثلثاتی را به چهار قسمت تقسیم می کنند و طبق 
شکل مقابل این چهار قسمت را ربع های اول، دوم، سوم و چهارم 

دایره مثلثاتی می نامند.

1 فرض کنید θ یک زاویۀ تند بر حسب رادیان باشد، π-θ فعالیت 2
چه نوع زاویه ای است؟

 π- θ و θ 2 با رسم شکل، وضعیت نقاط متناظر دو زاویه
سینوس ها  محور  و  هم  به  نسبت  را  مثلثاتی  دایرۀ  روی 

مشخص کنید.
3 سینوس این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟

4 کسینوس این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟

ربع دومربع اول

ربع سوم ربع چهارم

مثال 7  

نقطۀ متناظر با زاویۀ 2/23 رادیان در کدام ربع قرار دارد؟

π/ و نقطۀ متناظر این زاویه 
< < π2 232 / و π ≈ 3/14، داریم:  /π

≈ =
3 14 1 572 2

با توجه به آنکه 
در ربع دوم است.
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نکته

برای هر زاویۀ تند θ )برحسب رادیان(، زاویۀ π- θ باز است و نقاط متناظر آنها روی دایرۀ 
مثلثاتی نسبت به محور سینوس ها قرینه یکدیگرند. بنابر این:

cos)π- θ( = - cos θ  ,   sin)π- θ( = sin θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند. به کمک این تساوی ها، می توانید سینوس و 
کسینوس زاویه های باز را حساب کنید.

توجه داشته باشید که در محاسبات با زاویه ها، همواره از یک واحد استفاده کنید؛ یا همۀ زاویه ها باید 
برحسب درجه باشند، یا همۀ زاویه ها باید بر حسب رادیان باشند.

مثال 8
سینوس و کسینوس زاویة 150 درجه را حساب کنید.

این زاویه باز به صورت °30 - °180 = °150  است، پس
 

sin 150°= sin)180°-30°( = sin 30° = 1
2  

cos 150°= cos)180°-30°( = -cos 30° =− 3
2

مثال 9

π3 را حساب کنید.
4

سینوس و کسینوس زاویه 

π . پس نقطۀ  π
= π−

3
4 4

این زاویه، یک زاویۀ باز است و نقطۀ متناظر آن در ربع دوم قرار دارد و داریم 

π نسبت به محور عمودی )محور سینوس ها( است. بنابراین:
4

متناظر با این زاویه، قرینۀ نقطه متناظر با زاویۀ 
 

sin sin( ) sinπ π π
= π− = =

3 2
4 4 4 2

 
cos cos( ) cosπ π π

= π− = − = −
3 2
4 4 4 2

π
4

π3
4
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نکته

کار در کلاس3

برای محاسبۀ سینوس و کسینوس زاویه های دیگر نیز می توان تساوی های مشابهی را به دست آورد. 

نقطه  باشد،  مثلثاتی  دایرۀ  اول  ربع  در  زاویه ای   θ اگر   1
متناظر زاویۀ π+θ در کدام ربع قرار دارد؟ 

..................................................................................................................
2 وضعیت نقاط متناظر زاویه های θ و π+θ نسبت به هم 

چگونه است؟
 ..................................................................................................................

3 طول و عرض این نقاط چه رابطه ای با هم دارند؟
..................................................................................................................

4 نسبت های مثلثاتی این دو زاویه چه رابطه ای با هم دارند؟
..................................................................................................................

از پاسخ به سؤال های بالا نتیجه می شود که برای یک زاویۀ تند مانند θ داریم: 
 

sin)π+θ( = - sin θ ,  cos)π+θ( = - cos θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند.

مثال 10

π7 را به دست آورید. 
6

سینوس و کسینوس زاویة 

، پس نقطۀ متناظر این زاویه در ربع سوم قرار دارد. بنابراین: π π
= π+

7
6 6

داریم: 

 
sin sin( ) sinπ π π

= π+ = − = −
7 1
6 6 6 2

cos cos( ) cosπ π π
= π+ = − = −

7 3
6 6 6 2

θ
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نکته

مثال 11
سینوس و کسینوس زاویة 240 درجه را حساب کنید.

داریم: °60 + °180 = °240، پس نقطۀ متناظر این زاویه در ربع سوم است.
 

sin 240°= sin)180°+60°( = -sin 60° =− 3
2

 
cos 240°= cos)180°+60°( = -cos 60° =− 1

2

مونا پرسید: سینوس و کسینوس زاویه های منفی را چگونه حساب کنیم؟
دبیر گفت: کافی است ببینیم نقاط متناظر زاویه های θ و θ- در یک دایره مثلثاتی، چه وضعیتی نسبت 

به هم دارند.

θ

−θ

از پاسخ به سؤال های بالا نتیجه می شود که برای یک زاویه تند cos  θ ،θ و )cos)-θ با هم 
مساوی اند ولی سینوس آنها قرینۀ یکدیگرند و داریم:

sin)-θ( = - sin θ  ,  cos)-θ( =  cos θ

البته این تساوی ها برای هر زاویۀ دلخواه θ نیز برقرارند.

گفتگو

1  اگر θ زاویه ای در ربع اول دایرۀ مثلثاتی باشد، کار در کلاس4
نقطۀ متناظر زاویه θ- در کدام ربع قرار دارد؟ 

2 وضعیت نقاط متناظر زاویه های θ و θ- نسبت به 
هم چگونه است؟ 

...................................................................................................
3 طول و عرض این نقاط چه رابطه ای با هم دارند؟
...................................................................................................

4 نسبت های مثلثاتی این دو زاویه چه رابطه ای با 
هم دارند؟

...................................................................................................
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مثال 12
سینوس و کسینوس زاویۀ 30ـ درجه را حساب کنید.

داریم:
    sin)-30°( = -sin 30° = - 1

2
  ,  cos)-30°( = cos 30° = 3

2
       

مثال 13
− را حساب کنید. داریم: π5

6
سینوس و کسینوس زاویۀ 

sin sin sin( ) sin− π π π π
= − = − π− = − = −

5 5 1
6 6 6 6 2

cos cos cos( ) cos− π π π π
= = π− = − = −

5 5 3
6 6 6 6 2  

همچنین،                                  

کار در کلاس5

زاویه های  متناظر  نقاط  مقابل،  شکل  در   1
داده شده در جدول را روی دایرۀ مثلثاتی مشخص 

کنید، سپس جدول را کامل کنید.

2 اگر به یک زاویه مانند θ )بر حسب رادیان(، مضرب صحیحی از 2π را اضافه یا کم کنیم، 
نقطۀ متناظر زاویۀ جدید و θ چه وضعیتی نسبت به هم دارند؟

..............................................................................................................................................................................
3 با ذکر دلیل، نتیجه بگیرید اگر به زاویه ای )بر حسب رادیان(، مضارب صحیح 2π را اضافه 

یا کم کنیم، نسبت های مثلثاتی آن تغییر نمی کنند.
..............................................................................................................................................................................

− رادیان را حساب کنید.  π25
6

π14 و  
3

4 سینوس و کسینوس زاویه های 
..............................................................................................................................................................................

π
3

- 4ππ
3

- 2ππ
3

+ 4ππ
3

+ 2ππ
3

θ
      

                     
نسبت  مثلثاتی

sin θ

cos θ
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اگر به یک زاویه )بر حسب رادیان(، مضرب صحیحی از 2π را اضافه یا کم کنیم، نقاط متناظر این دو 
زاویه بر هم منطبق اند. به همین دلیل، نسبت های مثلثاتی آنها با هم برابرند، زیرا نسبت های مثلثاتی 

یک زاویه، مختصات نقطۀ متناظر آن است.
سارا پرسید: تا اینجا فقط نسبت های مثلثاتی سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه را تعریف کردیم و یاد 

گرفتیم چگونه مقدار آنها را پیدا کنیم. اما، تانژانت این زاویه ها چگونه تعریف می شود؟
دبیر گفت: فعالیت زیر به ما کمک می کند تانژانت زاویه های دلخواه را تعریف کنیم.

θ

B

CA

گفتگو

مثلث قائم الزاویه ABC را با زاویۀ تند θ در نظر بگیرید.  فعالیت 3

1 طول ضلع  AB را بر حسب sinθ بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 طول ضلع  AC را بر حسب cosθ بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

3 در این مثلث، tanθ را بر حسب  sinθ و cosθ به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

4 به کمک رابطه ای که در )3( به دست آوردید، برای تعریف تانژانت زاویه های دلخواه پیشنهادی ارائه کنید.
..............................................................................................................................................................................

. این تساوی را برای  sintan
cos

θ
θ =

θ
فعالیت )3( نشان می دهد که برای زاویه های تند مانند θ داریم: 

زاویه های دلخواه تعمیم می دهند و تانژانت یک زاویه دلخواه α به صورت زیر تعریف می شود:
sintan
cos

α
α =

α

از آنجا که سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه قبلًا تعریف شده اند، تساوی بالا، تانژانت زاویه های 
دلخواه را تعریف می کند. فقط برای زاویه هایی که کسینوس آنها صفر است، تانژانت آن زاویه ها تعریف 

π3 )رادیان( که کسینوس آنها صفر است، تانژانت تعریف نمی شود.
2

π و 
2

نمی شود؛ مثلًا برای زاویه های 

sintan
cos

α
α =

α
 اگر α زاویه ای باشد که cos α ≠0 بنا به تعریف   

تعریف
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مثال 14

π4 رادیان را حساب کنید.
3

تانژانت زاویه های 330 درجه و 

sin sin( ) sin( ) sintan
cos cos( ) cos( ) cos

−− − −
= = = = = = −

− −

    



    

1
330 360 30 30 30 32330

33330 360 30 30 30
2

 
sin sin( ) sin( )

tan
cos cos( ) cos( )

π π π
π+ − −π

= = = = =
π π π

π+ − −

4 3
4 3 3 3 2 34 13

3 3 3 2
سارا پرسید: سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه چه اعدادی می توانند باشند؟

مونا گفت: از سال گذشته یادم می آید که سینوس و کسینوس زاویه های تند، اعدادی در بازۀ )1, 0( بودند. 
اما سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه، مختصات نقاط روی دایرۀ واحد هستند، پس می توانند اعداد 

منفی نیز باشند. 
را  آن  و محور کسینوس ها  از طریق محور سینوس ها  است  بهتر  به سؤال سارا،  پاسخ  برای  دبیر گفت: 

بررسی کنیم. 

گفتگو

π, تغییر می کند، مکان نقطۀ  π  
3 2
2

, و  π π  
3
2

π, و  π  2 , و  π 
  
0

2
 وقتی θ در بازه های 

C روی محور کسینوس ها و نقطۀ D روی محور سینوس ها را توصیف کنید.

مقدارهای cos θ و sin θ در چه بازه ای قرار دارند؟ جدول را مانند مثال کامل کنید.

,π π  
3 2
2

,در بازۀ  π π  
3
2

π,در بازۀ  π  2 ,در بازۀ  π 
  
0

2 مقدار زاویة θدر بازۀ 

مکان نقطة Cروی پاره خط OA  قرار داردروی پاره خط OE قرار دارد

مقدار cos θ  در بازۀ ]0,1[ قرار دارددر بازۀ ]1,0-[ قرار دارد

D مکان نقطة

 sin θ مقدار

نظر  در  را  روبه رو  شکل  مانند  مثلثاتی  دایره  یک 
 BC ،θ نقطۀ متناظر زاویۀ B بگیرید. در این شکل
عمود بر محور کسینوس ها و BD عمود بر محور 

سینوس ها است.

فعالیت 4

θ

B

CO

M

A

D

E

N

1 زاویۀ تند θ را در ربع اول دایرۀ مثلثاتی در شکل 
روبه رو در نظر بگیرید.

با استفاده از مثلث قائم الزاویه OCB، درستی تساوی 
زیر را نشان دهید.

sin2θ +cos2θ = 1
..................................................................................................
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این فعالیت نشان می دهد سینوس و کسینوس زاویه های دلخواه، اعدادی در بازۀ ]1,1-[ هستند. 
سال گذشته دیدیم که تانژانت زاویه های تند هر عدد مثبتی می تواند باشد. برای زاویه های دلخواه که 
در ربع دوم و چهارم قرار می گیرند، مقادیر تانژانت منفی است و می توانیم ببینیم که مقدار تانژانت 
این زاویه ها هر مقدار منفی می تواند باشد. بنابر این، هر عدد حقیقی )مثبت، منفی یا صفر( به صورت 

تانژانت یک زاویه خواهد بود. 
در محاسبات با نسبت های مثلثاتی، گاهی نیازمند محاسبۀ توان هایی از آنها هستیم. برای سادگی، 
عبارت sin θ(2( را به صورت  sin2θ می نویسیم؛ به همین ترتیب برای توان های بالاتر نیز، عبارت هایی 
مانند sin θ(5( را به صورت sin5θ می نویسیم. برای سایر نسبت های مثلثاتی نیز از این قرارداد استفاده 

می کنیم؛ مثلًا منظور از عبارت tan3θ، توان سوم tan θ است.

مثال 15 

  sin 30°2 =sin 900° ولی sin230° = )sin 30°(2 =
 
( ) =21 1
2 4

 θ2 سینوس زاویه ، sin θ2 فرق دارد. منظور از sin2θ با عبارت sin θ2 توجه داشته باشید که عبارت
است و منظور از sin2θ ، توان دوم sin θ است.

1 زاویۀ تند θ را در ربع اول دایرۀ مثلثاتی در شکل 
روبه رو در نظر بگیرید.

با استفاده از مثلث قائم الزاویه OCB، درستی تساوی 
زیر را نشان دهید.

sin2θ +cos2θ = 1
..................................................................................................

کار در کلاس6

2 تساوی بالا برای سایر زاویه ها نیز برقرار است. درستی این تساوی را برای چند زاویه در 
ربع های دیگر بررسی کنید.

..............................................................................................................................................................................
را   θ ، سایر نسبت های مثلثاتی  sinθ = 3

5
باشد به طوری که  θ زاویه ای در ربع دوم  اگر   3

به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

θ

B

CO
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1 در جدول های زیر مشخص کنید که هر کدام از زاویه های داده شده در کدام ربع از دایرۀ 
مثلثاتی قرار دارند.

زاویة θ بر حسب درجه363280140-80

θ مکان زاویة

π12
5

π7
3

π2
5

π
−
3
زاویة θ بر حسب رادیان4

θ مکان زاویة

π تعیین کنید کدام یک از گزینه های زیر صحیح است.
−
5
4

2 با تعیین مکان زاویۀ 

.  cos ( )π  <   −
50
4 و  sin ( )π  <   −

50
4   

الف(  

cos ( )π  − <
5 0
4

و   sin ( )π  <   −
50
4   

ب(  

cos ( )π<   −
50
4

و   sin ( )π    − <
5 0
4 پ( 

cos ( )π  − <
5 0
4

sin و  ( )π    − <
5 0
4 ت( 

3 جدول زیر را با مشخص کردن علامت نسبت های مثلثاتی زاویه ها کامل کنید. در هر مورد 
مثالی بزنید.

             θربع اولربع دومربع سومربع چهارم
                        علامت نسبت مثلثاتی

sin θ

cos θ

tan θ

مسائل
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ب( اگر دوچرخه سوار پس از 30 دقیقه حرکت بایستد، در کدام ربع از دایره ایستاده است؟

cosθ ، سایر نسبت های مثلثاتی θ را به دست آورید. = − 1
5

6 زاویۀ θ در ربع سوم است و 

را   θ مثلثاتی  نسبت های  سایر  می توان  آیا   ، sin −
θ =

2
3

باشیم  داشته   θ زاویۀ  برای  اگر   7
به دست آورد؟ چرا؟ چه اطلاعات دیگری را هم باید بدانیم؟

8 نشان دهید برای زاویۀ دلخواه θ تساوی های زیر برقرارند.

tan)π- θ( = -tan  θ ,  tan)π+θ( = tan  θ ,  tan)-θ( = -tan θ

9 دو زاویه مشخص کنید که تانژانت آنها 1- است.

O
A

B

به حرکت  A شروع  نقطۀ  از  متر  به شعاع 50  دایره ای  مسیر  یک  روی  دوچرخه سواری   5
می کند و در هر ثانیه 2 متر طی می کند. 

الف( زاویۀ چرخش این دوچرخه سوار در هر ثانیه چند رادیان است؟

4 مقادیر زیر را حساب کنید. 
(sin15 + cos15(2 )پ                                                     sin2 60° )الف
cos152 + sin152 )ت                                                      tan4 30° )ب
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شیب خط و تانژانت زاویه ها

سعید به تازگی از سفر به یکی از مناطق کوهستانی کشور  بازگشته بود. او گفت 
جاده سربالایی و سرازیری های بسیاری داشت و در کنار جاده میزان سربالایی و 

سرازیری جاده با علامتی مانند روبه رو نشان داده شده بود.
نشان  را  تابلو چه چیزی  این  روی  عددهای  پرسید:  ریاضی  در کلاس  سعید 

می دهند؟ 
دبیر گفت: این علامت به معنای نسبت 1 به 10 است و در اینجا یعنی به ازای هر 10 واحد حرکت افقی، 
زیر  شکل  با  را  جاده  سربالایی  وضعیت  می توانیم  پس  می یابد.  افزایش  واحد   1 زمین  سطح  از  ارتفاع 

مدل سازی کنیم.
1

10

1 است.
10

دبیر ادامه داد: در این حالت می گویند: شیب این جاده 
1 همان تانژانت زاویه ای است که جاده با خط افق می سازد. بنابراین شیب جاده همان 

10
سعید گفت: اما 

تانژانت زاویه ای است که جاده با خط افق می سازد. 
نیز مفهوم شیب  برای خط هایی که در یک صفحۀ مختصات رسم شده اند  ریاضی  داد: در  ادامه  سعید 

تعریف شده است. آیا بین شیب جاده و شیب خط، رابطه ای وجود دارد؟
دبیر گفت: باید این دو مفهوم را بررسی کنیم تا ببینیم آیا رابطه ای بین آنها وجود دارد یا نه.

سعید گفت: شیب یک خط به معادلۀ  y= ax + b ، عدد a است، اما شیب جاده، تانژانت یک زاویه است. 
این دو مقدار چه ارتباطی با هم می توانند داشته باشند؟ 

گفتگو

همانند  را  جاده  یک  مسیر  اگر  گفت:  دبیر 
یک خط و خط افق را همانند محور افقی یک 
صفحۀ مختصات درنظر بگیریم،  وضعیت جاده 

و خط کاملًا مشابه هم خواهند بود. 
جاده،  شیب  شکل،  این  طبق  گفت:  سعید 
تانژانت زاویۀ بین خط و محور افقی است. آیا 

شیب خط نیز همین مقدار است؟
دبیر گفت: فعالیت صفحه بعد می تواند پاسخ 

سؤال سعید را مشخص کند.
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یک خط دلخواه به معادلۀ y   = ax + b با شیب مثبت )a < 0( در نظر بگیرید. فرض کنید A  با 

x    ، دو نقطه از این خط هستند و زاویۀ این خط با محور 

y

 
 
 

2

2
x و B با مختصات 

y

 
 
 

1

1
مختصات 

طول ها برابر θ است.

θ

θ

C

B

A

y2

y1

x2
x1

1 شیب این خط را بر حسب مختصات نقاط A و B بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 در مثلث قائم الزاویۀ ABC طول اضلاع AC و BC را  بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

3 در مثلث قائم الزاویۀ ABC، تانژانت زاویۀ θ را بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

4 از )1( و )3( چه رابطه ای بین شیب این خط و زاویه آن با محور افقی به دست می آورید؟
..............................................................................................................................................................................

این فعالیت نشان می دهد که برای یک خط با شیب مثبت، تانژانت زاویۀ تند بین این خط و محور 
x ها  همان شیب خط  است.        

فعالیت 5
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مثال 16 
خط به معادلۀ  y = x +2  با محور x ها زاویۀ 45 درجه می سازد زیرا، شیب این خط عدد 1 است و 

زاویۀ تندی که تانژانت آن 1 است، 45 درجه است.

مثال 17 

  معادلۀ خطی را بنویسید که با محور x ها زاویۀ 60 درجه بسازد و محور y ها را در نقطۀ به 
عرض 2 قطع کند. 

3 است. می دانیم معادلۀ خط با شیب m که از نقطۀ شیب این خط برابر تانژانت 60 درجه، یعنی 

 می گذرد به صورت y = ax +b است. پس معادلۀ این خط عبارت است از:
b
 
 
 

0

 

 
 

y x= +3 2
پس از آنکه برای خط های با شیب مثبت، یکسان بودن شیب خط و تانژانت زاویۀ بین خط و محور  x ها 

مشخص شد، نکتۀ دیگری توجه سعید را جلب کرد.

سعید گفت: برخی خط ها در صفحۀ مختصات شیب منفی دارند. آیا در چنین وضعیتی هم می توانیم شیب 
این خط ها را برابر تانژانت یک زاویه بدانیم؟

حمید گفت: تانژانت زاویه های باز، منفی است. شاید بتوانیم برای یک خط با شیب منفی، یک زاویۀ باز 
بیابیم که تانژانت آن برابر شیب آن خط باشد.

سعید گفت: آیا زاویۀ بین خط های با شیب منفی و محور x ها یک زاویه باز است؟
دبیر گفت: باید تعریف دقیق تری از زاویۀ بین یک خط و محور طول ها داشته باشیم. در شکل زیر خط 
d محور طول ها را در نقطه ای مانند A قطع می کند. نیم خط Ax را در جهت مثبت، حول نقطۀ A دوران 
می دهیم تا  بر d منطبق شود. اندازۀ چرخش Ax را زاویۀ بین خط d و محور طول ها می نامند. در حالتی 
که خط d محور طول ها را قطع نکند، با آن موازی است و زاویۀ بین خط d و محور طول ها، صفر در نظر 

گرفته می شود.                           

A x

d

A

y y

x

d

گفتگو
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حمید گفت: با این تعریف، زاویة خط های با شیب مثبت با محور طول ها، تند و زاویة خط های با شیب منفی 
با محور طول ها، باز است. شاید تانژانت این زاویه نیز همان شیب خط باشد.

دبیر گفت: حدس خوبی زدی. با انجام فعالیت زیر می توانید درستی این حدس را بررسی کنید.

یک خط دلخواه را به معادلۀ y = ax + b با شیب منفی )a > 0( در نظر بگیرید. فرض کنید 

، دو نقطه از این خط هستند و زاویه این خط با 
x

y

 
 
 

2

2
x و B با مختصات 

y

 
 
 

1

1
A با مختصات 

محور طول ها برابر زاویه باز θ است.

1 شیب این خط را بر حسب مختصات نقاط A و B بنویسید.
..............................................................................................................................................................................

2 در مثلث قائم الزاویۀ ABC طول اضلاع AC و BC  را  بر حسب مختصات A و B به دست آورید.
..............................................................................................................................................................................

 B و A را بر حسب مختصات )A زاویۀ( π - θ تانژانت زاویه ،ABC 3 در مثلث قائم الزاویۀ
به دست آورید.

..............................................................................................................................................................................
4 از )1( و )3( چه رابطه ای بین شیب این خط و )tan)π - θ به دست می آورید؟

..............................................................................................................................................................................
و محور طول ها  بین خط  زاویۀ  تانژانت  و  بین شیب خط  رابطه ای  )4(  چه  از  استفاده  با   5

به دست می آورید؟
..............................................................................................................................................................................

 از  فعالیت های )5( و )6( نتیجه می شود که شیب هر خطی )مثبت یا منفی(،  برابر تانژانت زاویه آن 
خط با محور طول ها است. 

فعالیت 6

θ
C

B

A

y2

y1

x2
x1

π − θ



92

 tanθ = m  :می سازد داریم θ که با محور طول ها زاویه m با شیب d برای هر خط

مثال 18
π5 می سازد، بنویسید.

6
معادلة خطی را که از مبدأ می گذرد و با محور طول ها زاویه باز 

 tan )π - θ( = -tanθ ابتدا تانژانت این زاویه را که شیب این خط است محاسبه می کنیم. با استفاده از رابطۀ
داریم:

tan tan( ) tanπ π π
= π− = − = −

5 3
6 6 6 3

y x= −
3
3

پس معادلۀ این خط عبارت است از:  

مثال 19

y را بدون نقطه یابی رسم کنید. x= +
3 23 نمودار خط به معادلۀ 

با  که  ابتدا خطی رسم می کنیم  tan پس  ° =
330 3 می دانیم 

محور xها زاویه °30 بسازد.

  
 
 

0
2

با توجه به اینکه عرض از مبدأ این خط، 2 است از نقطۀ 

خطی به موازات این خط رسم می کنیم.

مثال 20
زاویة خط به معادلة y = 2 با محور طول ها چقدر است؟

این خط موازی محور طول ها است و زاویۀ آن با محور طول ها صفر است. همچنین شیب آن صفر 
است و تانژانت زاویۀ بین این خط و محور طول ها نیز صفر است.

نکته

y و محور طول ها، چند رادیان است؟کار در کلاس7 x= +3 2 1  زاویۀ بین خط به معادلۀ 
..............................................................................................................................................................................

 بگذرد. 
 − 

0
1

2  معادلۀ خطی را بنویسید که با محور طول ها زاویۀ150 درجه بسازد و از نقطۀ 
..............................................................................................................................................................................

3  شیب خط y = -4 چقدر است؟ زاویۀ بین خط y = -4 و محور طول ها چقدر است؟
..............................................................................................................................................................................

0

030
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برای حل مسائل این صفحه در صورت نیاز از نقاله و ماشین حساب استفاده کنید.

1 در شکل های زیر زاویۀ بین خط و محور طول ها و شیب خط را به دست آورید.

مسائل

− بگذرد. 
 − 

1
2

2 معادلۀ خطی را بنویسید که با محور طول ها زاویۀ 20 درجه بسازد و از نقطۀ 

 می گذرد چه زاویه ای با محور طول ها می سازد؟ 
 
 

1
5

− و  
 
 

1
2

3 خطی که از دو نقطۀ 

x در چه نقطه ای محور طول ها را قطع می کند و چه زاویه ای  y− =3 3 4 4 خط به معادلۀ 
با آن می سازد؟ 

y و y = -x + 5 و y =  0 )محور طول ها(، یک  x= 3 5 از برخورد سه خط با معادله های 
مثلث ساخته می شود. این مثلث را رسم کنید و زاویه های این مثلث را بر حسب رادیان به دست 

آورید. 

6 خط های به معادلۀ 3x - 5y = c با هم )موازی اند/ متقاطع اند(. زاویۀ این خط ها با محور 
طول ها برحسب درجه و رادیان به طور تقریبی چقدر است؟

الفبپ
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دانشمندان اخيراً موفق به کشف دورترین کهکشان در محدوده شناخته 
 - JD 0647 MACS که  کهکشان  این  شدند.  هستی  جهان  شده 
نام گذاری شده، تقریباً 13/3 ميليارد سال نوری با ما فاصله دارد و از نظر 
اندازه، جزء کوچکی از کهکشان راه شيری است. به گفتة دانشمندان، با 
توجه به سرعت نور در فضا، آنچه که اکنون ما از زمين می بينيم، متعلق 
است. شاید  داشته  ميليون سال سن  تنها 4۲0  دنيا  که  است  زمانی  به 
جالب باشد بدانيد که سن فعلی جهان حدود 13/75 ميليارد سال است. 
کار با این گونه اعداد بزرگ وقت و انرژي زیادي از دانشمندان را به خود 
اختصاص مي داد؛ اختراع لگاریتم تا قبل از ظهور کامپيوتر کمك مؤثري 
درحسابداری،  لگاریتم  امروزه  است.  داشته  محاسبات  این  تسهيل  در 

شيمی، فيزیك و... مورد استفاده قرار می گيرد.

پودمان چهارم

لگاریتم و خواص آن
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لگاریتم

امروز دبير با ورود به کلاس گفت: 
»چه کسی می داند کدام موضوع از ریاضيات است که به گفتة لاپلاس طول عمر اختر شناسان را چند برابر 

کرده است؟«
دریانوردان،  عمر  بلکه طول  اختر شناسان،  عمر  تنها طول  نه  موضوع  این  من  نظر  به  گفت:  او همچنين 
بازرگانان، شيمی دانان، ریاضی دانان، و زمين شناسان و همة انسان های کرۀ زمين را چند برابر کرده است. 

طرح این سؤال موجب تعجب هنرجویان شده بود و همه کنجکاو بودند که این چه موضوعی از ریاضی است 
که موجب افزایش طول عمر می شود. 

به  مربوط  می شود  کار  عمر  طول  افزایش  زمينة  در  که  موضوع هایی  می کردم  فکر  تاکنون  گفت:  مریم 
حوزۀ  زیست شناسی است، برای من جالب است بدانم ارتباط این موضوع با ریاضی چيست.

دبير گفت: این موضوع در بسياري از شاخه هاي علوم نيز کاربرد دارد و برای آشنایی با این موضوع بهتر 
است فعاليت صفحة بعد را انجام دهيد.
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تـقـریباً فعالیت 1 خـورشید  از  زمین  فــاصلـۀ   1
پروکسیما  ستارۀ  فاصلۀ  و  129140163کیلومتر 
قنطورس تا زمین تقریباً 177147برابر فاصلۀ زمین 
تا   خورشید  است.   برای  تعیین   فاصلۀ     این ستاره  تا   زمین 
باید از کدام چهار عمل اصلي استفاده کرد؟ حدس 
مي زنید برای انجام این عمل چقدر زمان نیاز دارید؟ 

تقریباً  فاصلۀ  در  )سیروس(  شباهنگ  ستارۀ   2
68630377364883 کیلومتری از زمین است، اگر 
بخواهیم بدانیم فاصلۀ ستاره شباهنگ از زمین چند 
باید  تا زمین است چه عملی  فاصلۀ خورشید  برابر 
این عمل  انجام  زمان  انجام دهید؟ حدس مي زنید 

چقدر است؟

3 با استفاده از جدول مقابل که در آن توان هایی از 
3 محاسبه شده است، جاهای خالی را کامل کنید و 
حاصل را با استفاده از ضرب اعداد توان دار بنویسید.

129140163 × 177147 = 3....... × 3....... = 3.......

68630377364883 ÷ 129140163 = 3....... ÷ 3....... = 3.......

به  مقابل  جدول  و  قبل  قسمت  از  استفاده  با   4
سؤال های )الف( و )ب( پاسخ دهید.

الف( فاصلۀ پروکسیما قنطورس از زمین چقدر است؟
برابر  چند  )سیروس(  شباهنگ  ستارۀ  فاصلۀ  ب( 

فاصلۀ خورشید تا زمین است؟

از  استفاده  یا  است  ساده تر  مستقیم  محاسبۀ   5
جدول؟ زمان انجام کدام روش کمتر است؟

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

 نزدیك ترین ستاره به زمين که فقط در نيمکره جنوبی 
نزدیك ترین  و  قابل رؤیت است پروکسيما قنطورس 
است  رؤیت  قابل  زمين  نقاط  همة  از  که  ستاره 

شباهنگ ) سيروس ( است.

3nnحاصل

1300

3311

9322

27333
.........

17714731111

53144131212
.........

12914016331717

38742048931818
.........

762559748498732727

2287679245496132828

6863037736488332929
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در این فعالیت دیدیم که برای ضرب و تقسیم دو عدد بزرگ، اگر بتوان آنها را به صورت اعداد توان دار 
)با پایۀ مساوي( نوشت آنگاه با جمع و تفریق توان های آنها به نتیجۀ مورد نظر خواهیم رسید. استفاده 
از این تکنیک که به جای ضرب و تقسیم اعداد بزرگ، با جمع و تفریق اعداد کوچک تر کار می کنیم 
موجب افزایش سرعت و کا هش زمان محاسبات مي شود و از اشتباهاتي که درمحاسبۀ مربوط به اعداد 
بزرگ است جلوگیري مي کند. به نظر می رسد جملۀ معروف لاپلاس نیز به این دلیل بوده که برای 
انجام این محاسبات، وقت و نیروی بسیار زیادی از دانشمندان تلف می شده است و این روش باعث 

شده که دانشمندان وقت خود را با محاسبات حجیم هدر ندهند.
استفاده از اعداد توان دار و توجه به توان آنها برای انجام محاسبات، موجب پیدایش مفهومی به نام 
انجام عمل  با توجه به تساوی 177147=311، برای  لگاریتم در  ریاضی شده است. در فعالیت )1( 
ضرب به جای عدد 177147 از عدد 11 )که توان در 311 می باشد( استفاده شده است. بنا به تعریف 

عدد 11 را لگاریتم 177147 در مبناي 3 می نامند.

مثال 1  
الف( تساوي 8 = 23 نمایش عدد 8 به صورت یک عدد توان دار با پایه 2 است؛ بنابراین 3 را لگاریتم 

8 در مبناي 2 می نامند. 
ب( اگر عدد 1000 را به صورت یک عدد توان دار با پایه 10 بنویسیم، داریم، 1000 = 103 بنابراین 

لگاریتم 1000 در مبناي 10 عدد 3 است .
پ( عدد 64، توانِ سوم عدد 4 است، یعنی 64 = 43، بنابراین لگاریتم 64 در مبناي 4 عدد 3 است.

1 جاهای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.کار در کلاس1
الف( از 81 = 34 نتیجه می شود: لگاریتم ...... در مبناي ...... عدد 4 است.

ب( لگاریتم 10000 در مبناي 10  عدد ....... است؛ زیرا 10000 = .....10
پ( ... = 42 نشان می دهد: لگاریتم ...... در مبنای 4 عدد ...... است.

2 عدد 64 را به صورت یک عدد توان دار با پایۀ 2 نوشته و با استفاده از آن لگاریتم 64 در 
مبناي 2 را بنویسید. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

مبناي  به عنوان  را  عدد حقیقي  هر  مي توان  آیا  که  مطرح خواهد شد  این سؤال  لگاریتم  معرفي  با 
لگاریتم درنظر گرفت؟ فعالیت بعد مناسب بودن عدد 1 به عنوان مبنا را بررسي مي کند.
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نکته

تعریف

− و  1 = 14 و ... را در نظر بگیرید،فعالیت 2 = =3
3
11 1
1

= و 1 = 12 و 1 = 13 و  =
1

331 1 تساوي هاي1 = 10 و 1

1 در تساوی 1 = ...1 به جای نقطه چین چه اعدادی می توان قرار داد؟
.........................................................................................................................................................................

2 آیا مي توان عدد a را طوري پیدا کرد که: 1a = 2. به عبارت دیگر آیا لگاریتم 2 در مبناي 
1 قابل تعریف است؟

.........................................................................................................................................................................
3 آیا عدد a را مي توان طوري یافت که در تساوي: 1a = 3 صدق کند. به عبارت دیگر آیا 

لگاریتم 3 در مبناي 1 قابل تعریف است؟
.........................................................................................................................................................................

4 آیا عددی غیر از 1 را می توان به صورت عددی توان دار با پایۀ 1 نوشت؟ چرا ؟
.........................................................................................................................................................................
5 با توجه به نتایج بالا، فکر مي کنید مي توان عدد 1 را به عنوان مبناي لگاریتم انتخاب کرد؟ چرا ؟
.........................................................................................................................................................................

 فعالیت بالا نشان می دهد عدد 1 را نمی توان به عنوان مبنا برای لگاریتم در نظر گرفت.
 تعریف لگاریتم در حالت کلی به شکل زیر است.

اگر a یک عدد حقیقی مثبت مخالف 1 باشد و اعداد حقیقی b و c به گونه ای باشند که: 
logab = c نشان می دهند. یعنی logab می نامند و با a در مبنای b را لگاریتم c آنگاه b  =ac

در تعریف لگاریتم1، مبنا همواره عددی مثبت و مخالف 1 در نظر گرفته می شود، زیرا توان رسانی به 
توان اعداد دلخواه فقط با پایۀ مثبت قابل تعریف است.

logab ≠ logab :مبناي لگاریتم است، به عبارت دیگر a نیست، بلکه a توان b عدد ،logab  در نماد

1ـ لگاریتم در زبان انگلیسی logarithm است و آن را به طور خلاصه با log نمایش می دهند. 
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توان عدد، مقدار لگاریتم  است

log39 = 2                      32 = 9
پایة عدد، مبنای لگاریتم است

مثال 3  
باشد(  نامنفي  رادیکال عددي  زیر  )که  را  رادیکالی  اعداد  برخي  اعداد گویا دیدیم  با  توان رسانی  در 
10 در مبناي 10  ، بنابراین لگاریتم  =

1
210 10 می توان به صورت عددی با توان گویا نوشت. مثلًا 

1 یا 0/5 است و می نویسیم:
2

برابر با 
 

log /=10 10 0 5

لگاریتم  در بسیاری از شاخه های علوم نظیر نجوم، فیزیک، زمین شناسی، شیمی، ریاضی و همچنین 
در حسابداری و مسائل مالی کاربرد فراوانی دارد. استفاده از این مفهوم و به کارگیري خواص آن در 
حل مسائل مربوط به این شاخه ها، گسترده تر از محاسبات مربوط به ضرب و تقسیم اعداد بسیار بزرگ 

یا بسیار کوچک مي باشد.

مثال 4  

نوعی باکتري  را در نظر بگیرید که در هر واحد زماني 2 برابر مي شود ، اگر با 1 گرم از این نوع باکتري  
شروع کنیم مقدار این باکتري ها پس از 1 واحد زماني 21 گرم و پس از 2 واحد زماني 22 گرم خواهد 
بود. اگر بخواهیم بدانیم پس از چند واحد زماني مقدار باکتري ها 8 گرم خواهد شد، لازم است بدانیم 
چه تواني از 2 مساوي 8 است و این همان log28 مي باشد. به همین ترتیب log216 مقدار زماني که 

لازم است تا این باکتري ها به 16 گرم برسد را نشان مي دهد.

مثال 2  
در تساوي 9 = 32 ، عدد 9 به صورت یک عدد توان دار با پایه 3 نمایش داده شده است؛ بنابراین 2  

برابر است با لگاریتم 9 در مبناي 3 و مي نویسیم: log39 = 2 یعني :
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1 هر سطر جدول زیر، تساوی های متناظر را نشان می دهد، جدول را کامل کنید.

تساوي بر حسب عدد توان دارتساوي بر حسب لگاریتم

log5125 = .....53 = 125

log7 
..... = .....72 = .....

log381 = .....3..... = 81

log...64 = 34..... = 64
..........25 = .....

..........b3 = 2/1

log327 = ...............

log82 = .....= =
1

3 38 8 2

loga4 = 3/3..........

  log525 2 عدد 25 را به صورت یک عدد توان دار با پایۀ 5 نوشته و با استفاده از آن حاصل
را بنویسید.

یک سؤال مهم آن است که آیا می توان از همۀ اعداد لگاریتم گرفت؟ یعني آیا اعدادي وجود دارند که 
لگاریتم آنها تعریف نشده باشد؟ فعالیت زیر پاسخ این سؤال را فراهم می کند.

کار در کلاس۲



10۲

1 اگر b = 4c، جدول زیر را کامل کنید.

211
20- 1

2
2cـ1ـ

....................2..........1
2

..........1
16b

2 آیا در سطر دوم جدول عددی منفی وجود دارد؟ دربارۀ علامت b چه می توان گفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 با توجه به اینکه تساوی b = 4c نشان می دهد   log4b = c، دربارۀ علامت b در log4b چه 
می توان گفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

4 اگر در پایه به جای 4، عدد 3 باشد با یک مثال درستي نتیجه اي که از قسمت قبل به دست 
آورده اید را بررسي کنید.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

5 اگر a عددی مثبت و مخالف 1باشد و b = ac دربارۀ علامت b چه می توان گفت؟ دربارۀ 
علامت  b در logab چه می توان گفت؟ آیا از عدد منفی می توان لگاریتم گرفت؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

با انجام فعالیت )3( ملاحظه مي کنید اعداد مثبت به هر تواني برسند حاصل، همواره عددي مثبت 
خواهد بود. یعني هیچ تواني از یک عدد مثبت، عددي منفي نمي باشد، بنابراین:

فقط اعداد مثبت لگاریتم دارند، یعنی عبارت logab برای b > 0 تعریف می شود.

فعالیت 3

نکته
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1 با توجه به ویژگی های توان رسانی اعداد، جملات زیر را کامل کنید.کار در کلاس3
:a برای هر عدد مثبت و مخالف 1 مانند

logaa = ... داریم ،a1 = a الف( با توجه به 
 

loga1 = ... : نتیجه مي شود a0 = 1 ب( از

log ...=
1

a na
n می توان گفت: 

n
a

a
− =

1 پ( با درنظر گرفتن 

logaac = ... :بنابراین .  logab = c  آنگاه ،b = ac ت( اگر

مثال 5
عبارت های زیر برقرار هستند: 

log0/41 =0 )زیرا 1=50     ت log51 = 0 )پ     log =3 3 1 الف( log44 = 1 زیرا 4=41   ب( 

.  log100/001 = -3 داریم / −= = = 3
3

1 10 001 10
1000 10

ث( با توجه به اینکه 

.log40/25 = -1 :نتیجه مي شود / −= = = 125 10 25 4
100 4

ج( از 

.  logb = log10b معمولاً برای نمایش لگاریتم در مبناي 10 مبنای لگاریتم را نمی نویسند. پس
با توجه به تعریف لگاریتم می توان دید که لگاریتم اعدادی که توان های صحیح یا گویایی از مبنای 
لگاریتم می باشند به سادگی قابل محاسبه است، اما محاسبۀ لگاریتم سایر اعداد چگونه انجام می شود؟ 
مثلًا برای محاسبۀ log109 باید توانی از 10 را پیدا کنیم که مساوی عدد 9 باشد، واضح است که این 
عدد به سادگی قابل محاسبه نیست اما با استفاده از ماشین حساب می توان تقریب اعشاری این عدد 

را پیدا کرد. 
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خواندنی
ایرانیان بوده است. یکی  مطالعۀ نجوم از دیرباز مورد توجه 
سال  طول  تعیین  دربارۀ  دقیق  مطالعات  آن  جلوه های  از 
غروب  و  طلوع  و  ستاره ها  با  آریایی  ستاره شناسان  است، 
با گذر خورشید  باستان  ایران  نو در  بوده اند، سال  آن آشنا 
علم  اسلامی  دورۀ  در  می شد.  آغاز  بهاری  اعتدال  نقطۀ  از 
هیئت به عنوان یکی از شاخه های اصلی نجوم در دایرۀ علوم 
جمله  از  اسلامی  بزرگ  دانشمندان  و  گرفت  قرار  اسلامی 
فعالیت  به  مشغول  زمینه  این  در  خواجه نصیرالدین طوسی 
هیئت،  و  نجوم  علم  تدریس  رصدخانه ها،  تأسیس  شدند. 
ساخت ابزارهای نمایش زمان، اصلاح تقویم و... شاهدهایی از 

عظمت این علم در دوران اسلامی در ایران است.
که  اشکالاتی  و  نجوم  زمینۀ  در  ایرانی  دانشمندان  فعالیت 
نظریۀ  بر  شاگردانش  و  طوسی  خواجه نصیرالدین  مخصوصاً 
زمینۀ  کردند،  وارد  بطلمیوس  به  مربوط  مرکزی"  "زمین 
فراهم  را  آلمانی  ـ  لهستانی  ستاره شناس  کوپرنیک  فکری 
کرد تا مدل غیر بطلمیوسی "خورشید مرکزی" را ارائه کند 
در این نظریه خورشید را مرکز عالم در نظر گرفته و سایر 
اجرام آسمانی به دور آن می گردند. محاسبات مورد نیاز برای 
تنظیم مدل خورشید مرکزی وقت زیادی از دانشمندان را به 
خود اختصاص می داد. این مشکل زمینه های ابداع لگاریتم 
توسط ریاضی دان هم عصر کوپرنیک یعنی جان نپر را فراهم 

کرد.

log9 =

.0 0 0 1 6 log =

استفاده ازماشين حساب
 با استفاده از ماشین حساب حاصل 

لگاریتم های زیر را به دست آورید.
log 9 ) الف

log0/0016 )ب

منجم،  طوسی  نصير الدین  خواجه 
ایرانی  دانشمند  و...  متکلم  حکيم، 
می زیسته  ششم  قرن  در  که  است 
کتابخانة  و  رصدخانه  وی  است. 
آن  در  که  کرد  تأسيس  را  مراغه 
کتاب  جلد  هزار  چهارصد  حدود 

وجود داشت.
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1 جاهاي خالي را با عبارات مناسب پر کنید:مسائل

الف( از 64 = 43 نتیجه مي شود: لگاریتم 64 در مبناي ..................... عدد ......................... است.
ب( لگاریتم 32 در مبناي 2 عدد .......... است؛ زیرا  32 = ...2.

3 در مبناي 2 عددِ ....... است. 2 = نتیجه مي شود:  لگاریتم 
1

332 2 پ( از 
log72401 = ... :ت( با توجه به اینکه 2401 = 74 داریم

. log =8
1
2

، مي توان گفت:  −
=

1
3 18

2
ث( با توجه به 

log0/001 = ... :نشان می دهند / −= = = 3
3

1 10 001 10
1000 10

ج( تساوی های 
2 مانند قسمت )الف( تساوي شامل لگاریتم متناظر با هر قسمت را بنویسید.

3-2 = 0/125 )پ            4-10 = 0/0001 ) ب              log416 = 2 ↔ 42 = 16 )الف

) )ج           2x = 4/3 )ث          a3 = 2/1 )ت ) −= 219
3

) )چ                          ) =
1
42401 7

3 در هر کدام از موارد زیر یک تساوي شامل لگاریتم داده شده است، مانند قسمت )الف( 

تساوي شامل عدد توان دارِ متناظر با هر کدام را بنویسید.

log )ب          log264 = 6 ↔ 26 = 64 )الف    ( ) = −3
1 2
9

 loga3 = 6 )پ                  

log )ج                         log32 = x )ث                             logbc = 2 )ت =32
12
5

4 حاصل لگاریتم هاي زیر  را به دست آورید:

 ... = log2128 )پ                     ... = log5125 )ب                    ... = log749 )الف   

log )ت =2
1
8
 ... = log100/0001 )ث                     

5 با استفاده از ماشین حساب، حاصل لگاریتم هاي زیر را تا دو رقم اعشار بنویسید:

 ... ≈ log2 )پ                  ... ≈ log12 )ب                     ... ≈ log50 )الف   
6 نوعی باکتري  را در نظر بگیرید که وزن آنها پس از 1 واحد زماني 4 برابر مي شود.

الف( پس از چند واحد زماني، وزن 1 گرم از این باکتري ها 64 گرم خواهد شد؟
 ب( پس از چند واحد زماني، وزن این باکتري ها 32 گرم خواهد شد؟

7 در هر مورد زیر، یک تساوي شامل عددي توان دار و تساوی لگاریتمی متناظر با آن را طوری 
بنویسید که حاصل، لگاریتم عددی با ویژگی خواسته شده باشد.

 الف( عدد طبیعي                       ب( عدد صحیح منفي                             پ( عدد گویا
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خواص لگاریتم 

اگر به کلام لاپلاس،  در خصوص نقش لگاریتم در انجام محاسبات با اعداد بزرگ و آشنایي با مفهوم لگاریتم 
توجه کرده باشيد، شاید این سؤال به ذهن شما نيز رسيده باشد که:

» چگونه براي ضرب و تقسيم اعداد بزرگ از لگاریتم استفاده مي کنند؟«
دبير پرسيد: با توجه به فعاليت )1( که در خصوص فاصلة ستارگان و براي معرفي لگاریتم مطرح شد، آیا 

کسي مي تواند پاسخ سؤال فوق را حدس بزند؟
مریم گفت: در فعاليت )1( براي ضرب دو عدد بزرگ ابتدا آنها را به صورت دو عدد توان دار نوشتيم. سپس 
توان های آنها را با هم جمع کرده و مقدار عدد توان دار جدید را به دست آوردیم. بنابراین، با استفاده از 

جدول مقادیر توان های 3، عمل ضرب اعداد، به جمع توان های آنها تبدیل شد. 
دبير گفت: بله، بنابراین شما به جای ضرب و تقسيم اعداد توان دار، توان های آنها را جمع و تفریق کردید. 

با توجه به مفهوم لگاریتم،  این توان ها چه هستند؟ 
مریم گفت: این توان ها، لگاریتم آن اعداد در مبناي 3 بودند. یعنی براي انجام محاسبة مورد نياز، لگاریتم ها 

را جمع یا تفریق کردیم. 
دبير گفت: پاسخ نهایی سؤال شما مربوط به خواص لگاریتم است. فعاليت زیر یکي از خواص مهم لگاریتم 

را نشان می دهد.

1 جدول زیر را کامل کنید.

logbcbclogclogbcb

31000.............110010

7.............3.............100010000
.............10-3.............-11000/1

1.......................................10 1010 10

.............10x   +y.............x10y10x

2 در هر سطر چه رابطه ای بین اعداد ستون های logb و logc و ستون logbc وجود دارد؟

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 این رابطه را به صورت یک جمله بیان نمایید و آن را با زبان ریاضي بنویسید. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

گفتگو

فعالیت 4
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فعالیت )4( نشان می دهدکه لگاریتم حاصل ضرب دو عدد با مجموع لگاریتم های آن دو عدد برابر 
است. این یکی از خواص مهم لگاریتم است و در حالت کلی داریم:

logbc = logb + logc :داریم b,c > 0 برای

این رابطه برای لگاریتم هایی که مبنای غیر از 10 دارند نیز برقرار است. 

مثال 6
با استفاده از این خاصیت لگاریتم، می توانیم بدون آنکه دو عدد را ضرب کنیم لگاریتم حاصل ضرب 

آنها را به دست آوریم.

log )الف log ( ) log log log= × = + = + = + =
1

5 5 5 5 1 11100 10 100 10 100 10 2 10 2
5 5

 

2 × 5( = log10 = 1(log2 + log5 = log )ب

125 ×4×2( = log1000 = 3(log125 + log4 + log2 = log )پ

اکنون که با لگاریتم و یکي از خاصیت هاي آن آشنا شده ایم، می توانیم مسئله مربوط به فعالیت )1( 
را به کمک لگاریتم حل کنیم.

مثال 7
فاصله زمین از خورشید با دقت بیشتر 149680000 کیلومتر و فاصلۀ ستارۀ پروکسیما قنطورس تا 
زمین با دقت بیشتر268606 برابر فاصلۀ زمین تا خورشید است. برای به دست آوردن فاصله این ستاره 
تا زمین باید حاصل ضرب 268606 × 149680000 را حساب کنیم. انجام این ضرب مشکل است 
ولی محاسبۀ لگاریتم آن آسان است. کافی است که لگاریتم این دو عدد را حساب کنیم و با هم جمع 

کنیم. بنابراین ابتدا لگاریتم این دو عدد را به کمک ماشین حساب به دست می آوریم:
log268606 ≈ 5/4 و log149680000 ≈ 8/2

با استفاده از خاصیت لگاریتم داریم: 
log)149680000 × 268606( = log149680000 +log268606 ≈ 8/2 + 5/4 = 13/6

log)149680000 × 268606( ≈ 13/6 :پس

نکته
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چون مبنای این لگاریتم ١٠ بوده است، خواهیم داشت: 
١4968٠٠٠٠ × 2686٠6 ≈ ١٠١3/6

با استفاده از ماشین حساب داریم: 398١٠7١7٠55349 ≈ ١٠١3/6.
بنابراین فاصله مورد نظر تقریباً    398١٠7١7٠55349 کیلومتر است.

این شیوۀ محاسبه را برای محاسبه حاصل ضرب هر دو عدد بزرگ یا کوچکی می توان به کار برد.

استفاده ازماشين حساب
 با استفاده از ماشین حساب،log١٠٠٠ +log١٠٠  و (١٠٠٠+١٠٠)log را با تقریب تا دو رقم 

اعشار به دست آورید و در مربع علامت مساوی(=)یا نامساوی (≠) قرار دهید:
log(١٠٠٠+١٠٠)  log١٠٠+ log١٠٠٠

log(a + b) ≠ loga +logb :داریم a,b > در حالت کلي: براي ٠

١ حاصل لگاریتم های زیر را به دست آورید.

= log4 + log25 ( الف

log (ب =100 10

log (پ log log+ + =3 3 320 2 25

زمین،  از  است  رؤیت  قابل  مسلح  غیر  چشم  با  که  ستاره ای  دورترین  فاصلۀ   2
زمین  از  این ستاره  فاصلۀ  است.  از خورشید  زمین  فاصلۀ  برابر   5٠56١١9722 × ١٠١١

را با استفاده از ماشین حساب به دست آورید.
.............................................................................................................................................................................................

دیدیم که لگاریتم حاصل ضرب دو عدد مثبت با مجموع لگاریتم های آنها برابر است. در مورد لگاریتم 
تقسیم دو عدد، چه رابطه ای برقرار است؟  فعالیت صفحۀ بعد به بررسی این مطلب می پردازد.

کار در کلاس4

نکته

+ 0001001 loglog =

=0011 log
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1 جدول زیر را کامل کنید.

logb
c

b
c

logclogbcb

.............100.............3101000

....................................................10100

.............10-3.............-11000/1

..........................3
2

.............10 10100 10

.............10x    - y.............x10y10x

log وجود دارد؟ b
c 2 در هر سطر چه رابطه ای بین اعداد ستون های logb و logc و ستون 
این رابطه را به صورت یک جمله بیان کنید و آن را با زبان ریاضي بنویسید.

فعالیت )5( نشان می دهد که لگاریتم تقسیم دو عدد با لگاریتم مقسوم منهاي لگاریتم مقسوم علیه 
برابر است، درحالت کلی داریم:

log log log= −
b

b c
c

براي b,c > 0 داریم: 

این خاصیت، برای لگاریتم هایی که مبناي غیر از 10 دارند نیز برقرار است.

مثال 8
می آوریم:  دست  به  را   log4 تقریبی  مقدار   log20 ≈ 1/3 و   log5 ≈ 0/7 به  توجه  با  الف( 

log log log log /= = − ≈
204 20 5 0 6
5

     
log log log= − = − = −

1 1 100 0 2 2
100

ب( 

فعالیت 5

نکته

استفاده ازماشين حساب 
با استفاده از ماشین حساب، )log8 - log2( و 
)log )8-2 را با تقریب دو رقم اعشار به دست 
آورید و در مربع، علامت مناسب مساوی )=( یا 

نامساوی )≠( قرار دهید.
log(8-2)  log8-log2

log6 =

8 _ 2 loglog =
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log( ) log log− ≠ −a b a b در حالت کلي: براي a,b > 0 داریم: 

1 حاصل لگاریتم های زیر را به دست آورید.

log )ب                         = log20 - log2 )الف / log= =
10 001

1000

2 با تکمیل نقطه چین ها، نتیجۀ فعالیت )5( را با استفاده از خاصیت لگاریتم ضرب دو عدد 
.)b و c > 0( به دست آورید

log( ) log( ) log( ...) log( ) ...= = × = +
bc b b

b
c c c

log( ) = − 

b
c

بنابراین: 

کار در کلاس5

نکته

فعالیت 6

از رابطۀ am(n = amn( می توان استفاده کرد و خاصیت دیگری از لگاریتم را به دست آورد.

1 جدول زیر را تکمیل کنید.

logbnlogbbnnb

.......................................510

.............2.............2100

.............-1.............30/1

.......................................410 10

.............x(10x)n =10n xn10x

2 در هر سطر، چه رابطه ای بین اعداد ستون های n و logb و عدد ستون logbn وجود دارد؟ 
این رابطه را به صورت یک جمله بیان کنید و آن را با زبان ریاضی بنویسید. 

.............................................................................................................................................................................................

فعالیت بالا نشان می دهدکه لگاریتم bn برابر است با n برابر لگاریتم b.  درحالت کلی داریم: 
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logbx = x logb :داریم x و هر عدد حقیقی b> 0 برای

ویژگی بالا برای لگاریتم هایی که مبناي غیر از 10 دارند نیز برقرار است.

مثال 9 

به کمک خواص لگاریتم، عبارت هاي زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید و در صورت امکان ساده 
:)a , b , c > 0( کنید

log )الف log log( ) log( ) log log log( ) log+ = + = + = × = =3 3 3 23 5 2 2 5 2 5 2 5 2 10 1

log )ب log log log log log log+ − = + − =
1 2

2 52
5

1 2 5
2

ab
a b c a b c

c

مثال 10

عبارت هاي زیر را به صورت مجموع یا تفاضل چند لگاریتم بنویسید و در صورت امکان ساده کنید 
:)x , y , z > 0(

)log )الف ) log log log× = + = +6 3 6 35 10 5 10 6 5 3

log )ب log log log log log log log= + + − = + + −
2 5

2 5 4
4

10 10 1 2 5 4x y
x y z x y z

z

1 حاصل لگاریتم های زیر را به دست آورید.
log )الف    log− =5 5200 2
log )ب  log log log+ − + =

112 2 2 36 125
2

.) , , >0b c x 2 عبارت های زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید ) 

log ) الف log log+ − =
14 6 5
2

b c

log )ب  log− =2x x

اکنون که با مفهوم لگاریتم و برخي از خواص آن آشنا شده اید به سؤال صفحه بعد که توسط یکي از 
هنرجویان مطرح شده است دقت کنید:

نکته

کار در کلاس6
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مریم گفت: در ماشين حساب ها معمولاً کليد لگاریتم در مبناي 10 وجود دارد. آیا راهي وجود دارد که 
لگاریتم در مبناي غير از 10 را نيز با استفاده از این ماشين حساب ها به دست آورد؟

دبير گفت: در پدیده هاي واقعي معمولاً لازم است لگاریتم اعداد در مبناي غير از 10 را به دست آوریم،  
محاسبة لگاریتم این اعداد بدون استفاده از ماشين حساب کار ساده اي نيست.

مریم گفت: آیا راهي براي محاسبة مقدار این لگاریتم با استفاده از ماشين حساب وجود دارد؟ 
لگاریتم  براي محاسبة  لگاریتم آشنا خواهيد شد،  از  با خاصيت دیگري  انجام فعاليت زیر  با  دبير گفت: 

اعداد در هر مبنا به کمك ماشين حساب از این خاصيت مي توان استفاده کرد.

1 جدول زیر را کامل کنید.

log  ab
log
log

b
a

logalogbab

2.................................10100

1
2...........2...........10010

......................1...........1010

3
2.................................1001000

 loglog
log

=a
b

b
a

2 با مقایسۀ اعداد دو ستون آخر چه نتیجه ای می گیرید؟ چه رابطه ای بین 
وجود دارد؟ 

.............................................................................................................................................................................................

فعالیت )7( نشان مي دهد که لگاریتم یک عدد در مبنای غیر از 10 را می توان به صورت تقسیم 
لگاریتم دو عدد در مبنای 10 نوشت، در حالت کلی داریم: 

loglog
log

=a
b

b
a

برای a,b > 0 و a ≠ 1 داریم: 

با استفاده از خاصیت بالا، محاسبۀ لگاریتم اعداد در هر مبنایی با استفاده از ماشین حساب هایی که 
فقط قابلیت محاسبۀ لگاریتم در مبنای 10 را دارند، امکان پذیر می باشد. 

گفتگو

فعالیت 7

نکته
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مثال 11 
براي محاسبۀ log35 به کمک ماشین حساب داریم: log5 ≈ 0/7 و log3 ≈ 0/47 بنابراین :

 log /log /
log /

= ≈ ≈3
5 0 75 1 48
3 0 47

استفاده ازماشين حساب
 با استفاده از ماشین حساب حاصل log58 را 

به دست آورید:
8 ÷ 5 loglog =

کار در کلاس7
حاصل هر کدام از قسمت های زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید. 

log )الف
log

4
3

    
                         
    log53 + 2 )ب                        
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1 عبارت های زیر را به صورت یک لگاریتم بنویسید و در صورت امکان ساده کنید. 

log )الف log+ =5 2 

 
log )ب log− =4000 4 

 
log )پ  log+ =2 50 2 2 

 
log )ت log− =5 x y

 
log )ث log log log log+ − − + =23 2 4 a b z a

 
+log )ج 44 3

 
−log )چ 34 5

2 اگر log2 ≈ 0/301 و log3 ≈ 0/477 حاصل عبارات زیر را به دست آورید.
log4 )الف log6 )ب  log18 )پ  __ 2log )ت 

3
log5 )ث  log45 )ج   

3 درستي تساوي های زیر را بررسی کنید. 
log )الف

log =10 1
100 10

 log1000(2 = log10002( )پ    log100 + log 0/01 = 0 )ب    

4 الف( با استفاده از ماشین حساب، تقریب اعشاري اعداد log20 و log30 و log600 را تا دو 
رقم اعشار به دست آورید. آیا تساوي log)20×30( = log20× log30 برقرار است؟ 

 ب ( به کمک قسمت )الف( درمربع  علامت مناسب ≠ یا = را قرار دهید:  
 

»log)a ×b(  loga ×logb« :در حالت کلي داریم  b و a براي اعداد مثبت

5 باکتري هایي را در نظر بگیرید که وزن آنها پس از 1 واحد زماني 2 برابر مي شود. با استفاده 
از ماشین حساب تعیین کنید پس از چند واحد زماني وزن این باکتري ها 20 گرم خواهد شد؟

مسائل
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اندازه گيري  به  آن  در  که  است  انسان سنجي  يا  مردم سنجي  معنای  به   )Anthropometry( آنتروپومتري 
مي شود.  پرداخته  مردمان  فيزيكي  دسته بندي  و  تفاوت ها  شناسايي  به منظور  انسان  بدن  مختلف  بخش هاي 
اين  اوليۀ  کاربرد  دارد.  وجود  انسان  بدن  اعضاي  مختلف  بخش هاي  اندازۀ  با  ارتباط  در  مختلفي  نظريه هاي 
اندازه گيري ها در مردم شناسي جسماني يا ديرين مردم شناسي بود تا از اين طريق به درك بهتري از طبقه بندي 

انسان ها برسند. بررسي تخصصي جمجمه يا جمجمه سنجي نيز شاخه اي از اين دانش است. 
طرح هايي از اندازه گيري بخش هاي بدن انسان در دفترچۀ خاطرات لئوناردو داوينچي نيز ديده مي شود.

از سال هاي دهۀ 1950 ميلادي، مهندسيِ آنتروپومتري با هدف اندازه گيري، تحليل و به کارگيري اندازۀ بخش هاي 
مختلف بدن انسان، براي طراحي و ارزيابي محصولات، ابزار و محيط هاي کاري معرفي شد. امروزه مردم سنجي در 

زمينه هاي طراحي صنعتي، طراحي پوشاك، ارگونومي و معماري کاربردهاي بسياري دارد.

پودمان پنجم
آمار توصيفی
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خط بهترين برازش

علي در کارگاه پيراهندوزي مردانه  مشغول کار است. او پارچه ها را براي برُِش آماده مي کند. روزی امير، 
مسئول کارگاه، وارد شد. 

امير گفت: علي صبر کن. برش ها را متوقف کن. باز هم مرجوعي داريم.
علي گفت: دوباره چه اشكالی پيش آمده؟

امير گفت: مثل دفعه هاي قبل. يكي مي گويد يقه اش اندازه است ولی مچ آن تنگ است و ديگری می گويد 
مچ اندازه است ولی يقه اش تنگ است. بالاخره نفهميديم بايد با اندازه چه کسي کار کنيم! ولي بايد فكري 

کرد. اگر همين طور پيش برويم، مشتري هايمان را از دست مي دهيم.  

علي گفت: اين جدول اندازه هايي است که معمولاً طبق آن برش مي زنم. 

46485052سایز

54545454قدبالاتنه

42322212نصفکارورپشت

42322212نصفدورپشت

25+605+684+664+6نصفدورسینه

24048363دورگردن

87776757قدپیراهن

44240483کادرآستین

16160606قدآستین

62524232دورمچ
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امير گفت: ظاهراً اين اندازه ها مناسب نسل جديد ما نيست. بايد فكري کرد.
علي گفت: يعني بايد برويم پسرهاي شهر را رديف کنيم و دور گردن و دور مچ دستشان را اندازه بگيريم؟! 

امير گفت: اگر برای نجات کسب و کارم مجبور به اين کار شوم، شايد هم بله!
فكرميکنیدآیاامیرمجبوربهانجامچنینکاریمیشود؟اصولاًدروضعیتهايمشابهآیاامكاندارد

کههمۀافرادجامعهرااندازهگیريکنیم؟درچنینوضعیتهایيشرکتهايتولیديچهميکنند؟
فعالیتزیربهشماکمكميکندتافراینديراکهتولیدکنندگانبزرگطيميکنندبهتردركکنید.

نظریهايوجودداردکهنشانمیدهدبیناندازۀدورمچدستواندازۀدورگردنافرادیك
رابطۀخطیوجوددارد.تولیدکنندگانباداشتناینرابطهميتواننداندازههايمناسبيبراي
اندازهدور بافرایندپیداکردناینرابطه، محصولاتخودشاندرنظربگیرند.برايآشنایي

گردنودورمچدست51نفردرجدولزیرآوردهشدهاست.

)cm برحسب y( اندازۀ دورگردن)cm برحسب x( اندازۀ دور مچ

33/514/8

3315

35/215/4

34/215/7

33/716/1

32/216/2

35/516/2

35/816/2

36/416/3

37/316/7

35/516/9

36/617/1

38/517/2

46/817/6

38/317/8

فعالیت 1
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در صفحۀ مختصات زير، نقطه هايي مشخص شده است كه طول هر نقطه، نشان دهندۀ اندازۀ 
دور مچ و عرض آن نشان دهندۀ اندازۀ دور گردن يک نفر است.  

)cm( اندازۀ دور مچ

)c
m

ن )
رد

ر گ
دو

زۀ 
دا

ان

1 آيا نقاط، روي يک خط راست قرار دارند؟ 

2 خطي )به طور تقريبي( رسم كنيد كه تا حد ممكن با نقاط مشخص شده در صفحه، كمترين 
فاصله را داشته باشد. سعي كنيد نيمي از نقاط در بالاي خط و نيمی ديگر زير خط و با فاصلۀ 

يكسان از خط قرار گيرند.

3 اطلاعات جدول صفحۀ قبل را در excel وارد كنيد و طبق دستورالعمل صفحۀ 120، به كمک 
excel خطي رسم كنيد كه كمترين فاصله را با نقاط مشخص شده روي صفحه داشته باشد.

 excel اندازۀ دور گردن باشد، معادلۀ خط رسم شده را به كمک y اندازۀ دور مچ و x 4 اگر
طبق دستورالعمل صفحه 120 پيدا كنيد.

5 ستون ʹy  را  با دو رقم اعشار كامل كنيد. )ʹy اندازه دور گردن به كمک معادلۀ خط است.(

0
0 2 4 6 8

5

10

10

15

12 14 16 18

20

20

25

30

35

40

45

50
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eʹ2:خطا
eʹ=y -yʺ

yʺe2:خطا
e = y -yʹ

yʹ  اندازۀ دورگردن
)cm برحسب y(

اندازۀ دور مچ
)cmبرحسب x(

0/410/6432/862/4+1/5531/9533/514/8

3315

1/651/2933/912/521/5933/6135/215/4

0/06-0/23534/440/06-0/2534/4534/215/7

33/716/1

9/67-3/1135/3113/22-3/6435/8432/216/2

0/040/1935/310/12-0/3435/8435/516/2

0/240/4935/310-0/0435/8435/816/2

36/416/3

37/316/7

35/516/9

0/08-0/2936/863/02-1/7438/3436/617/1

38/517/2

50/017/0729/7346/817/6

0/040/1938/113/94-1/9940/2838/317/8

آیامقادیربهدستآمدهبهکمكمعادلۀخط،بامقادیراندازهگیريشدهبرابرند؟چرا؟ 6

7ستونخطا)e(،اختلافمقدارواقعیومقدارتخمینزدهشدهراکاملکنید.

بهکمكدستورΣدرlecxeمجموعخطاها)ستونe(رابهدستآورید.آیااینعددمجموع 8
واقعیخطاهارانشانمیدهد؟چرا؟

مجموعمجذورخطاهارابهدستآورید. 9

01فكرميکنیدچرامجذورخطاهارابهدستميآوریم؟
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ستون  در  كنيد.  باز   excel در  كاربرگ  يک 
در  و  x ها(  )محور  مچ  دور  اندازه های  اول 
)محور  گردن  دور  اندازه های  دوم  ستون 
نمودار،  رسم  به منظور  كنيد.  وارد  را  y(ها 
منوی از  گرفته،  را  ستون  دو    اطلاعات 
سپس  و  نمودار(   chart type ،insert )نوع 

scatter )پرَاكَنش( را انتخاب كنيد.

بهترين  خط  معادلۀ  كردن  پيدا  به منظور 
كليک  راست  نقطه ها،  از  يكي  روي  برازش، 
كنيد و گزينۀ Add TrendLine را انتخاب 
گزينه مي شود،  باز  كه  پنجره اي  در  و  كنيد 
را   Display Equation on Chart

انتخاب كنيد.

در آمار، نموداري را كه در فعاليت )1( رسم كرديد، نمودار پرَاكَنش مي نامند. خطي كه در فعاليت   )1( به كمک 
excel رسم شد، خط بهترين برازش نام دارد. اين نام گذاري به اين دليل است كه اين خط، بهترين رابطۀ خطی 
ممكن بين دو كميت »اندازۀ دور مچ« و »اندازۀ دور گردن« را نشان مي دهد. شيب مثبت خط نشان مي دهد كه 
با افزايش اندازۀ دورمچ، اندازۀ دور گردن نيز افزايش مي يابد. از نمودار پراكنش و خط بهترين برازش براي بررسي 
رابطۀ بين دو كميت استفاده مي شود. در نمودار فعاليت)1(، هر نقطه در صفحه مختصات، نشان دهندۀ اندازۀ دور 

مچ دست )طول نقطه( و اندازۀ دور گردن )عرض نقطه( يک نفر است.
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نمودارپراکنشدوکمیت،مجموعهايازنقاطدرصفحۀمختصاتاستکهطولوعرضهر
نقطه،دادههايمربوطبهاندازهگیريهایمتناظردوکمیتاست.

ادريان لژاندردرسال5081بایافتنضریبزاویهوعرضازمبدأآنخط،روشيبرايرسمخط
بهترینبرازشپیداکرد.اودراینروشسعيکردتامجموعمجذورخطاهايبینمقدارواقعيومقدار
محاسبهشده،کمترینمقدارشود.خطبهدستآمدهبااینروشراخطبهترینبرازشواینروش
اینكه راروش کمترين مجذوراتمی نامند.همانطورکهدرفعالیت)1(مشاهدهکردید،بهدلیل
مقادیرخطاهامثبتیامنفیهستند)خطازمانیصفراستکهنقطهدقیقاًرویخطقرارداشتهباشد(
مجموعخطاها،مقدارخطایواقعیرانشاننمیدهد.بههمیندلیلمجموعمجذورخطاهارابهدست
ميآوریمتاعلامتهاخطاهاتأثیرگذارنباشد.برايرفعاینمشكلميتوانازقدرمطلقخطاهانیز
استفادهکرد،وليبهدلیلدشواريانجاممحاسباتباقدرمطلق،ازمجذورخطاهااستفادهميکنیم.

تعریف
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reiltuOـ1

راکهبابقیۀدادههاتفاوتقابلملاحظهايدارد،دادۀ پرَت1مينامند.معمولاً /
/

 
 
 

17 6
46 8

درآمار،نقطۀ

اگردادههايپرتراازدادههاخارجکنیمدركبهتريازوضعیتبهدستميآوریم.       
و مامیدهد، به دوکمیت بین را مناسبی رابطۀخطی برازش، بهترین مواردخط از بسیاری در
در پیشبینيها این از و پیشبیني را کمیتها این بین متناظر مقدارهای میتوان آن طریق از
برنامهریزيهااستفادهکرد.معمولاًتولیدکنندگان،ازاینروشبرايتولیدمحصولاتيکهبرايعموم

عرضهميشود،استفادهميکنند.

فعالیت 2

راازدادههایتان /
/

 
 
 

17 6
46 8

درفعالیت)1(باحذفسطرمربوطبه6/71)درستوناول(،نقطۀ 1

خارجکنید؛وخطيرسمکنیدکهکمترینفاصلهرابانقاطداشتهباشد.

2ستونʺyرابادورقماعشارکاملکنید.)ʺy اندازهدورگردنبهکمكمعادلۀجدیدخطاست.(

3ستونʹeراکاملکنید.

yبهدستآوریدوباجوابقسمت 4مجموعمجذورخطاهارابرايمقادیربهدستآمدهبراي̋
01درفعالیت)1(مقایسهکنید.

فكرميکنیدکدامخطبرايپیشبینیمناسبتراست؟چراایناتفاقمیافتد؟ 5
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مثال 1
دریكمطالعه،تأثیرمصرفیكدارويخاصبرکاهشوزن،بررسيشدهاست.وزناولیهووزن

نهایي51شرکتکنندهدراینمطالعهبرحسبکیلوگرمدرجدولزیرنشاندادهشدهاست.

وزن اوليهوزن نهايی

8183

8182

6870
7573
7070
7885
7277
7472
6065
7078
8075
8683
6466
8090
8087

نمودارپراکنشوخطبهترینبرازشدادههايبالابهشكلزیراست.

وزن اوليه

يی
ها

ن ن
وز
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ازروينمودارميتوانپیشبینيکردکهاگرفرديباوزن27کیلوگرمازایندارواستفادهکند،پس
اززمانتجویزشدهبرايمصرف،17کیلوگرمخواهدشد.

مثال 2
کدام  در  است.  کميت  دو  بين  متناظر  مقادير  نشان دهندۀ  نقطه  هر  زير،  نمودارهاي  در 
نمودارها، بين اين دو کميت  رابطه ای وجود دارد؟ رابطۀ بين اين دو کميت  را در هر نمودار، 

از لحاظ افزايشی يا کاهشی بودن يكی بر حسب ديگری، توصيف کنيد.

الف ب پ

همانطورکهمشاهدهميشود،نقاطمشخصشدهدرنمودار)الف(،رويیكخطراستقراردارندو
باافزایشمقادیررويمحورxها،مقادیررويمحورyهاکاهشميیابد.نقاطمشخصشدهدرنمودار
)ب(،رويیكخطراستقرارندارندوليباافزایشمقادیررويمحورxها،عموماًمقادیررويمحور
yهاافزایشميیابد.دراینوضعیتميتوانرابطهبیندوکمیترابهطورتقریبيباخطنشانداد.
بادقتروينقاطمشخصشدهدرنمودار)پ(،متوجهميشویمکهتغییراتمقادیررويمحورxها
هیچگونهاطلاعاتيدربارهتغییراتمقادیررويمحورyهابهمانميدهد.دراینوضعیتاحتمالاًبین
دوکمیترابطهایوجودندارد.دقتپیشبینیازروينمودار)الف(بیشترازدقتپیشبینيازروي

نمودار)ب(است.
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برخيازهنرآموزانعقیدهدارندکهدرصدقبوليهنرجویاندریكکلاسباتعدادهنرجویان
درکلاسرابطهدارد.جدولزیرتعدادهنرجویاندرکلاسهايمختلفیكهنرستانودرصد

قبوليآنهادرامتحانپایانسالرانشانميدهد.

تعداد هنرجويان در کلاسدرصد قبولی

8010

6015

5030

8012

5025

5024

7015

7060

4028

8012

نمودارپراکنشرارسمکنید. 1
2خطبهترینبرازشرارسمکنید.

پیشبینيميکنیدچنددرصدازهنرجویاندریكکلاس04نفرهقبولميشوند. 3

)اطلاعـاتمربوطبهیـكکلاس06نفره(یكدادۀپـرت  
 
 

60
70

برخيعقیدهدارندنقطۀ 4

)مربوطبهیكوضعیتغیرمعمول(است.فكرميکنیداگردرتحلیلخودایندادهراکنار
بگذارید،بهتراستیاخیر؟توضیحدهیدچرا؟

.......................................................................................................................

ایندادهراخارجکنیدوپاسخسؤال)3(رامجدداًبهدستآورید. 5
.......................................................................................................................

کار در کلاس1
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درکدام است. کمیت دو بین متناظر مقادیر نشاندهندۀ نقطه هر زیر، نمودارهاي در  1
نمودارها،بینایندوکمیترابطهایوجوددارد؟رابطۀبینایندوکمیترادرهرنمودار،از

لحاظافزایشییاکاهشیبودنیكیبرحسبدیگری،توصیفکنید.

مسائل
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نمودارزیررابطۀبینمدتزمانيکهفردرانندگيميکندومسافتباقیماندهتامقصدرا 2
نشانميدهد.
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x

y

نشانميدهد؟ را بالا پراکنش نمودار براي برازش بهترین زیر،خط نمودارهاي از کدامیك
توضیحدهید.
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3جدولروبهروطولقدوفاصلۀنوكدوانگشتوسط
02نفررا)درحالتيکهدستهاازطرفینکاملًابازاست(

برحسبسانتيمترنشانميدهد.
الف(نمودارپراکنشایندادههارارسمکنید.

ب(آیارابطهايبینطولقدوفاصلۀنوكدوانگشتوسط
افراددیدهميشود؟توضیحدهید.

پ(خطبهترینبرازشرارسمکنیدومعادلۀآنرابهدست
آورید.

ت(بهکمكمعادلهیانمودار،باداشتنطولقدخودتان،
فاصلۀنوكدوانگشتوسطخودتانراتخمینبزنید.

ث(فاصلۀنوكدوانگشتوسطخودتانرااندازهبگیرید.
آیابامقدارتخمینزدهشدهتفاوتدارد؟اگربله،توضیح

دهیدچرا؟
4سیناميگوید:اگرریاضيشماخوبباشد،علومشما
نیزخوباست.عليميخواهددرستياینگفتهرابررسي
کند.بههمیندلیلنمرۀریاضيوعلوم7نفرراپرسید.
ثبت زیر جدول در آورده بهدست علي که دادههایي

شدهاست.

طول قدفاصله بين نوك انگشتان

181180

154156

168168

148147

138131

160159

142154

154155

181178

175175

130135

175180

186178

158161

139139

148154

156156

154152

175170

152156

نمره رياضي86/5101695/517

نمره علوم109111510815

الف(نمودارپراکنشایندادههارارسمکنید.
ب(آیاباگفتۀسیناموافقاید؟دلیلخودراتوضیحدهید.

پ(خطبهترینبرازشرارسمکنید.
ت(پیشبینيميکنیدنمرۀعلومدانشآموزيکهدرآزمونریاضي41شدهاست،چندباشد؟
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5جدولزیر،نمراتریاضيوزبان01دانشآموزرانشانميدهد.

نمره رياضي8131417121394/519

نمره زبان991312218186810

الف(نمودارپراکنشایندادههارارسمکنید.)طولهرنقطهنمرۀریاضیوعرضهرنقطه
نمرۀزبانیكدانشآموزاست(.

را بیننمرۀریاضيونمرۀزباندانشآموزانرابطهايمشاهدهميکنید؟دلیلخود آیا ب(
توضیحدهید.

پ(خطبهترینبرازشرارسمکنیدوبهکمكمعادلۀآنویانمودار،نمرۀزباندانشآموزي
راکهدرآزمونریاضي51گرفتهاست،پیشبینيکنید.

ت(نقطههاینشاندهندۀنمرۀریاضيوزبانکدامدودانشآموزبانمراتبقیۀدانشآموزان
هماهنگيندارد؟

ث(ایندودادهراازدادههایتانحذفکنیدوخطبهترینبرازشرارسمکنیدواینبارنمرۀ
زباندانشآموزيراکهدرآزمونریاضي51گرفتهاست،پیشبینيکنید.

قد)سانتیمتر(سایزکفش

44175

43182

40170

44173

42170

46185

46177

43172

42165

42178

44175

46183

دلیل دارد؟ وجود پیشبینيشما دو بین تفاوتي آیا ج(
خودراتوضیحدهید.

جدولمقابلدادههايمربوطبهاندازۀکفشوقد21 6
مردرانشانميدهد.

کمك به را برازش بهترین خط و پراکنش نمودار الف(
lecxeرسمکنید.

او اندازۀکفشمرديراکهقد ازنمودار، بااستفاده ب(
081سانتيمتراستپیشبینيکنید.

اندازۀ85سانتیمترپیدا به پایي باستانشناسانرد پ(
کردهاند.پیشبینيميکنیدطولقداینانسانچقدربوده

است؟
دانشآموزيبرايتوصیفدادههایش،نمودارپراکنشرا 7
اولین برازش، بهترین نمودنخط برايرسم او رسمکرد.
نقطهوآخریننقطهرابههموصلکرد.آیااوخطبهترین
برازشرادرسترسمکردهاست؟دلیلخودراتوضیحدهید.
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فعالیت 3

درون يابي و برون يابي

پس از آنكه علي و امير رابطۀ بين اندازۀ مچ دست و دور گردن نمونۀ 15 نفري خودشان را بررسي کردند.
امير پرسيد: اگر بخواهيم براي افرادي که اندازۀ دور گردنشان خيلي بيشتر است پيراهن بدوزيم، از چه 

اندازه هايی بايد استفاده کنيم؟
علي گفت: چطور است خط بهترين برازش را ادامه  دهيم و از روي آن اندازۀ دور مچ را تخمين بزنيم.

امير گفت: فكر نمي کنم هر چقدر دلمان بخواهد، بتوانيم خط را ادامه دهيم.
علي پرسيد: چرا؟

امير گفت: فرض کن بين وزن و سن افراد هم رابطه اي وجود داشته باشد، آن وقت مي داني وزن يك آدم 
90 ساله چقدر زياد مي شود؟

پسازیافتنخطبرازش،اینسؤالقابلطرحاستکهخطبرازشدرچهمحدودهایاعتباردارد؟آیا
پسازمدلسازيرابطۀبیندوکمیتبراينمونهايمشخص،ميتواناینرابطهرابرايتمامجامعه
تعمیمدادوازآنمدل،برايهمۀاعضایجامعهاستفادهکرد؟اینسؤالياستکهبرنامهریزاننیزاز

خودميپرسند.برايپاسخبهاینسؤالفعالیتزیرراانجامدهید.

برخيتحقیقاتدرحوزۀبانكدارينشانميدهندبیننرخسودبانكيومیزانسرمایهايکهبانك
جذبميکندهمبستگيوجوددارد.یكیازبانكها،میزانسرمایۀخودرادرزمانهايمختلف

کهسودبانكيمختلفيپرداختميکردهاست،بررسيودرجدولزیرثبتکردهاست.

نرخ سود بانكی )درصد(سرمايه )ميليون تومان(

2510
268
219
1511
1711
1911
2710
269
317
366
396
405

گفتگو
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بهکمكlecxeخطبهترینبرازشرابرايایناطلاعاترسمکنید. 1

اگرنرخسود5/01درصدتعیینشود،مقدارسرمایۀجذبشدهراپیشبینيکنید. 2
.......................................................................................................................

اگرنرخسودبه21درصدافزایشیابد،مقدارسرمایۀجذبشدهراپیشبینيکنید. 3
.......................................................................................................................

اگرنرخسودبه81درصدافزایشیابد،مقدارسرمایۀجذبشدهراپیشبینيکنید. 4
.......................................................................................................................

درکدامحالتپیشبینيشمابهواقعیتنزدیكترخواهدبود؟توضیحدهید. 5
.......................................................................................................................

دروضعیتبالادرجدولدادهها،مقادیردرصدسودپرداختي)x(دربازۀبستۀ]11,5[قراردارد.
درقسمت)2(ميخواهیمسرمایۀجذبشدهباپرداخت5/01درصدسودراپیشبینیکنیم.توجه
داشتهباشیدکه5/01دربازۀتغییراتxقراردارد.ولیدرقسمتهای)3(و)4(ميخواهیمسرمایۀ
جذبشدهرابرايدرصدسودهایپرداختيخارجازاینبازهپیشبینيکنیم.پیشبینيهایيمانند

وضعیت)2(رادرون يابيوپیشبینيهایيمانندوضعیتهاي)3(و)4(رابرون يابيمينامند.
دربرونیابيهرچهازابتدایاانتهايبازهدورترشویم،ممكناستپیشبینيهاباخطاهايزیادهمراه

وحتيغیرواقعيشوند.

بازه، xهادریك از ایندوکمیتبرايبرخي اگرمقادیر yدوکمیتمرتبطهستند. xو
مشخصباشد،پیشبینيمقادیرyبهازايx هايمشخصدراینبازهبهکمكخطبرازش
رادرون يابيوپیشبینيمقادیرyبهازايx هايمشخصدرخارجازاینبازهرابرون يابي

مينامند.

تعریف
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مثال 3
نمودارزیرمیزانرشدگیاهراپساز5روزنشانمیدهد.ميخواهیمطولگیاهرابعداز01روز

پیشبینيکنیم.

باتوجهبهاینكهبعدازمدتي،معمولاًرشدطوليمتوقفميشودویامیزانافزایشطولدرواحد
زمانکاهشميیابد،پیشبینيطولگیاهبااستفادهازایننموداربعداز01روز)برونیابي(،ممكن

استدقیقنباشد.

میزانمصرفاکسیژنتوسطخرچنگهاودمایآبباهمرابطهدارند.نرخمصرفاکسیژن
نوعيخرچنگدرزیرآبدرجدولزیرآوردهشدهاست.

5/51012/51517/520)˚C ( دما

نرخ مصرف اکسيژن 4/55/59121723
1)Mmol / Kg / Min (

نمودارپراکنشوخطبهترینبرازشایندادههارارسمکنید. 1

زمان )برحسب روز(

ر(
 مت

تی
سان

ب 
س

رح
ه )ب

گيا
ل 

طو

1ـخواندهشودمیلیمولبرکیلوگرمبردقیقه

کار در کلاس2
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بهکمكنمودار،مقدارتقریبيدمارادرحالتيکهنرخمصرفاکسیژنniM / gK / lomM41 2
است،پیداکنید.

.......................................................................................................................

.......................................................................................................................

.......................................................................................................................

بهکمكمعادلۀخطبهترینبرازش،نرخمصرفاکسیژناینخرچنگرادرزیرآبدر 3
دماهايC˚0،C˚71،C˚05وC˚051پیشبینيکنید.

.......................................................................................................................

.......................................................................................................................

.......................................................................................................................

برايپیشبینيمقداراکسیژندرکدامدماهاازدرونیابيوبرايکدامدماهاازبرونیابي 4
استفادهکردید؟

.......................................................................................................................

پیشبینيدرکداموضعیتباخطايزیادهمراهویاآنكهغیرواقعياست؟توضیحدهید. 5
.......................................................................................................................
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مهرنازميخواهدآزمایشيانجامدهدکهبهکمكآن،تأثیرنوررابرسرعتغذاسازیتوسط 1
گیاهازطریقفتوسنتزبررسيکند.

مهرنازلامپرادر001متريگیاهقراردادوتعدادحبابهایيراکهتوسطگیاهدریكدقیقه
تولیدشدشمرد.سپسلامپرانزدیكترکردهودرهرحالت،تعدادحبابهايایجادشده

توسطگیاهدردقیقهراشمرد.اونتایجرادرجدولزیرثبتکرد.

فاصلۀ لامپ از گياه برحسب مترتعداد حباب ها در دقيقه

10100

2080

2870

3260

3740

3720

الف(نمودارپراکنشوخطبهترینبرازشرابرايایندادههارسمکنید.
ب(بااستفادهازنمودار،جملۀزیرراکاملکنید:

هرچهفاصلۀلامپازگیاه...............باشد،سرعتفتوسنتز..............است.
پ(اگرلامپدر01سانتيمتريگیاهقرارداشتهباشد،تعدادحبابهادردقیقهراپیشبینيکنید.
ت(اگرلامپرادر2سانتيمتريگیاهقراردهیم،برايپیداکردنتعدادحبابهایيکهگیاه
ازبرونیابياستفادهميکنیمیادرونیابي؟فكرميکنیددراینوضعیتاین تولیدميکند

پیشبینيچقدردرستباشد؟

ایمانبرايشرکتدرمسابقاتدو001متر،تمرینميکند.جدولزیر،زمانبهپایان 2
رساندنمسیررابرحسبثانیهدرپایانهرهفتهتمریننشانميدهد.

تعداد هفته هاي تمرينزمان به پايان رساندن مسير

131

122

11/53

11/254

115

مسائل
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الف(نمودارپراکنشوخطبهترینبرازشرابرايایندادههارسمکنید.
ب(بهکمكنموداریامعادلۀخطبهترینبرازش،زمانبهپایانرساندنمسیرتوسطایمان

پساز41هفتهراپیشبینیکنید.
پ(آیاپیشبینيشمادرستاست؟برايپاسخبهاینسؤالرکوردجهانيدو001مترمردان

راازاینترنتپیداکنید.
ت(براياینپیشبینيازدرونیابياستفادهکردیدیابرونیابي؟آیاپاسخبهدستآمدهمعنادار

است؟توضیحدهیدچرا؟

تاسال ازسال8491 را تابستاني المپیك در تعدادکشورهايشرکتکننده زیر 3جدول
0002نشانميدهد.

سالتعداد کشورهاسالتعداد کشورها

921976591948

801980691952

1401984721956

1601988831960

1691992931964

19719961121968

19920001211972

الف(نمودارپراکنشوخطبهترینبرازشرابرايایندادههارسمکنید.
ب(بهکمكمعادلۀخطبهترینبرازش،تعدادکشورهايشرکتکنندهدرالمپیك4002و

المپیك6102راپیشبینیکنید.
پ(بامراجعهبهاینترنت،تعدادکشورهايشرکتکنندهدرسال4002وسال6102راپیدا
کنید.اینتعدادراباپیشبینيهايخودتانمقایسهکنید.درصورتوجوداختلاف،توضیح

دهیدچراایناختلافوجوددارد.
ت(بهکمكمعادلهیانمودار،تعدادکشورهايشرکتکنندهدرسال8202راپیشبینيکنید.

آیااینپیشبینيمعناداراست؟دلیلخودراتوضیحدهید.
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میانه

عموی طاها حسابدار يك شرکت خصوصی بود. طاها پس از مصاحبۀ استخدامي، قرار شد در آن شرکت 
پانصد هزار  و  را يك ميليون  به کار شود. مدير عامل شرکت حقوق طاها  به عنوان مسئول فنی مشغول 

تومان در نظر گرفت. 

فعالیت 4

گفتگو

عنوان شغلیميزان حقوق به ميليون تومان

مدیرعامل5/8
معاون3/2
کارمندقراردادها1/7
روابطعمومی1/3
حسابدار1/8
مسئولفناوری1/2
بایگانی1
منشی1/1
نگهبان0/9

بوديد  گفته  من  به  قبلًا  گفت:  عمويش  به  طاها 
تومان  ميليون   2 اين شرکت  افراد  ميانگين حقوق 

است، فكر نمی کنيد حقوق من کم باشد؟ 
کارکنان  حقوق   ليست  به  اگر  گفت:  طاها  عموی 
شما  به  که  حقوقي  که  مي شوي  متوجه  کني،  نگاه 

پيشنهاد شده است، حقوق خوبي است.     
به  با ديدن ليست حقوق کارکنان گفت: شما  طاها 

چه دليلی می گوييد که حقوق من خوب است؟ 
عمويش گفت: حقوق شما از حقوق بيش از نيمی از 

کارکنان بيشتر است. 
طاها با تعجب گفت: چگونه می توانم حقوق خود 
جايگاه  بفهمم  و  کنم  مقايسه  ديگران  حقوق  با  را 

حقوق من در بين حقوق ديگران چگونه است؟

شماباانجامفعالیتزیرمتوجهميشویدکهآماردانهاچگونهدادههاراباهممقایسهمیکنند.


دادههايارائهشدهدرلیستحقوقکارکنانراازکمبهزیادمرتبکنید.      1
.......................................................................................................................

2عددیراپیداکنیدکهتعدادحقوقهایقبلازآن،باتعدادحقوقهایبعدازآنبرابرباشد.
.......................................................................................................................

اگرحقوقکارکنانراازکمبهزیادمرتبکنیم،عدد3/1)میلیون(دروسطقرارمیگیرد،یعنی
تعدادحقوقهایقبلازعدد3/1)میلیون(باتعدادحقوقهایبعدازآنبرابراست؛اینعددرامیانه
مینامند.درلیستحقوقیمرتبشده،حقوقيکهقراراستطاهابگیردبعدازعدد3/1)میلیون(
استکهازحقوقنیمیازکارکنانبیشتراست.بادقتبیشترمتوجهميشویمکهاگرحقوقهارااز

زیادبهکمنیزمرتبميکردیم،همیننتیجهبهدستميآمد.
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پسازمرتبکردنمقادیردادهها،عددیراکهتعداددادههایقبلازآنباتعداددادههایبعدتعریف
ازآنبرابراستميانهمینامند.

میانگیندادهها2میلیونتوماناستواینعددنشاننمیدهدچهتعدادازدادههابیشتریاکمتراز
آناست.میدانیمعددمیانگینممكناستدربیندادههانباشد؛برايمثال،عدددومیلیونتوماندر
لیستحقوقکارکناننیست.همچنینبهعلتوجوددادهپرت)حقوقمدیرعامل8/5میلیونتومان
است(درلیستحقوق،میانگین،خیلیبالارفتهاستکهتصورياشتباهدربارۀمیزاندریافتحقوق
کارکناندرماایجادميکند؛زیرافقط2نفرحقوقبیشترازمیانگیندارندو7نفرحقوقکمتراز

میانگیندریافتميکنند.
میانگینومیانه،هردوبهتوصیفوضعیتدادههامیپردازندوهرکدامویژگیهاییازدادههارابیان

میکنند.

مثال 4
ساعتهاییراکهعلیدرروزهاییكهفتهمطالعهکردهاستبهصورتزیراست:

82،3،3،4،1،5،  
برايپیداکردنمیانه،ابتدادادههارابهشكلزیرمرتبمیکنیم.

18،5،4،3،3،2،
عدد3ميانهاست.جایگاهاینعددمشخصمیکندکهتعداددادههایقبلازجایگاهعدد3،باتعداد

دادههایبعدازآن،برابرند.

کنيم،  اضافه  هم  را  طاها  آن شرکت، حقوق  کارکنان  ليست حقوق به  اگر  گفت:  دانش آموزان  به  دبير 
ميانگين و ميانۀ آن، چه تغييری می کند؟ 

سعيد گفت: من حساب کردم، ميانگين 59/1 ميليون میشود ولی برای به دست آوردن ميانه، حقوق ها را 
که مرتب کردم دادهای در وسط نديدم. 

دبير گفت: توجه کنيد همانطور که ممكن است ميانگين بين داده ها نباشد، ميانه هم لزوماً در بين دادهها 
نيست. 

سعيد گفت: پس براي آنكه تعداد داده هاي بعد از ميانه با تعداد داده هاي قبل از ميانه برابر باشد، بايد 
عددی بين 1/3 و 1/5 ميليون انتخاب کنيم. آيا فرقی نمی کند چه عددی را انتخاب کنيم؟ 

دبير گفت: نه فرقی نمی کند ولی در اين صورت، ميانه به طور دقيق مشخص نخواهد بود. براي هماهنگي، 
طبق قرارداد، ميانگين اين دو عدد را به عنوان ميانه انتخاب می کنند. 

سعيد گفت: پس، ميانه 1/4 ميليون است.

گفتگو



138

مثال 5
مصرفشیر01خانوادۀ4نفرهدریكماهبرحسبلیتربهصورتزیراست:

1541،5،4،8،11،31،3،01،5،

=میانه +8 10
2

9= برايپیداکردنمیانه،ابتدادادههایمسئلهرامرتبمیکنیم.

مثال 6
تعدادنانمصرفي7خانوادهدریكهفتهبهصورتزیراست:

158،31،31،41،01،41،

میانۀمصرفاینخانوادههابرابربا31است.

مثال 7

دریكمطالعه،5دادهبهدستآمدهاست.اگر6،21،21و41چهارتاازایندادههاباشند،دادۀ
پنجمرابهگونهايپیداکنیدکهمیانگینومیانۀایندادههاباهمبرابرباشند.

چون5دادهداریم،میانهدرجایگاهسومقراردارد.پسفرقينميکندکهدادهموردنظراز6کوچكتر،یا
بین6و21،یابین21و41ویااز41بزرگترباشد؛درهرصورت،میانه21خواهدبود.فرضبرابري
میانهومیانگیننشانميدهدکهمیانگینهمبرابربا21است.پسمجموع5دادهباید06=21×5

60باشد.یعنيدادۀپنجمبرابراستبا:61=)6+21+21+41(-


2تعدادروزهایمسافرتچندخانوادهبهصورتمقابلاست.8،3،6،4،3،7،5، 1

میانهایندادههارابنویسید.
اگرتعداددادهبدونتكرارو..................)فرد/زوج(باشد،میانهدردادههاقرارندارد. 2

دادههایزیرتعدادشرکتکنندگانشهرهايمختلفرادریكمسابقهنشانميدهدومیانۀ 3
دادههاعدد71است.دردایرهومربعچهاعداديميتوانندقراربگیرند؟چرا؟

11،51،41،31،31،21، ، 02،02،91،91،81،

کار در کلاس3
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مثاليبزنیدکهمیانهدربیندادههانباشدومثاليبزنیدکهمیانهدربیندادههاباشد. 1

اگرهمۀدادهها2برابرشوند،میانهچهتغییريميکند؟ 2

درجلسههايتمرینپرتابنیزه،دوورزشكار،پرتابهایمختلفیانجامدادهاند.مسافت 3
پرتابشدهتوسطآنهابرحسبمتربهصورتزیراست:

07،07،55،66،85،96،66،17،36،27،06،56،07:ورزشكاراول
07،86،95،85،86،56،17،56،27،07،06،57:ورزشكاردوم

میانهپرتابدوورزشكارراباهممقایسهکنید.توضیحدهیددراینمسئله،میانهچهچیزيرا
نشانميدهد.عملكردکدامیكرابهترارزیابیمیکنید؟

دادههایمقابلرادرنظربگیرید:8،5،3 4
الف(میانگینومیانۀایندادههاراحسابکنید.

ب(دردادههابهجایعدد8،عدد09رابنویسیدومجدداًمیانگینومیانهراحسابکنید.
باتوجهبهتغییراتانجامشدهدرقسمت»ب«،بهسؤالهايزیرپاسخدهید.

پ(باتغییریكیازدادهها)میانه/میانگین(هموارهتغییرمییابد.
ت(میانهبهکوچكیوبزرگیدادههایقبلوبعدازخودبستگی)دارد/ندارد(.

میانهنمراتدانشآموزانیكکلاس52نفری،برابر71است.میانهچهاطلاعاتیدرباره 5
نمرههایکلاسبهشمامیدهد؟


میانۀنمراتریاضیدردوکلاس،71و21است.وضعیتنمراتدوکلاسراتوصیفکنید. 6

میانگین5دادهبرابربا71ومیانۀآنها41است.5عددمثالبزنیدکهاینشرایطراداشته 7
باشند.اینمسئلهچندجوابميتواندداشتهباشد؟

مسائل
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نمودار جعبه ای

در هنرستانی دو کلاس 16 نفری به نام های »تلاش« و »کوشش« بود که بين آنها آزمون هماهنگ درس 
ارائه در جلسۀ دبيران آماده  رياضی برگزار شد. دبيران اين دو کلاس نتايج کار هنرجويان خود را برای 
کردند. روز جلسه، مدير از دبيران خواست نتايج اين آزمون را گزارش کنند تا عملكردکلاس ها مشخص 

شوند. دبيران اين دو کلاس، فهرست نمرات را به همراه ميانگين و ميانۀ نمرات به شكل زير ارائه کردند:

کلاس تلاش: ميانگين16  و  ميانه  14/5               کلاس کوشش: ميانگين 15 و ميانه 16

      کلاس کوشش

نمرۀ هنرجويان

10
17
12
15
20
10
17
17
10
10
15
19
17
12
19
20

           کلاس تلاش

نمرۀ هنرجويان

18
14/5
18
14
19
9
14
19/5
14/5
19
18
14
13
14
14
19/5

مديرگفت: درك عملكرد هنرجويان از طريق اين فهرست دشوار است، بهتر است نموداری رسم شود تا 
درك بهتري داشته باشيم.

يكی از دبيرانی که آمار درس مي داد گفت: بهتر است از نمودار جعبه ای استفاده کنيم. 
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شماباانجامفعالیتزیرمیتوانیدبامفهومنمودارجعبهایوکاربردهایآنآشناشوید.

نمرههایمرتبشدۀدرسریاضیکلاس»کوشش«بهصورتزیراست.
1002،02،91،91،71،71،71،71،51،51،21،21،01،01،01،

میانۀنمرههارابانقطهايبهنامMرویخطچینزیرمشخصکنید. 1
.......................................................................................................................

برایاعدادقبلازمیانه،دوبارهمیانهراپیداکنیدوآنرارویخطچینبانقطۀCمشخص 2
کنیدهمچنینبرایاعدادبعدازمیانه،دوبارهمیانهراپیداکنیدوآنرارویخطچینبانقطۀ

Dمشخصکنید.
.......................................................................................................................

3کمتریننمرهرابانقطۀAوبیشتریننمرهرابانقطۀBرویخطچینمشخصکنید.
.......................................................................................................................

4مستطیلیرسمکنیدکهنقاطCوDرویعرضهایاینمستطیل)جعبه(قرارگیرند.
پارهخطیازAبهCوپارهخطیازBبهDوصلکنید.درصدتعدادنمراتدانشآموزاندر

هربازهراپیداکردهودرجدولزیرراکاملکنید.

Dبازه نمراتقبلازCبینCوDقبلازDبعداز

درصد تعداد نمرات هنرجويان

درفعالیت)5(،میانه1برابر61است،یعنی61=M.میانۀاعدادقبلازMبرابر11است،یعنی11=C.
کلنمراتاست؛بههمیندلیلآنراچارك اولمینامندوبا1Q2نشان

 
1
4
تعدادنمرههايقبلازC،

میدهند.تعدادنمرههايبعداز1Q،سهبرابرتعدادنمراتقبلازآناست.میانۀاعدادبعدازMبرابر
تعدادکلنمرههااست؛بههمیندلیلآن 3

4
 ،D81است،یعنی81=D.تعدادنمرههایقبلاز

راچارك سوممیگویندوبا3Qنشانمیدهند.تعدادنمرههايقبلاز3Qسهبرابرتعدادنمرههاي

1ـMحرفاولکلمهnaideMبهمعنیمیانهاست.
2ـQحرفاولکلمهelitrauQبهمعنیچاركاست.

فعالیت 5

11 12 13 14 15 16 17 18 19 206 7 8 9 10
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بعدازآناست.تعدادنمرههايبین1Qو3Q،یعنیآنهاییکهدرونجعبهقراردارند،تقریباً05
درصدتعدادکلنمرههااست.

مثال 8
نمودارجعبهايزیررادرنظربگیرید.

درایننمودارمیانهبرابربا7است.نزدیكتربودنمیانهبهچاركاول)6(،نسبتبهچاركسوم)9(
نشانميدهدتمرکزدادههادرسمتچپمیانهبیشترازسمتراستمیانهاست)زیراتعداددادهها
درهردوطرفبرابراستوليدرسمتچپ،25درصددادههابین6و7است.درصورتيکهدر
سمتراست،25درصددادههابین7تا9است(.بههمینترتیببلندتربودندنبالۀسمتچپ
نسبتبهدنبالۀسمتراستنشانميدهدکهپراکندگيدادههادرسمتچپبیشترازپراکندگي

دادههادرسمتراستاست.

مثال 9
پلیسراهور،دریكشهر،آمارتصادفاتنوروزراازچهارروزقبلازتعطیلاتطی02روزبهصورت

زیرگزارشکردهاست:
1754،22،33،82،01،51،11،31،21،7،81،41،02،62،9،8،61،42،8،

نمودارجعبهایرابرایایندادههارسممیکنیم.
ابتدادادههاراازکوچكبهبزرگمرتبمیکنیم.

7،54،33،82،62،42،22،02،81،71،61،51،41،31،21،11،01،9،8،8

 

+10+1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8 +90

بيشترين داده
چارك اولميانهچارك سوم

کمترين داده

10 11 16 18 20

Q1
Q3M
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کمتریندادهبرابر7وبیشتریندادهبرابر54است،پسدامنۀتغییراتدادههابرابربا83است.
میانه5/51=Mوچاركاول5/01=1Qوچاركسوم32=3Qاست.

میانه5/51=Mاست.اینعددنشانمیدهدکهتقریباً05درصدازاینروزها،تعدادتصادفهای
روزانهبیشتریامساوی61است)تعدادتصادفهاعددطبیعیاست(.

چاركاول،5/01=1Qنشانمیدهدکهتقریباً52درصدازاینروزها،تعدادتصادفهایروزانه
کمتریامساوی01است.

چاركسوم،32=3Qنشانمیدهدکهتقریباً57درصدازاینروزها،تعدادتصادفهایروزانهکمتر
یامساوی32است.

هریكازدودنبالهرسمشدهدردوطرفجعبهنشاندهندۀتقریبا%52دادههااستوبلندتربودن
دنبالۀسمتراستنشانمیدهدپراکندگیتعدادتصادفهادراینقسمتبیشتراست.دراینمثال
تقریباً%52ازدادههااز7تا5/01است.همچنیننزدیكبودنMبه1Qنشانمیدهدپراکندگی

تعدادتصادفهابینآنهاکمترازپراکندگیتعدادتصادفهایبینMتا3Qاست.
درنمودارجعبهای،تقریباً05درصددادههادرونجعبهقرارمیگیرند.اگرMدروسطجعبهقرار
داشتهباشد،نشانمیدهدپراکندگیدادههااز1QتاMهمانندپراکندگیازMتا3Qاست.هر
چقدرMازوسطجعبهبه3Qنزدیكترشودپراکندگیبینآندوکمترازپراکندگیبین1Qتا

Mخواهدشد.

مثال 10
نمودارزیرعملكردسهکلاسB،AوCرادرامتحانریاضينشانميدهد.

 

 

 

201510

A کلاس

B کلاس

C کلاس

 

 

 

201510

 

452315/510/57

Q1 Q3M
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 ایننمودارنشانميدهدکهنیميازهنرجویانکلاسCاز%57هنرجویانکلاسBعملكردبهتري
داشتهاند.همههنرجویانکلاسAوهمۀهنرجویانکلاسCاز%52هنرجویانکلاسBعملكرد
بهتريداشتهاند.تقریباًنمرهنیميازهنرجویانکلاسBبیشتریامساوي61است.درحاليکه
نمرهنیميازهنرجویانکلاسCبیشتریامساوي5/71است.گرچهکمتریننمرهدرکلاسAبا
کمتریننمرهدرکلاسCبرابراست،ولينمرۀنیميازهنرجویانکلاسCبیشترازنمرۀنیمياز

Aهنرجویانکلاس است.

1میزانبارندگی)برحسبمیليمتر(دریكشهرطی51روزبهصورتزیرگزارششده
است:

2،0،5،1،9،0،21،51،52،5،0،8،2،3،61
الف(چاركاول،میانهوچاركسومچهاعدادیهستند؟

.......................................................................................................................

ب(تقریباًچنددرصددادههابین1Qو3Qقراردارند؟
پ(نمودارجعبهایدادههارارسموآنراتفسیرکنید.

2یكشرکتبیمهمیخواهدبررسیهاییرابرایپرداختهزینههایبستریبیماراندچار
حملۀقلبیانجامدهد.بعدازآنكهمدتبستریشدن)برحسبروز(تعدادیبیمارپساز
حملهقلبیدریكبیمارستانمشخصشدنمودارجعبهایآنرابهصورتزیررسمکردهاند:

 

1812867

الف(میانۀدادههاچنداست؟
ب(چاركاولچنداست؟چنددرصددادههاقبلازآنوچنددرصدبعدازآنقراردارند؟

پ(مقدار3Qچنداست؟اینعددنشاندهندۀچیست؟
ت(چنددرصددادههادرونجعبهقراردارند؟

ث(بلندتربودندنبالۀسمتراستجعبهنشاندهندۀچیست؟
نمودارجعبهایفهرستنمراتکلاسهایتلاشوکوشش)درابتدایاینبخش(رارسم 3

کنید.سپسبامقایسۀایننمودارها،بهنظرشماکدامکلاسعملكردبهتریدارد؟چرا؟
.......................................................................................................................

کار در کلاس4
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نمودارجعبهاینمرههایزبانانگلیسیدریكکلاسبهصورتزیراست: 1 مسائل

 

70 80 90 100605040

الف(میانهبرابرچهعددیاست؟
ب(فاصلهبین1Qو3Qچقدراست؟

پ(چنددرصدازنمرههاقبلاز3Qقراردارند؟
نمودارهایزیرعملكرددوکلاسرادردرسعربینشانمیدهد. 2

10 15 2050

الف(درکدامکلاس،نمرۀدانشآموزانپراکندگیکمتریدارد؟
ب(نیمیازدانشآموزانکلاس1،نمرهشانبیشترازچنداست؟

پ(کدامکلاسعملكردبهتریدارد؟چرا؟
ت(آیامیتوانگفت57درصددانشآموزانکلاس1ازهمۀدانشآموزانکلاس2بهترعمل

کردهاند؟

3دریكتیموالیبال،کوتاهترینقد861وبلندترینقد302سانتیمترومیانهبرابر
481سانتیمتراست.اگرفاصلۀبین3Qو1Qبرابر11باشد،آیامیتواننمودارجعبهای

قدافراداینتیمرارسمکرد؟

غلظتقندخون21نفر)برحسب3-md Mm(،03دقیقهپسازمصرفغذااندازهگیری 4
شدهاست.نتایجبهدستآمدهبهشرحزیراست.

3/72/48/39/36/41/5
3/98/30/47/42/50/4

الف(میانهوچاركهایاولوسومراپیداکنید.

کلاس 1

کلاس 2
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ب(اگرغلظتقندخونشما،03دقیقهپسازمصرفغذا1/4باشد،وضعیتخودرانسبت
بهاینافرادتوصیفکنید.

5سجاددررشتهکشاورزیتحصیلمیکرد.اوتنوعتعدادنخودهایموجوددرغلافهارا
بررسیکرد.تعدادنخودهایموجوددر71غلافبهشرحزیراست.

4،5،8،21،01،4،3،11،5،6،5،9،8،7،01،9،7

نمودارجعبهایایندادههارارسموتفسیرکنید.
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