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‰U?Š —œ v?ł—U?š ÈU?¼Ëd?O?  U?Ð t?� b?¹¬Åv� œułË tÐ vKš«œ ÈU¼ËdO  tÐ ÂuÝu� v¹U¼ËdO 

Æb uýÅv� V³Ý «— rBł qJýdOOGð t� XÝ« vKš«œ ÈU¼ËdO  sOL¼ Ë b «Å‰œUFð

d?Ð v?K?š«œ ÈËd?O?  r?O?B?Ið qKUŠ vMF¹ lDI� d¼ dÐ dŁR� vKš«œ ÈU¼ËdO   bý

«— Ê¬ bM� dŁ« ̀ DÝ dÐ ÈœuLŽ X2UŠ tÐ gMð dÖ« ÆœuýÅv� ÁbO�U  gMð ÂU  tÐ lDI� ̀ DÝ

® ÈœuLŽ gMðσ©® výdÐ gMð ÂU  tÐ ¨bM� qLŽ Ê¬ dÐ ”UL� t� v²2UŠ —œ Ë τ©Áb «uš 

—œ Ë È—U?A?� g?M?ð «— Ê¬ ¨œu?ý rBł ÊœdA� r¼ tÐ V³Ý ÈœuLŽ gMð dÖ« ÆœuýÅv�

v?ýd?Ð g?M?ð Æb?M¹uÖÅv� vAA� gMð «— Ê¬ ¨œuý Ê¬  UFD< Êbý«bł YŽUÐ t� v²2UŠ

ÆœuýÅv� v2ULŽ« gMð œ«b²�« —œ Êbý Áb¹dÐ V³Ý

d?Ö« Æb?¼œÅv?� q?JýdOOGð ¨œdOÖ —«d< gMð dOŁQð X×ð t�ÅvLBł ¨d~¹œ ÈuÝ “«

 rBł tO2Ë« ‰uÞlÁ“«b « tÐ Ê¬ ‰uÞ ¨X�dÖ —«d< gMð dOŁQð X×ð tJM¹« “« fÄ Ë býUÐ 

∆ l X?³?B?  n?¹dFð o³Þ ¨© ÊbýbMKÐ U¹ ÁUðu� “« rŽ«® bM� dOOGð ε =
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 Ê¬ v2uÞ g−Mð ̈ rOAJÐ ‘—u×� œ«b²�« —œ «—ÅvLBł dÖ« ÆbM¹uÖÅv� g−Mð U¹ v³B ε

d?Ö« Æœu?ýÅv?� ÁU?ðu?� œu?š —u×� dÐ œuLŽ œ«b²�« —œ rBł ‰UŠ sOŽ —œ Ë œuÐ b¼«uš

  UÐ «— v{dŽ g−Mð′ε n¹dFð o³Þ ¨rO¼œ ÊUA  

  
ν =

′ε
ε oÆbM¹uÖÅv� ÊuÝ«uÄ X³B  «— 

¨r?O?M?� r?Ý— «— t?K?KU?Š g?−?M?ð tÐ X³B  Ábý ‰ULŽ« gMð  «dOOGð vM×M� dÖ«

≤‡‡ Stress ≥‡‡ Strain

±Ê«—UJL¼ ÆXÝ« Ábý Áœ—Ë¬ bM�Åt<öŽ ÊU¹ułdM¼ vLKŽ  UŽöÞ« qOLJð È«dÐ Ë XBO  vÝ—œ t�U dÐ §eł qB� s¹« ‡‡

ÆbM¹U/ ÊUOÐ ”ö� —œ «— ”—œ “« vðUOK� ÊU¹ułdM¼ rN� Ë „—œ UÐ VÝUM²� bM «uðÅv� Âd²×�
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¨b?ýU?Ð r?O?I?²?B� jš qJý tÐ  «dOOGð s¹« dÖ« ÆœuýÅv� qKUŠ g−MðÅÅ‡‡ gMð vM×M�

p?O?²Ýô« «— qJýdOOGð
±

«— g?M?ð d?Ö« t?� XÝ« Ê¬ vMF� tÐ d�« s¹« ÆbM¹uÖÅv� ÊUBA� U¹ 

Æb U�ÅvL  v<UÐ Ê¬ —œ g−Mð U¹ qJýdOOGð Ë œœdÖÅv�dÐ œuš tO2Ë« X2UŠ tÐ rBł ̈ rOM� ·cŠ

XBO  pO²Ýô« d~¹œ tKKUŠ qJýdOOGð ̈ œuý d²AOÐ bŠ s¹« “« v2ULŽ« gMð dÖ«

q?J?ýd?O?O?G?ð «— t?K?Šd?� s¹« Æb U�Åv� v<UÐ rBł —œ Ê¬ “« vA+Ð eO  gMð ·cŠ UÐ vMF¹
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≤

X?�ËUI� ¨bM� qL×ð b «uðÅv� rBł t� «— vAMð d¦�«bŠ ÆbM¹uÖÅv� ÊUB�u� U¹ 

ÆbMJýÅv� rBł ¨bM� “ËU−ð r¼ bŠ s¹« “« dŁR� gMð dÖ« Ë bM¹uÖÅv� Ê¬ v¹UN 

Âu?Ýu?� v?¹U?N?A?M?ð ¨sO�“ ‚ULŽ« —œ œułu� v~MÝ ÈU¼ÅÁœuð —œ ¨vK� X2UŠ —œ
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≥

vJO u²Jð ÈUN²O2UF� Ë  UI³Þ Ê“Ë ̈ UłdÐ ÈUNAMð vKK« q�UŽ ÆbMM�Åv� dŁ« 

r?¼ t?Ð œu?łu?� ÈU?N?A?M?ð X?O?F{Ë ¨d~¹œ  U¹dHŠ U¹ q uð À«bŠ« “« fÄ ÆXÝ« tIDM�

X?O?F?{Ë U?Ð t� bM�Åv� «bOÄ Èb¹bł g¹«—¬ ¨ÁdHŠ ·«dÞ« —œ gMð XOF{Ë Ë œ—ušÅv�

v¹UI2« ÈUNAMð «— q uð dHŠ dŁ« —œ tKKUŠ ÈUNAMð ÆXÝ«  ËUH²� Ê¬ tO2Ë«
¥

ÆbM¹uÖÅv� 

v?Š«d?Þ v?K?K« ÈU?Nð—Ëd{ tKLł “« ¨v¹UI2« Ë UłdÐ ÈUNAMð XOF{Ë “« v¼UÖ¬

ÈUNAMð Á“«b « XÝ« sJL� ̈ œ—«u� È—UOBÐ —œ «d¹“ XÝ« vMO�“d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÝ d¹UÝ Ë q uð

t?� œ—«œ ÊU?J?�« ¨œu?A?  Ê¬ È«dÐ ÈdJ� dÖ« Ë bM� “ËU−ð @MÝ X�ËUI� bŠ “« ¨v¹UI2«

ÆbýUÐ t²ý«œ vÄ—œ «— Á“UÝ vÐ«dš

t?K?KU?� Uð jI� ¨UłdÐ ÈUNAMð XOF{Ë —œ ‘UA²ž« vMF¹ d�« s¹« t� XÝ« `{«Ë

¨Ê¬ È«—ËU� —œ Ë bM¹uÖÅv� dOŁQð ŸUFý «— tKKU� s¹« t� œ—«œ t�«œ« ÁdHŠ —u×� “« vMOF�

Ë qJý dÐ ÁËöŽ t� Xý«œ tłuð b¹UÐ Æb U�Åv� v<UÐ Áœ—u+  XÝœ ÊUMâL¼ UNAMð XOF{Ë

—œ® lDI� nK²+� È«eł« dHŠ ÈbMÐ tKŠd� sOMâL¼ Ë Ê¬ dHŠ XŽdÝ Ë ÁuOý ̈ ÁdHŠ œUFÐ«

b «dŁR� v¹UI2« ÈUNAMð g¹«—¬ —œ eO  ©œuýÅv� dHŠ tKŠd� bMÇ —œ ÁdHŠ lDI� t� Èœ—«u�

ÆbýUÐ t²ý«œ vÄ—œ «— È—«b¹UÄU  s¹d²L� t� œuý vŠ«dÞ È«Åt uÖ tÐ b¹UÐ È—UHŠ r²BOÝ Ë

Áœu?ð t?O?I?Ð “« «e−� ¨qOD²B� VFJ� qJý tÐ «— @MÝ Áœuð p¹ “« vA+Ð dÖ«

d?Ł« v?ýd?Ð gMðÅr¼ Ë ÈœuLŽ gMð r¼ Ê¬ ÕuDÝ dÐ vK� X2UŠ —œ ¨r¹dOÖ dE —œ @MÝ

 qJý® bMM�Åv�µÅÅ‡‡ÅÅ±dÐ t� œuý tOłuð @MÝ Áœuð qš«œ —œ È«Åt uÖ tÐ tFD< s¹« dÖ« Æ©

ÂU  tÐ «— ÈœuLŽ ÈUNAMð s¹«  —uK s¹« —œ ¨bM� dŁ« ÈœuLŽ ÈUNAMð jI� Ê¬ ÕuDÝ

±‡‡ Elastic ≤‡‡ Plastic
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ÕuDÝ ÂU  tÐ ¨X2UŠ s¹« —œ qOD²B� VFJ� ÕuDÝ œ«b²�« Ë bM «ušÅv� vKK« ÈUNAMð

 UÐ «— vKK« ÈUNAMð Æb uýÅv� Áb «uš vKK«
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σ 2

 Ë 
  
σ

3
VOðdð tÐ t� bM¼œÅv� ÊUA  

Æb —«œ ÂU  rLOMO� Ë jÝu²� ¨rL¹e�U� vKK« ÈUNAMð

µ‡‡ÅÅ≤UłdÐ ÈUNAMð ‡‡

a?¹—U?ð Ë X?O?F?{Ë ¨v?~?M?Ý ÈU?¼ÅÁœu?ð d?Ð d?ŁR?� ÈU?łd?Ð ÈU?N?A?M?ð v?K?K« Q?AM�

ÈU¼ÅÁœuð ÊbýœdÝ ̈ È“U²ÝËe¹« ̈ g¹UÝd� ÊuâL¼ vK�«uŽ t²³2« ÆXÝ« Ê¬ v²šUMýÅÅÅsO�“

@?M?Ý o?L?Ž ¨q?�«u?Ž s?¹« s?O?Ð —œ Æb —«œ gI  œ—u� s¹« —œ eO  Á—UÐËœ —uK³ð Ë »«c�

«— vKK« gI  ¨È—U²šUÝ XOF{Ë Ë ¨sO�“ v�«dÖuÄuð XOF{Ë ¨sO�“ `DÝ tÐ X³B 

Èd?~?¹œ q?�«u?Ž t?K?L?ł “« e?O  v~MÝ ÈU¼ÅÁœuð —œ U¼Åv~²ÝuOÄU  œułË Æb —«œ ÁbNŽ tÐ

j¹«dý ÊœuÐ  ËUH²� XKŽ tÐ t� UBÐ tÇ Ë œ—«œ gI  UłdÐ ÈUNAMð g¹«—¬ —œ t� XÝ«

vK� tÐ UłdÐ ÈUNAMð XOF{Ë ̈ b —«œ —«d< v UBJ¹ oLŽ —œ t� v~MÝ Áœuð Ëœ È—U²šUÝ

ÆbýUÐ  ËUH²�

ÁU~²Ýœ p¹ tÐ X³B  «d ¬ ÈU¼ÅtH2R� Ê«uðÅv� ̈ UłdÐ ÈUNAMð XOF{Ë tOłuð È«dÐ

Ê«u?ðÅv?� ¨U?¼Åt?H?2R?� s?¹« Êœu?Ð Âu?K?F?� UÐ Æœd� h+A� ÈbFÐ tÝ  UB²+� ÈU¼—u×�

 qJý® XšUÝ h+A� eO  «— UłdÐ vKK« ÈUNAMðµ‡‡ÅÅ±Æ©

µ‡‡ÅÅ≤‡‡±∫UłdÐ ÈUNAMð È—u¾ð d¹œUI
 ‡‡

∫r?zU?� ÈUNAMð ‡‡ n�«ÈU?N?~?M?Ý Ê“Ë ¨r?zU< ÈUNAMð vKK« q�UŽ t� U− ¬ “« 

∫œd� vMOÐÅgOÄ d¹“ tDÐ«— “« Ê«uðÅv� «— UNAMð s¹« d¹œUI� «c2 XÝ« ©Á—UÐË—® v¹Ë—

®µ‡‡ÅÅÅ±©σ z = γ Z

 qJýµ‡‡ÅÅÅ± UłdÐ ÈUNAMð tOłuð ‡‡]Å±∞Å[



≥π

 Ê¬ —œ t�γ Ë @MÝ ’uB+� Ê“Ë ZÊ«uMŽÅtÐ ÆXÝ« sO�“ `DÝ tÐ X³B  Ê¬ oLŽ 

 o?L?Ž —œ v?~?MÝ Áœuð p¹ dÖ« ‰U¦�±∞∞∞’u?B?+?� Ê“Ë Ë b?ýUÐ l<«Ë sO�“ Èd²� 

 «d ¬ Á—UÐË— ÈUN~MÝ jÝu²�
  
2 / 7 t m3

  ‰œUF� rzU< ÈUNAMð Á“«b « ̈ rOM� ÷d�MPaÅÅÅ≤∑

® œuÐ b¼«ušMPaÆ© XÝ« ‰UJÝUÄ ÊuOKO� p¹ U¹ Ë ‰UJÝUÄU~� vMF� tÐ 

t� XÝ« Ê¬ d~ UA  ̈ Ábý ÂU− « rzU< ÈUNAMð ÈdOÖ Á“«b « œ—u�—œ t� v¹UNOÝ—dÐ

 tDÐ«—µ‡‡±qJý® b¼œ XÝœ tÐ «— rzU< ÈUNAMð “« vF<«Ë sOL+ð XÝ« —œU< vÐuš tÐ 

µ‡‡≤nK²+� ◊UI  —œ t� XÝ« v¹U¼ÅÈdOÖÅÁ“«b « t−O²  ¨nK²+� ◊UI  ¨qJý s¹« —œ Æ©

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ‘“«dÐ UN ¬ dÐ ¨jš s¹d²NÐ Ë t²�dÖ ÂU− « UO œ

sO�“ ̀ DÝ Á—«uL¼ s¹«dÐUMÐ ̈ bM�ÅvL  dŁ« výdÐ ÈUNAMð sO�“ ̀ DÝ dÐ t� U− ¬ “«

œu?L?Ž Ê¬ d?Ð vKK« ÈUNAMð “« vJ¹ t� X�dÖ dE  —œ vKK« `DÝ Ê«uMŽÅtÐ Ê«uðÅv� «—

rzU< UłdÐ vKK« ÈUNAMð “« vJ¹ ¨r� ‚ULŽ« —œ ¨vI�« ÈUNMO�“ —œ ¨VOðdðÅs¹bÐ ÆXÝ«

ôuLF� ÆbM²B¼ vI�« d~¹œ vKK« gMð ËÎUNAMð s¹« ¨œ—«u� s¹« —œ t� XÝ« Ê¬dÐ ÷d� 

 qJýµ‡‡ÅÅÅ≤ oLŽ tÐ X³1
 UłdÐ rzU3 gMð  «dOOGð ‡‡]ÅπÅ[
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 qJý® bM²B¼ eO  UłdÐ r¹U< Ë vI�« ÈUNAMð ‰UŠ sOŽÅÅ—œµ‡‡ÅÅ≥Æ©n2« ‡‡

©»®

©nA«®

 qJýµ‡‡ÅÅÅ≥ UłdÐ ÈUNAMð —œ v�«dÖuÄuð gI
 ‡‡]Å±¥Å[

÷d?�  ôu?N?−?� —«b?I?� g?¼U?� Ë V?K?D?� Êbý dðÅÁœUÝ È«dÐ t�  UO{d� s¹«

ÆXÝ« Áœ«œ XÝœ tÐ v2u³< qÐU< Z¹U²  eO  qLŽ—œ ¨œuýÅv�

r?zU< ÷d� ¨U¼ÅÁ—œ tM�«œ  ö¦� ¨vI�«dOž ÈUNMO�“ œ—u� —œ t� Xý«œ tłuð b¹UÐ

 q?Jý® XBO  `O×K ¨vKK« ÈUNAMð “« vJ¹ ÊœuÐµ‡‡ÅÅ≥Êu?Ç ¨œ—«u� s¹« —œ Æ©» ‡‡

`?D?Ý dÐ œuLŽ ¨vKK« ÈUNAMð “« vJ¹ «c2 XÝ« —«œÅVOý © vKK« `DÝ® sO�“ `DÝ

q?J?ý® b? —«œ —«d?< »—u?� X?2U?Š t?Ð d?~?¹œ v?K?K« g?M?ð ËœË XÝ« dHK ‰œUF� Ë Á—œ

µ‡‡ÅÅ≥eO  UNAMð s¹« ¨býUÐ ôUÐ XLÝ tÐ Ë »b×� Á—œ tM�«œ VOý t� Èœ—«u� —œ Æ©»ÅÅÅ‡‡

—«bI� ¨býUÐ ôUÐ tÐ Ë— Ë dFI� t� Èœ—«u�—œ U�« bMM�Åv� qO� dHK XLÝ tÐ Ë b «Å„b «

 œuýÅv� d²AOÐ UN ¬]Å±¥Å[ t?DÐ«— tÇdÖ Æµ‡‡ÅÅ±gMð —«bI� XÝ« —œU< œ—«u� È—UOBÐ—œ 

È—U?²?šU?Ý Áb?¹b?Ä Ë r?� U?N?~?M?Ý o?L?Ž d?Ö« U�« b¼œ XÝœ tÐ nK²+� ‚ULŽ« —œ «— rzU<

—œ rzU< gMð Á“«b « XÝ« sJL� ¨oLŽ ÊœuÐ XÐUŁ œułË UÐ ¨býUÐ t²ý«œ œułË eO ÅvLN�

 qJý —œ ‰U¦� Ê«uMŽÅtÐ ÆbM� dOOGð vI�« `DÝ p¹ nK²+� ◊UI µ‡‡ÅÅ¥ «dOOGð vM×M� ¨

 X³B 

σ
γ Z vI�« `DÝ Ëœ œ«b²�« —œ A ′A Ë B ′BÈ—uÞÅÅtÐ Ë XÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  

—œ ‰U¦� Ê«uMŽ tÐ ÆXBO  XÐUŁ X³B  s¹« ̈ f¹œËU  p¹ œułË XKŽ tÐ ̈ œuýÅv� Áb¹œ t�

 vI�« ̀ DÝ œ«b²�«A ′A œËbŠ “« rzU< gMð Á“«b « ̈∂∞ “« gOÐ bK—œ γ Zv2«uŠ —œ 



¥±

 œ«b?²�« —œ vK uð dÖ« ÆbM�Åv� dOOGð dHK v2«uŠ Uð f¹œËU  —u×�B ′B—œ ¨œuý dHŠ 

ÁœËb×� tÐ q uð v²<Ë tJ ¬ ‰UŠ œuÐ b¼«uš tł«u� gMð r� ÈUN~MÝ UÐ ¨qOý ÁœËb×�

Æbý b¼«uš ËdÐË— ¨b —«œ —«d< v¹ôUÐ ÈUNAMð X×ð t� v¹UN~MÝ UÐ ¨bÝdÐ @MÝ tÝU�

XNł Ë rzU< ÈUNAMð Ê«eO� XÝ« sJL� È—U²šUÝ ÈU¼ÅÁb¹bÄ œułË t� U− ¬ “«

ÈU?¼—U?²?šUÝ b¹UÐ ¨vMO�“d¹“ ÈU¼ÅÁ“UÝ À«bŠ« “« q³< «c2 b¼œ dOOGð «— vKK« ÈUNAMð

Æœd� v¹UÝUMý Ë vÝ—dÐ X<œ tÐ «— v²šUMý sO�“

∫vI�« ÈUNAMð ‡‡ »ÆX?BO  rzU< ÈUNAMð vÖœUÝÅtÐ UłdÐ vI�« ÈUNAMð sOOFð 

 ‰UÝ —œ±πµ≤¨t²OBO²Ýô« sO «u< ÈUM³� dÐ t� b œd� vFÝ  —Uâ¹— Ë v<«“dð ̈ ÈœöO� 

“« v³FJ� ÁUÖd¼ UN ¬  UF2UD� ”UÝ«dÐ Æb —Ë¬ XÝœÅtÐ «— vI�« Ë rzU< ÈUNAMð sOÐ tDÐ«—

 q?J?ý o?ÐUD� «— @MÝµ‡‡ÅÅ±¨r?O?M?� ÷d?� œd?~? U?BL¼ Ë f U−²� «d ¬ Ë r¹dOÖ dE Å—œ 

 bM¹¬Åv� XÝœÅtÐ d¹“ tDÐ«— “« vI�« ÈUNAMð]Å±≤ Ë ±≥Å[∫

®µ‡‡ÅÅÅ≤©σ x = σ y =
ν

1− ν σ z

 t?DÐ«— s¹« —œνÈU?N?~?M?Ý jÝu²� ÊuÝ«uÄ V¹d{ dÖ« ÆXÝ« ÊuÝ«uÄ X³B  

 qJýµ‡‡ÅÅÅ¥ rzU3 gMð —œ v²šUMý sO
“ ÈU¼—U²šUÝ gI
 ‡‡]Å±¥Å[



¥≤

 «— tIDM�≤µ[∞∫ Xý«œ rO¼«uš ¨rOM� ÷d� 

®µ‡‡ÅÅÅ≥©σ x = σ y =
σ z

3

“« t� tâ ¬ UÐ ¨UO œ ◊UI  “« È—UOBÐ —œ Ábý ÈdOÖÅÁ“«b « vI�« ÈUNAMð ¨qLŽ —œ

 tDÐ«—µ‡‡ÅÅ≤ U¹µ‡‡ÅÅ≥ÈœdÐ—U� Á“Ëd�« jÐ«Ë— s¹« Ë XBO  —UÖ“UÝ Ê«bMÇ ¨b¹¬Åv� XÝœÅtÐ 

∫Xýu  d¹“ qJý tÐ «— rzU< Ë vI�« ÈUNAMð sOÐ tDÐ«— b¹UÐ vK� X2UŠÅ—œ s¹«dÐUMÐ Æb —«b 

®µ‡‡ÅÅÅ¥©σ h = Kσ v

 t?DÐ«— s¹« —œσ h¨v?I?�« jÝu²� gMð σ v Ë r?zU?< jÝu²� gMðK  g?Mð X³B

ÆXÝ« jÝu²� rzU< gMð tÐ jÝu²� vI�«

 V?¹d{ sOOFð È«dÐK �s?¹« s?O?O?Fð È«dÐ ÆXÝ« t²�dÖ ÂU− « v «Ë«d� ÈUNAýu

U?N ¬ qKUŠ t� Ábý ÈdOÖÅÁ“«b « rzU< Ë vI�« ÈUNAMð ¨sO�“ nK²+� ◊UI  —œ ¨V¹d{

 qJý —œ È—«œuL   —uKÅÅtÐµÅ‡‡ÅµÆXÝ« Áb�¬ 

 “« d²L� ‚ULŽ« —œ ¨qJý oÐUD�µ∞∞r?zU< ÈUNAMð “« gOÐ vI�« ÈUNAMð ¨d²� 

 jÐ«Ë— ·öšdÐ® XÝ«µ‡‡ÅÅ≤ Ë µ‡‡ÅÅÅ≥ œËbŠ ‚ULŽ« —œ Æ©±∞∞∞ V¹d{ ¨d²� KXLÝÅtÐ 

U³¹dIð rzU< Ë vI�« ÈUNAMð ¨‚ULŽ« s¹« —œ s¹«dÐUMÐ Ë bM�Åv� qO� bŠ«ËÎs¹« Æb «ÅÈËUB�  

 ‰UÝ —œ gOÄ UNðb� “« d�«±π±≤rO¼ Êu U< Ê«uMŽ X×ð ÈœöO� 
±

Æbý t¹«—« ÈË jÝuð 

È«Åt uÖÅtÐ @MÝ dÐ dŁR� ÈUNAMð XOF{Ë ̈ v²šUMý sO�“ ÈU¼ÅÁ—Ëœ vÞ ̈ Êu U< s¹« oÐUD�

Æb uýÅv� dÐ«dÐ r¼ UÐ Ë bMÝ—Åv� ‰œUFð ‰UŠ tÐ rzU< Ë vI�« ÈUNAMð ¨‚ULŽ« —œ t� XÝ«

vÐuš Z¹U²  ÈdO+³ð ÈUN~MÝ vCFÐË @MÝ ‰Už“ dOE  nOF{ ÈUN~MÝ —œ rO¼ Êu U<

 “« gOÐ ‚ULŽ« —œ eO  UN~MÝ d¹UÝ œ—u� —œ t� bÝ—Åv�dE  tÐ Ë XÝ« Áœ«œ XÝœÅtÐ±∞∞∞

 býUÐ d³²F� ¨d²�]Å±∞Å[ qJý ÆµÅÅ‡‡ÅÅµ V¹d{ t� XÝ« Ê¬ d~ UA  ¨K—«d< È«ÅÁœËb×� —œ 

 bM�Åv� ÈËdOÄ d¹“ tDÐ«—“« t� œ—«œ]Å±∞Å[∫

®µÅÅÅ‡‡ÅÅµ©

100

Z
+ 0/ 3 < K <

1500

Z
+ 0/ 5

µ‡‡ÅÅ≤‡‡≤∫UłdÐ ÈUNAMð vKLŽ ÈdOÖÅÁ“«b
« ‡‡¨UłdÐ ÈUNAMð ÈdOÖÅÁ“«b « È«dÐ 

ÈU?N?ÐU?²� —œ qBH� —uÞÅtÐ t� œ—«œ œułË vðËUH²� ÈUNýË— ¨œułu�  U UJ�« tÐ t²BÐ

—U?B?²?š«ÅÅt?Ð «— U?N?ýË— s?¹« “« U?ð Ëœ d¹“ —œ ÆœdOÖÅv� —«d< Y×Ð œ—u� @MÝ pO UJ�

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ

±‡‡ Heim



¥≥

 ∫© X�UJý »¬® vJO�Ë—bO¼ X�UJý ‘Ë— ‡‡ n�«vJO2Ë—bO¼ X�UJý UÐ
±

¨

œ—Ë¬d?Ð U?¼Åt? U?L?Ö “« ÁœU?H²Ý« UÐ tłuð qÐU< ‚ULŽ« —œ «— @MÝ ÈUłdÐ ÈUNAMð Ê«uðÅv�

¨X?Ý« Áb?ý «e−� v¹U¼bMÐ«d−� UÐ t� t ULÖ “« vA+Ð qš«œ tÐ »¬ ¨‘Ë— s¹« —œ Æœd�

ÈU¼ÅÁ—«u¹œ dÐ dŁR� tO2Ë« È—UA� ÈUNAMð ¨»¬ —UA� g¹«e�«  «“«u� tÐ ÆœuýÅv� ˛UáLÄ

tÐ gMð Ê«eO� t� v²<Ë Æb¹¬Åv�—œ vAA� X2UŠ tÐ ◊UI  vCFÐ —œ Ë bÐU¹Åv� g¼U� t ULÖ

  
−T0

¨t?D?I?  s?¹« —œ t ULÖ sO¹UÄ —œ »¬ —UA� Ë b²�«Åv� ‚UHð« vÖœ—uš „dð ¨bÝ—Åv� 

  
Pc1 q?Jý® XÝ« µ‡‡ÅÅ∂‘d?²?B?Ö „dð s¹« ¨bÐU¹ t�«œ« t ULÖ qš«œ tÐ »¬ ˛UáLÄ dÖ« Æ©

 X?ÐU?Ł —«bI� Ê«eO� tÐ t ULÖ sO¹UÄ XLB< —œ —UA� X¹UN  —œ Ë bÐU¹Åv�Ps«— Ê¬ ÁUÖ t� 

ÆbM�Åv� X�«¨bM�U Åv� åœ«bB « —UA�ò

±‡‡ Hydraulic Fracturing

 qJýµÅÅ‡‡ÅÅÅµ V¹d{  «dOOGð ‡‡ÅÅK nK²K
 ◊UI
 —œ oLŽ tÐ X³1
 ]Å±∞Å[
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¥¥

U?N? ¬ Õd?ý t?� v?{U?¹— j?Ð«Ë— “« v?C?FÐ pL� tÐ Ë œ«bB « —UA� “« ÁœUH²Ý« UÐ

«— g?¹U?�“¬ ÁœËb?×?� —œ œu?łu?� ÈU?łd?Ð ÈU?NAMð Ê«uðÅv� ¨XBO  »U²� s¹« Ÿu{u�

Æœ—Ë¬ XÝœÅÅtÐ

X!ð pł ‘Ë— ‡‡ »
±

∫qš«œ —œ Ê«uðÅv� jI� «— vJO2Ë—bO¼ X�UJý ‘Ë— 

ö?¦?� ¨@?M?Ý —U� tN³ł dÖ« Æœd� «dł« U¼Åt ULÖÎ¨b?ýU?Ð v?Ýd?²Ýœ qÐU< q uð p¹ Á—«u¹œ 

s¹« —œ Æœd� œ—Ë¬dÐ X+ð pł s¾LD� Ë ÁœUÝ ‘Ë— “« ÁœUH²Ý« UÐ «— UłdÐ gMð Ê«uðÅv�

p?¹ Ë t?³2 “« Ábý È—UJýuł Èœôu� ‚—Ë Ëœ “« t� v²+ð vJO2Ë—bO¼ ÈUNJł ‘Ë—

s¹« UÐ Æb Ë—Åv� —U� tÐ ̈ b «ÅÁbý qOJAð UN ¬ v UO� ÈUC� tÐ sžË— œË—Ë È«dÐ —ušÅf¹dÖ

 ‰œU?F?� È—UA� tÐ Ê«uðÅv� ¨UNJł≥¥∞X?Ýœ d?²?A?O?Ð v?²Š U¹ lÐd� d²LO² UÝ dÐ ÂdÖuKO� 

—œ ©t? U?A? ® Èd?OÖÅÁ“«b « ◊UI  tŽuL−� bMÇ U¹ p¹ È—«d<dÐ ¨—U� v¹«b²Ð« tKŠd� ÆX�U¹

tKKU� ÆXÝ« @MÝ —U� tN³łÏôuLF� ◊UI  s¹« Î ±µUÐ b¹UÐ ‰UŠ d¼ tÐ v2Ë XÝ« d²LO² UÝ 

ÈU?N?−MÝ vÖbOA� ‰uÞ
≤

`?D?Ý d?Ð œu?LŽ ¨vIOLŽ ·UJý fáÝ ÆbM� XIÐUD� œułu� 

 q?J?ý® œu?ýÅv?� œU?−?¹« l?łd?� ◊UI  sOÐ —œ @MÝµ‡?‡ÅÅ∑«— o?O?L?Ž ·U?Jý s¹« Æ© » ‡‡

È«d?Ð Êu?K?ÐU?ý p?¹ Èd?O?Ö—U?� tÐ UÐ ¨Êe2UÇ pL� tÐ r¼ —ËU−� ÈUN2UÇ dHŠ UÐ Ê«uðÅv�

Á—« j?Ýuð U¹ Ë t²� X¹«b¼Ït?−?O²  —œ Æœd� œU−¹« vÝUL2« Ï@?M?Ý dÖ« ¨·UJý s¹« œU−¹« 

tKKU� ¨býUÐ l<«Ë ·UJý `DÝ dÐ œuLŽ È«ÅtO2Ë« ‘—UA� X×ðÏ “« ◊UI  sOÐ oO<œ 
  
d0

tÐ 

 qJý® bÐU¹Åv� g¼U� Èd²JÇu� d¹œUI�µ‡‡ÅÅ∑ÂuKF� @MÝ pO²Ýô« ÈUN²ÐUŁ dÖ«Æ© Ã ‡‡

 qJýµ‡‡ÅÅÅ∂ t
ULÖ qš«œ tÐ »¬ ˛UáLÄ ‰uÞ —œ ÊU
“ tÐ X³1
 —UA�  «dOOGð ‡‡ÅÅÅ]Å±¥Å[

±‡‡ Flat Jack ≤‡‡ Extensometer



¥µ

“« fÄ Æœd� t³ÝU×� ¨U¼Åt UA  v¹Uł tÐUł pL� tÐ Ê«uðÅv� «— tO2Ë« rzU< ÈUNAMð ¨býUÐ

ÈU?ł —œ ÊU?L?O?Ý »UžËœ UÐ «— Ê¬ Ë È“UÝUł ·UJý —œ «— X+ð pł ¨·UJý œU−¹«

t?O?2Ë« t?K?KU?� tÐ t UA  ◊UI  t� v²<Ë ÆbM¼œÅv� —«d< —UA� X×ð Ë bMM�Åv� rJ×� œušÏ

 ¨œuš
  
d0

 pł ÊË—œ —UA� ¨bM²AÖ“UÐ ®ÅPcp¹œe  pł `DÝ dÐ œuLŽ tO2Ë« gMð tÐ ©

s?OÐ vÝbM¼ ÈUNðËUHð Ë —UOý UÐ È“«u� tO2Ë« gMð dÞUš tÐ ¨È—u¾ð ÿU×2 “« ÆœuýÅv�

—œ `O×Bð s¹« U�« ÆXÝ« “UO  œ—u� `O×Bð V¹d{ p¹ ¨·UJý qš«œ Ë pł qš«œ

ÁœËb×� —œ ̈ œ—«u� d²AOÐÏœuý ÁœUH²Ý« v¹UN�UJý “« tâ UMÇ Ë ̈ œ—«œ —«d< ÊUMOLÞ« ÂbŽ 

Á—« UÐ t�ÏË r?� v?ýu?ÄÅr?A?Ç q?ÐU< bŠ —œ —u�c� `O×Bð —«bI� ¨b «ÅÁbý œU−¹« tÝUL2« 

 s?¹«dÐUMÐ ÆœuýÅv� pÇu�Pcj?Ýu?²� “« v2u³< qÐU< œ—Ë¬dÐ ¨pł ÊË—œ —UA� vMF¹ 

ÆXÝ« ·UJý `DÝ dÐ dŁR� tO2Ë« gMð

 qJýµ‡‡ÅÅÅ∑ XKð pł g¹U
“¬ ‡‡]Å±¥Å[

t³LKð

—Ëžs
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¥∂

t³ÝU×� È«dÐ tM¹e¼ r� Ë v³¹dIð ¨vK� výË— X�ð pł Êu�“¬ÏtH&R� p¹ ÏgMð 

t?K?O?ÝË s¹« ÆXÝ« gMð —u-.Uð “«Ïö?L?Ž Ë X?šUÝ Uł—œ Ê«uðÅv� «— gMð ÈdOÖÅÁ“«b.« Î

t?K?¾?-?� œu?š t?� È«Åt?²?J?. ªXÝ« v.bA. »«dšÏt?�U?.d?Ð U?¹ Èb?M?Ð—«e?Ð« —U� d¼ —œÅvLN� Ï

g?M?ð t?� X?Ý« Ê¬ ‘Ë— s?¹« r?N?� X?¹œËb?×?� Æb?¹¬Åv� —ULý tÐ vMO�“d¹“ ÈdOÖÅÁ“«b.«

tOŠU. —œ ¨Ábý ÈdOÖÅÁ“«b.«ÏÆœ—«œ —«dB ÈdOÖÅÁ“«b.« È«dÐ dE. œ—u� q.uð Áœ—uš r¼ tÐ 

µ‡‡ÅÅ≥UNK�uð —œ gMð ‡‡

d¼ U¹ q.uð ̈ œ—«œ —«dB UłdÐ ÈUNAMð dOŁQð X×ð t� v~MÝ Áœuð qš«œ —œ t� v²BË

¨q.uð s¹«  —ËU−� —œ UN~MÝ dÐ dŁR� gMð XOF{Ë ̈ œuý À«bŠ« d~¹œ vMO�“d¹“ ÁdHŠ

vAMð dÐ tDI. d¼ —œ b¹bł gMð XL-B Ã—Uš ÆbÐU¹Åv� Èb¹bł l¹“uð Ë œ—ušÅv� r¼ tÐ

gMð e�dLð ÂU. tÐ ¨Xý«œ œułË tDI. Ê¬ —œ q.uð À«bŠ« “« q³B t�
±

ÆœuýÅv� Áb.«uš 

Ë f?.U?−?²?� @?M?Ý Áœu?ð p?¹ q?š«œ —œ t?� r?O?M�Åv� ÷dU tK¾-� `¹dAð È«dÐ

 vIU« ÈUNAMð dOŁQð X×ð t� œd~.U-L¼σ h rzUB Ë σ vdHŠ vIU« t.ULÖ p¹ ¨œ—«œ —«dB 

dÐ œuLŽ X&UŠ tÐ «— v~MÝ Áœuð s¹« “«ÅvLzUB tB—Ë ¨UNAMð XOF{Ë vÝ—dÐ È«dÐ Æœuý

 qJý oÐUD� t.ULÖ —u×�µÅÅÅ‡‡Å∏Ær¹dOÖÅv� dE.Å—œ 

 qJýµÅÅ‡‡ÅÅÅ∏ vI�« t�ULÖ p¹ —œ vK�« ÈUNAMð XOF{Ë ‡‡ÅÅÅÅ]ÅπÅ[

±‡‡ Stress Concentration

v¹UI&« vK�« ÈUNAMð

U
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 È
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Mð

Uł—œ vI�« ÈUNAMð

vI�« t�ULÖ  

Uł—œ rzU* ÈUNAMð σ v

  
σ h2

  σ
h2



¥∑

 ÈUłdÐ ÈUNAMð ̈ t ULÖ À«bŠ« “« q³<σ v ̈
  
σ h1

 Ë 
  
σ h2

—œ Xš«uMJ¹ X2UŠ tÐ 

¨dE  œ—u� t ULÖ œU−¹« Ë UN~MÝ “« vA+Ð dHŠ “« fÄ Æb œuÐ Ábý l¹“uð ̈ Ábý œU¹ t<—Ë

t?Ð Ád?H?Š ·«d?Þ« —œ Èb?¹b?ł ÈU?N?A?M?ð Ë œ—ušÅv� r¼ tÐ t<—Ë s¹« —œ UNAMð XOF{Ë

 qJý oÐUD� «— t<—Ë “« vJÇu� ¡eł ÁUÖd¼ Æb¹¬Åv� œułËµÅÅ‡‡ÅÅ∏ÈUNAMð ̈ r¹dOÖ dE  —œ 

  Ê¬ dÐ dŁR� vKK«
  
σ 1

 ¨
  
σ 2

 Ë 
  
σ

3
ÆœuÐ b¼«uš 

dE  —œ vHM� «— vAA� ÈUNAMð Ë X³¦� «— È—UA� ÈUNAMð ̈ @MÝ pO UJ� —œ

 U?Ð «— v?K?K« g?M?ð s?¹d?²Ö—eÐ sOMâL¼ Æb dOÖÅv�
  
σ 1

 ®Ë © X?�ö?Ž s?²�dÖ dE  —œ ÊËbÐ

 UÐ «— UN ¬ s¹d²JÇu�
  
σ

3
ÆbM¼œÅv� ÊUA  

tÐ X³B  UN ¬ XOF{Ë U�« b «œuLŽ r¼ dÐ vÝ—dÐ œ—u�  eł dÐ dŁR� vKK« gMð tÝ

 q?Jý —œ d�« s¹« ÆbýUÐ q¹UL²� U¹ È“«u� XÝ« sJL� UłdÐ ÈUNAMðµ‡‡ÅÅπË Ábý `¹dAð 

Áb?ý Áœ«œ ÊU?A?  d?E?  œ—u� t ULÖ ·«dÞ« —œ UN~MÝ dÐ dŁR� vKK« ÈUNAMð XNł Ê¬ vÞ

® UłdÐ vI�« ÈUNAMð t� Ábý ÷d� U−M¹« —œ ÆXÝ«
  
σ h1

® UłdÐ rzU< ÈUNAMð dÐ«dÐ tÝ ©σ v©

 q?Jý —œ ÆbýUÐµ‡‡Åπ r?L?¹e?�U� gMð d~ UA  tIDM� d¼ —œ d²Ö—eÐ ◊uDš ¨
  
σ 1

◊u?Dš Ë 

 rLOMO� gMð d~ UA  ÁUðu�
  
σ

3
 jÝu²� gMð ̈ ’Uš ‰U¦� s¹« —œ ÆXÝ« 

  
σ 2

ÈUłdÐ gMð UÐ 

  
σ h2

 tÐ X³B  vKK« ÈUNAMð U�« XÝ« È“«u� 
  
σ h2

 Ë  σ vb —«œ »—u� X2UŠ ¨Æ

 qJýµ‡‡ÅÅÅπ ÆvI�« t
ULÖ p¹ ·«dÞ« —œ @MÝ Áœuð —œ vK]« ÈUNAMð XNł ‡‡—œ

XÝ« Ábý ÷d� rzU3 ÈUłdÐ ÈUNAMð dÐ«dÐ tÝ vI�« ÈUłdÐ ÈUNAMð œ—u
 s¹« ]ÅπÅ[



¥∏

¨v?M?O?�“d?¹“ ÈU?¼ÅÁd?H?Š À«b?Š« “« f?Ä g?Mð XOF{Ë g¹UL  ÈUNýË— “« vJ¹

ÈUNAMð dOB� “« œuBI� ÆXÝ« ÁdHŠ À«bŠ« “« bFÐ Ë q³< ̈ vKK« ÈUNAMð dOB� g¹UL 

ÆbMM�Åv� dŁ« Ê¬ œ«b²�« —œ vKK« ÈUNAMð t� XÝ« v{d� ◊uDš vKK«

Ë r?E?M?� ◊u?D?š  —u?K tÐ vKK« ÈUNAMð dOB� ¨vMO�“d¹“ Á“UÝ dHŠ “« q³<

Æb uýÅv� ‘UA²ž« —UÇœ ◊uDš s¹« ̈ q uð À«bŠ« “« fÄ U�« XÝ« r¼ dÐ œuLŽ È“«u�

 qJý —œµ‡‡ÅÅ±∞Ë f U−²� v~MÝ Áœuð p¹ —œ rLOMO� Ë rL¹e�U� vKK« ÈUNAMð dOB� 

—œ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  ¨œ—«œ —«d< È—u×�Åpð pO²Ýô« gMð X×ð t� œd~ UBL¼

Áœ«œ ÊUA  sOÇÅjš  —uK tÐ vKK« ÈUNAMð dOB� œ«b²�« Ëœ ¨qJý s¹« XÝ«— XLÝ

ÈU?N?A?Mð dOB� ¨q uð —u×� “« v�U� tKKU� —œ ¨œuýÅv� Áb¹œ t� È—uÞÅtÐ ÆXÝ« Ábý

·d×M� dOB� ̈ q uð vJ¹œe  —œ tJ ¬ ‰UŠ ̈ Áb U� v<UÐ Áœ—u+  XÝœ tO2Ë« X2UŠ tÐ vKK«

‰u?Þ U?Ð V?ÝU?M?²� rLOMO� Ë rL¹e�U� vKK« ÈUNAMð Á“«b « ¨◊uDš s¹« —œ ÆXÝ« Ábý

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  ¨U¼—«œdÐ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±∞È«ÅÅÁd¹«œ q
uð p¹ ·«dÞ« —œ rLOMO
 Ë rL¹eOU
 vK]« ÈUNAMð dO1
 XOF{Ë ‡‡

 œ—«œ —«d3 Á—u×
 p¹ gMð dOŁQð X×ð tO œd~
U1L¼ Ë f
U−²
 v~MÝ Áœuð —œ]Å±∞Å[



¥π

È“UÝÅÅtO³ý ̈ ‰UOÝ p¹ ÊU¹dł ◊uDš XOF{Ë UÐ Ê«uðÅv� «— vKK« ÈUNAMð dOB�

ÊU?¹d?ł ◊u?D?š ¨b?M?�Åv?� X?�dŠ Xš«uMJ¹ Ë Â«—¬ ÊU¹dł UÐ t� v2UOÝ qš«œ —œ Æœd�

œuýÅv� V³Ý ÊU¹dł X�dŠ dOB� —œ l U� p¹ œułË U�« b «År¼ È“«u� ◊uDš  —uKÅÅtÐ

Ê¬ “« —u³Ž “« fÄ Ë bM eÐ —Ëœ «— l U� Ë b uý Ã—Uš È“«u� X2UŠ “« ÊU¹dł ◊uDš t�

 qJý® b œdÖ “UÐ œuš tO2Ë« X2UŠ tÐ Á—UÐËœµ‡‡ÅÅ±±Æ©

 qJýµ‡‡±±r� »¬ XŽdÝ ̈ l U� XÝœ sO¹UÄ Ë XÝœ ôUÐ —œ t� XÝ« Ê¬ d~ UA  

X?O?F?{Ë œ—u?� —œ Æb uýÅv� g+Ä Ë b dOÖÅv� tKKU� r¼ “« ÊU¹dł ◊uDš Ë œuýÅv�

nIÝ vMF¹ oÞUM� s¹« —œ Ë XÝ« ‚œUK gOÐUL� vF{Ë sOMÇ eO  UNK uð ·«dÞ« —œ gMð

Ë p¹œe  r¼ tÐ ÊU¹dł ◊uDš ¨l U� ·dÞ Ëœ —œ ÆbM�Åv� dŁ« vAA� gMð ¨q uð n� Ë

ÆXÝ« UNK uð Á—«u¹œ —œ —UA� X×ð oÞUM� UÐ ‰œUF� t� b uýÅv� ÁœdA�

 qJýµ‡?‡±±U?³?¹d?I?ð tKKU� —œ t� b¼œÅv� ÊUA  eO  «— t²J  s¹« ÎŸU?Fý dÐ«dÐ tÝ 

U³¹dIð ÊU¹dł ◊uDš ¨l U�ÎUNK uð œ—u� —œ eO  d�« s¹« Ë bM¹¬Åv�Å—œ œuš tO2Ë« X2UŠ tÐ  

U³¹dIð tKKU� —œ vMF¹ XÝ« ‚œUKÅr¼Î¨@MÝ Áœuð —œ gMð XOF{Ë ̈ q uð ŸUFý dÐ«dÐ tÝ 

 XÝ« q uð À«bŠ« “« q³< Áœ—u+  XÝœ X2UŠ bM UL¼]Å±∞Å[Æ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±±  l
U
 p¹ ·«dÞ« —œ ÊU¹dł ◊uDš ·«d×
« ‡‡]Å±∞Å[

r???1???ł d???D???3 d??Ð«d??Ð t??Ý œËb??Š È«Åt??I??D??M??


t?I?DM
 s¹« “« Ã—Uš tO ÊU¹dł ÁbMMOÅ‘UA²ž«

ÆX1O
 tEŠö
 qÐU3 ÊU¹dł ◊uDš ·«d×
«

tÐUA
 tO ÊU¹dł ◊uDš v¹«bł tIDM


XÝ« pO²Ýô« ‰b
 p¹ —œ ågAOò

tÐUA
 tO ÊU¹dł ◊uDš vÖœdA� tIDM


ÆXÝ« pO²Ýô« ‰b
 p¹ —œ å—UA�ò

X?N?ł t?ÐU?A?
 t?O Áœ—u?K
 rNÐ ÊU¹dł ◊uDš XNł

XÝ« pO²Ýô« ‰b
 p¹ —œ Ábý ‰ULŽ« gMð Á“uŠ



µ∞

µ‡‡ÅÅ¥nK²K
 ÈUNK
uð —œ gMð XOF{Ë ‡‡

¨f U−²� ̈ tF2UD� œ—u� v~MÝ Áœuð t� rOM�Åv� ÷d� «b²Ð« —œ ̈ —U� X2uNÝ È«dÐ

jÐ«Ë— Ê«uðÅv� Ë œuýÅv� ÁœUÝ Ÿu{u� ¨ UO{d� s¹« UÐ ÆbýUÐ pO²Ýô« Ë œdÖÅÊUBL¼

«c2 ̈ œ—«œ gMð l¹“uð —œ È«ÅÁbLŽ gI  eO  q uð qJý t� U− ¬ “« Æœ—Ë¬ XÝœÅtÐ È«ÅÁœUÝ

Æœd� rO¼«uš vÝ—dÐ nK²+� lÞUI� œ—u� —œ «— tK¾B�

µ‡‡ÅÅ¥‡?‡±∫È«ÅÁd?¹«œ ÈU?NK
uð ‡‡ q?J?ý oÐUD� µ‡‡ÅÅ±≤—œ t?� r?OM�Åv� ÷d� ¨

 rzU< ÈUNAMð dOŁQðÅX×ð t� ̈ pO²Ýô« Ë œdÖÅÊUBL¼ ̈ f U−²� v~MÝ Áœuð qš«œσ v = p

 vI�« Ëσ h = kp ŸUFý tÐ vI�« vK uð ¨œ—«œ —«d< aÆœuý dHŠ 

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±≤ È« Ád¹«œ ÈUNK
uð ·«dÞ« —œ gMð ‡‡]Å±≥Å[

v³D<  UB²+� UÐ «— @MÝ “« vJÇu� tFD< ¨gMð XOF{Ë vÝ—dÐ È«dÐ r Ë θ

 «— tFD< s¹« ÕuDÝ dÐ dŁR� ÈœuLŽ ÈUNAMð Ë r¹dOÖÅv� dE  —œ qJý oÐUD�σ rgMð® 

 Ë ©vŽUFýσ θÆrO�U Åv� ©vÝUL� gMð® 

ÆrOM�Åv� vÝ—dÐ Á—u×�Ëœ Ë Á—u×� p¹ ÈUNAMð X2UŠ Ëœ —œ «— tK¾B� ÊuM�«

∫Á—u?×?(Åp¹ gMð ‡‡ n�«r?zU?< —U?Ð d?OŁQð X×ð jI� UN~MÝ Áœuð t� v²2UŠÅ—œ 

 X?2U?Š s?¹« —œ ¨© Á—u?×� p¹ gMð X2UŠ® bMýUÐ l<«Ë  k =0g?M?ð  «d?OOGð vM×M� Ë 

 qJý oÐUD�µ‡‡ÅÅ±≥ œuÐ b¼«uš ]Å±πÅ[ ÈU¼ÅtH2u�  «dOOGð qJý s¹« —œ Æσ r Ë σ θ—œ 

Áb¹œ t� È—uÞ tÐ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  q uð —u×� tÐ X³B  vI�« Ë rzU< ◊uDš œ«b²�«



µ±

® gMð vŽUFý tH2u� X2UŠ s¹« —œ ¨œuýÅv�σ rjš Ëœ d¼ œ«b²�« —œ q uð jO×� —œ ©

Æœ—«œ ‚«bB� q uð vDO×� ◊UI  ÂULð œ—u� —œ XOF{Ë s¹« Ë XÝ« dHK vI�« Ë rzU<

ö?�U� qK«u� —œÎ g?Mð Á“«b « ¨q uð —u×� “« —Ëœ σ rX?LÝ tÐ vI�« —u×� œ«b²�«—œ 

 XLÝ tÐ rzU< —u×� œ«b²�« —œ Ë dHKp“« q³< «d¹“ XÝ« `{«Ë Ê¬ XKŽ ÆbM�Åv� qO� 

 Ë dHK dÐ«dÐ VOðdðÅtÐ rzU< Ë vI�« ÈUNAMð ̈ q uð À«bŠ«ps²�dÖ tKKU� UÐ s¹«dÐUMÐ Ë œuÐ 

ÆbMM�Åv� qO� œuš tO2Ë« d¹œUI� XLÝ tÐ UNAMð ¨q uð —u×� “«

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±≥ Á—u×
 p¹ gMð XAUŠ —œ È«ÅÁd¹«œ q
uð p¹ ·«dÞ« —œ gMð l¹“uð ‡‡]Å±πÅ[

® vÝUL� gMð ÈU¼ÅtH2u� tÇdÖ« ̈ d~¹œ ÈuÝ “«σ θÈuÝÅÅtÐ ̈ tKKU� g¹«e�« UÐ eO  ©

œËbŠ tÐ Ê¬ Á“«b « ̈ q uð  —ËU−� Ë vI�« œ«b²�« —œ U�« bMÐU¹Åv� q¹ULð œuš tO2Ë« d¹œUI�

≥PUð bÐU¹Åv� g¼U� Z¹—bð tÐ jš s¹« ‰uÞ —œ Ë bÝ—Åv� tO2Ë« ÈUNAMð dÐ«dÐ tÝ vMF¹ 

 bŠ tÐp —ËU?−?� —œ gMð s¹« —«bI� eO  rzU< œ«b²�« —œ ÆbÝdÐ gMð tO2Ë« Á“«b « vMF¹ 

q uð -P «È—uÞ tÐ ÆbÝ—Åv� dHK tÐ Ê¬ —«bI� ¨q uð —u×� “« tKKU� g¹«e�« UÐ Ë XÝ

tO2Ë« ÈUNAMð tÐ X³B  ̈ gMð s¹« —œÅvLN�  «dOOGð V³Ý q uð À«bŠ« ̈ œuýÅv� Áb¹œ t�

ÆXÝ« Ábý

éÇ XLÝ —œ UNAMð l¹“uð ¨È—«cÖ—UÐ Áu×  Ë q uð qJý ÊœuÐ Ê—UI²� XKŽ tÐ

e?O?  q? u?ð d?¹“ ÈUN~MÝ œ—u� —œ XOF{Ë s¹« ÆXÝ« Ê¬ XÝ«— XLÝ bM UL¼ eO  q uð

ÆœuÐ b¼«uš Ê¬ ÈôUÐ bM UL¼ ¨q uð d¹“ —œ gMð l¹“uð vMF¹ XÝ« ‚œUK



µ≤

œU−¹« gMð e�dLð t� œd� Ê«uðÅv� ÈdOÖ t−O²  sOMÇ ¨Ábý œU¹ V2UD� tÐ tłuð UÐ

d¦�«bŠ Ë bÐU¹Åv� g¼U� XŽdÝ tÐ ̈ Ê¬ —u×� “« tKKU� g¹«e�« UÐ ̈ q uð ÁœËb×� —œ Ábý

 V?O?ðd?ð tÐ Ábý œU−¹« vHM� Ë X³¦� ÈUNAMð≥p Ë -p «‰U?L?Ž« q uð Á—«u¹œ —œ t� XÝ

—U?O?B?Ð Ê¬ È—«b?¹U?Ä d?E?  tDI  “« q uð Á—«u¹œ —œ vÝUL� gMð Á“«b « s¹«dÐUMÐ ÆœuýÅv�

OF{Ë t  t� XÝ« Ê¬ rN� t²J  Æœ—«œ XOL¼«X


q uð œUFÐ« tÐ ¨v «d×Ð Á“«b « t  Ë l¹“uð 

Æb —«b  v~²BÐ

 qJý —œµ‡‡ÅÅ±¥Ë q? u?ð “d� —œ vMF¹ q uð Á—«u¹œ —œ vÝUL� ÈU¼ÅgMð l¹“uð ¨

‰uÞ UÐ tDI  d¼ —œ gMð Á“«b « ̈ qJý s¹« —œ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  Ê¬ ·«dÞ« ÈUN~MÝ

¨œ“U?ÝÅv?� j?³?ðd?� Ê¬ v ËdOÐ sOÇÅjš vM×M� tÐ «— q uð Ád¹«œ jO×� t� vŽUFý vDš

X?×?ð VOðdðÅtÐ b dOÖÅv� —«d< Ád¹«œ Ã—Uš Ë qš«œ —œ t� v¹UN²LB< ÆœuýÅv� h+A�

 b —«œ —«d< ©X³¦� X�öŽ® ‘—UA� Ë ¨© vHM� X�öŽ® gA�]Å±πÅ[Æ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±¥ Á—u×
 p¹ gMð XAUŠ—œ È«ÅÁd¹«œ q
uð p¹ “d
 —œ vÝUL
 ÈUNAMð l¹“uð ‡‡]Å±πÅ[

gMð ”UOI


∫Á—u×(Ëœ gMð ‡‡ »U�√uð t� Èœ—«u� vMF¹ Á—u×�Ëœ gMð X2UŠ —œ ÎÈUNAMð  

 —«b?I?� t?Ð t?²?B?Ð ¨b?M?ýU?Ð t²ý«œ œułË vI�« Ë rzU< ÈUłdÐkg?M?ð l?¹“u?ð ÈU¼ÅvM×M� ¨

È«“« t?Ð U?N?A?M?ð l?¹“u?ð X?O?F?{Ë ‰U¦� Ê«uMŽ tÐ ÆXý«œ b¼«uš vHK²+� ÈU¼ÅXOF{Ë

  k =0/ 25 qJý —œ µÅÅ‡‡ÅÅ±µgOÐUL� XOF{Ë eO  œ—u� s¹« —œ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  

“« U?NAMð t²³2« Æœd� ÊUOÐ Ê«uðÅv� «— Z¹U²  ÊUL¼ Ë XÝ« Á—u×� p¹ gMð X2UŠ tÐUA�



µ≥

ÈôU?Ð “d?� —œ vÝUL� ÈUNAMð ¨œ—u� s¹« —œ Æb «Å ËUH²� X2UŠ Ëœ s¹« —œ —«bI� dE 

 q uð
  −0/ 25P Ê¬ È—UM� ÈU¼“d� —œ Ë 

  2 / 75P XÝ« ]Å±πÅ[Æ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±µ Á—u×
 Ëœ gMð XAUŠ —œ È«ÅÁd¹«œ q
uð p¹ ·«dÞ« —œ gMð l¹“uð ‡‡≤µ[∞ΩK  ]Å±πÅ[

 dÖ«  k =1t³ UłÅtL¼ gMð dOŁQð X×ð @MÝ Áœuð t� XÝ« Ê¬ vMF� tÐ ¨býUÐ 

∫bM¹¬Åv� —œ d¹“ ÁœUÝ Õdý tÐ gMð jÐ«Ë— Ë œ—«œ —«d< ©pOðU²ÝË—bO¼®

®µ‡‡ÅÅ∂©

  

σ r = p(1−
a2

r2
)

®µ‡‡ÅÅ∑©

  

σ θ = p(1 +
a2

r2
)

®µÅÅÅÅ‡‡ÅÅÅ∏©
  
τ rθ =0

 t?D?Ð«— o³Þ X2UŠ s¹« —œµ‡?‡Å∂q? u?ð “d?� “« t?DI  d¼ —œ vŽUFý gMð Á“«b « ¨

®r=a tDÐ«— o³Þ vÝUL� gMð Á“«b « Ë dHK dÐ«dÐ ©µ‡‡ÅÅ∑ dÐ«dÐ ≤pÆœuÐ b¼«uš 

 X2UŠËœ tB¹UI�“«  k =0 Ë   k =1 g¹«e�« UÐ t� X�dÖ Ê«uðÅv� t−O²  sOMÇ k“« 

 U?ð dHK± “« q? u?ð —«bł —œ v «d×Ð ÈUNAMð Á“«b « ¨≥p t?Ð ≤p “« Ë −p tÐ ≤pd?OOGð 

¤ bM�Åv�±πÆ›

 d~¹œ d¹œUI� È«“«ÅtÐk“« Ê¬ Õdý t� Æœd� vÝ—dÐ «— UNAMð XOF{Ë Ê«uðÅv� eO  

ÆXÝ« Ã—Uš »U²� s¹« `DÝ



µ¥

 tKKU� —œ vMF¹ q uð —«bł Ë “d� —œr=a vŽUFý ÈUNAMð σ r výdÐ Ë τ rθd¼ 

ÆXÝ« —«bł —œ vÝUL� gMð ¨UNK uð —«bł —œ gMð tH2R� s¹d²LN� «c2 b «dHK Ëœ

 È«“«ÅtÐ  k =0È«“«ÅtÐ Æb «ÅvAA� Ÿu  “« q uð n� Ë nIÝ —œ vÝUL� ÈUNAMð ̈

  k =0/ 33  d¹œUI� È«“«ÅtÐ Ë XÝ« dHK q uð n� Ë nIÝ —œ gMð
  k > 0/ 33gMð ¨

 “« g?Mð eO  q uð ÈU¼ÅÁ—«u¹œ —œ ÆXÝ« È—UA� Ÿu  “« q uð —«bł dÐ dŁR� vÝUL�≥p

 È«“«ÅÅtÐ  k =0 Uð ≤p È«“« tÐ   k =1 bM�Åv� dOOGð ]Å±∞Å[Æ

∫È«ÅÁd?¹«œ ÈU?N?K½uð —œ gMð XOF{Ë œ—u( —œ vK2 Z¹U²½ ‡‡ Ãt?� tâ ¬ “« 

t� È«ÅÁd¹«œ q uð p¹ —œ gMð XOF{Ë œ—u� —œ «— d¹“ vK� Z¹U²  Ê«uðÅv� rO²HÖ ÊuM�Uð

 œd� ÊUOÐ ¨XÝ« Ábý dHŠ pO²Ýô« Ë œdÖÅÊUBL¼ ¨s~L¼ ÈUN~MÝ —œ]Å±∞Å[∫

ÊUOÐ tÐ Æœ—«œ Ê—UI²� X2UŠ È«ÅÁd¹«œ q uð p¹ lÐ— —UNÇ —œ gMð XOF{Ë ‡‡ 

“« v?J¹ —œ vÝ—dÐ s¹«dÐUMÐ Ë bM²B¼ eO  UNAMð Ê—UIð ÈU¼—u×� ¨q uð ÈU¼—u×� d~¹œ

 d?¹œU?I� È«“«ÅtÐ Ë U¼ÅlÐ—  θ = 0 Uð     θ = 90
oX?O?F?{Ë “« v?K�U�  UŽöÞ« Uð XÝ« v�U� 

Æb¼œ XÝœÅtÐ UNAMð

g?M?ð l?¹“u?ð ¨b? u?ý ÷d?� p?O²Ýô« q uð ·«dÞ« ÈUN~MÝ t� vÞdý tÐ ‡‡ 

ÆXÝ« UN ¬ fMł “« qI²B�

X2Ušœ qI²B� —uÞ tÐ q uð ŸUFý ¨gMð l¹“uð tÐ ◊uÐd� v{U¹— jÐ«Ë— —œ ‡‡ 

 b?F?Ð ÊËb?Ð d?²?�«—UÄ ¨UN2u�d� s¹« —œ tJKÐ œ—«b 

a
r

¨t?K?KU?� t?Ð q? uð ŸUFý X³B  vMF¹ 

 dD< tÐ vK uð —œ gMð l¹“uð XOF{Ë d~¹œ ÊUOÐ tÐ ÆbM�Åv� X2UšœµdD< tÐ vK uð Ë d²� 

±∞UN~MÝ t� Èœ—u� —œ jI� dO³Fð s¹« t� Xý«œ tłuð b¹UÐ ÆXÝ« ÊUBJ¹ gOÐUL� d²� 

s?¹« U?N?~MÝ t� qLŽ —œ Ë œ—«œ —U³²Ž« ¨b «ÅÁbý ÷d� pO²Ýô« Ë œdÖÅÊUBL¼ ¨s~L¼

ÆXBO  rOLFð qÐU< ¨b —«b  «— ’«uš

∫È«ÅÁd?¹«œ ÈU?N?K?½uð ·«dÞ« —œ vK8« gMð “«dð ÈU¼ÅvM×M( ‡‡ œ“« v?J¹ 

gMð “«dð ÈU¼ÅvM×M� rÝ— ¨È«ÅÁd¹«œ ÈUNK uð ·«dÞ« —œ gMð XOF{Ë g¹UL  ÈUN¼«—

t?Ð ÈœU?¹“ b?Š U?ð U?N?~MÝ È—«b¹UÄ «d¹“ XÝ« q uð ·«dÞ« —œ rLOMO� Ë rL¹e�U� vKK«

 qJý —œ Æœ—«œ v~²BÐ gMð Ëœ s¹« —«bI�µ‡‡ÅÅ±∂ÈUNAMð “«dð ÈU¼ÅvM×M� “« È«Åt uL  

 X2UŠÅ—œ È«ÅÁd¹«œ q uð p¹ ·«dÞ« —œ rLOMO� Ë rL¹e�U�  k = 3ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  



µµ

 qJý —œµ‡‡ÅÅ±∑UÐ Á«dL¼ vKK« ÈUNAMð “«dð ÈU¼ÅvM×M� “« Èd~¹œ t uL  eO  

 X2UŠ s¹« —œ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  UN ¬ dOB�
  k =0/ 5ÈU¼ÅvM×M� —œ Ã—bM� œ«bŽ« Ë 

d?²?Ö—e?Ð Èd?~?¹œ “« t?� X?Ý« v?2U?LŽ« gMð Ëœ “« vJ¹ tÐ vKK« ÈUNAMð X³B  ¨“«dð

ÆXÝ«

µ‡‡ÅÅ¥‡‡≤∫‘uÖ—UNÇ lÞUI
 UÐ ÈUNK
uð ‡‡ÈUNK uð ·«dÞ« —œ gMð l¹“uð 

ŸU?F?ý ¨vKK« ÈUNAMð tÐ X³B  UN ¬ v~²�U¹ÅXNł Áu×  tÐ qOD²B� Ë lÐd� lÞUI� UÐ

p¹ —œ ̈ È—u¾ð dE  “« Æœ—«œ v~²BÐ lDI� ŸUHð—« tÐ ÷dŽ X³B  Ë U¼ÅtýuÖ ÈUM× «

ŸU?F?ý «d?‡?¹“® b?M?�Åv?� q?O?� X?¹UNMOÐ XLÝ tÐ gMð ‘uÖ—UNÇ lDI� “« tLzU< týuÖ

ÁœUH²Ý« Ábý œdÖ ÈU¼ÅtýuÖ “« qLŽ —œ ¨s¹«dÐUMÐ Æ© XÝ« dHK U¼ÅtýuÖ s¹« ÈUM× «

b?M?−?M?ÝÅv?� lDI� Ÿö{« “« vJ¹ tÐ X³B  «— U¼ÅtýuÖ s¹« ÈUM× « ŸUFý Ë œuýÅv�

]Å±πÅ[Æ

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±∂È«ÅÅÁd¹«œ q
uð p¹ ·«dÞ« —œ rLOMO
 Ë rL¹eOU
 vK]« ÈUNAMð “«dð ÈU¼ÅvM×M
 ‡‡

 XOF{Ë UÐ Ë pO²Ýô« Ë œdÖÅÊU1L¼ ¨s~L¼ ÈUN~MÝ —œ tOk =≥ XÝ« Ábý dHŠ ]ÅπÅ[

rLOMO
 vK]« gMð

rL¹eOU
 vK]« gMð

  
σ 3/ σ v

  
σ 3/ σ v



µ∂

 qJý —œµÅÅÅ‡‡ÅÅÅ±∏ÈU?¼Åt?ýu?Ö UÐ lÐd� lDI� p¹ “d� —œ vÝUL� ÈUNAMð l¹“uð ¨

 V¹d{ nK²+� d¹œUI� È«“« tÐ ¨œdÖkU¼ÅtýuÖ ŸUFý ¨œ—u� s¹« —œ t� Ábý Áœ«œ ÊUA  

∞∂[∞ gMð l¹“uð XOF{Ë ¨lDI� ÊœuÐ Ê—UI²� XKŽ tÐ qJý s¹« —œ ÆXÝ« lÐd� lK{

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA  Ê¬ týuÖ p¹ —œ jI�

 q?Jýµ‡‡ÅÅÅ±∑—œ r?L?O?M?O?
 Ë r?L?¹e?OU?
 v?K]« ÈUNAMð “«dð ÈU¼ÅvM×M
 ‡‡

 È«“« tÐ È«ÅÁd¹«œ q
uð p¹ ·«dÞ«µ[∞Ωk UN
¬ dO1
 UÐ Á«dL¼ ]Å±∞Å[

vK]« ÈU¼ÅgMð dO1


gMð “«dð ÈU¼ÅvM×M


d²JÇuO vK]«

d?²?Ö—e?Ð vK]« gMð X³1
 tO “«dð ÈU¼ÅvM×M


Æb¼œÅv
 ÊUA
 «— d²Ö—eÐ Ábý ‰ULŽ« gMð tÐ

gMð j¹«dý

Ábý ‰ULŽ«

ÁdHŠ —«bł



µ∑

 ÈU?NKJý —œµ‡?‡ÅÅ±π Ë µ‡‡ÅÅ≤∞—œ ‘u?Ö—U?N?Ç l?ÞUI� œ—u� —œ gMð l¹“uð eO. 

v?Ý—d?Ð —u?E?M� tÐ ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA. Á—u×� p¹ Ë pOðU²ÝË—bO¼ gMð ÈUN.«bO�

p¹ ·«dÞ« —œ gMð e�dLð ÈœbŽ d¹œUI� ¨qOD²-� lÞUI� œ—u�—œ gMð e�dLð XOF{Ë

 ‰Ëbł —œ ̈ nK²�� © ŸUHð—« tÐ ÷dŽ® œUFÐ« X³-. UÐ Ë qOD²-� lDI� UÐ q.uðµ‡‡ÅÅ±Ã—œ 

ÆXÝ« Ábý

ÈU¹«Ë“ Ë vKh« ÈUNAMð tÐ X³-. lDI� XOF{ËθË α qJý —œ µ‡‡≤±ÊUA. 

 ‰Ëbł ÆXÝ« Ábý Áœ«œµ‡‡≤œUFÐ« Ë nK²�� lÞUI� UÐ ÈUNK.uð —œ gMð e�dLð d~.UA. eO. 

ÆXÝ« Á—u×� p¹ gMð Ê«bO� p¹ —œ ¨ ËUH²�

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±∏ qJý lÐd/ q�uð p¹ “d/ —œ vÝUL/ ÈU¼ÅgMð l¹“uð ‡‡]Å±πÅ[

gMð ”UOI/

 qJýµ‡‡ÅÅÅ±π pOðU²ÝË—bO¼ gMð Ê«bO/ —œ œdÖ ÈU¼ÅtýuÖ UÐ qJý lÐd/ q�uð p¹ ·«dÞ« —œ gMð l¹“uð ‡‡]Å±≤Å[

g
Mð

 e
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