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فصل 2 حسابان
يافتن ضابطهٴ تابع وارون

 نمودار تابع خطی f (x) = ۲x + ۳  داده شده است. 

١ــ وارون اين تابع را در همان دستگاه مختصات رسم کنيد. 
 ( , ),( , )15 03 ٢ــ معادله ای برای وارون اين تابع به دست آوريد. می توانيد از اين نکته استفاده کنيد که  نقاط
) روی نمودار f -۱  قرار دارند و نمودار  f -۱  يک خط راست  , ),( , )5 1 3 0 روی نمودار  f قرار دارند. پس نقاط  

است.

        f  جدول تابع                            f -۱ جدول تابع  

y x=

f (x)  x=  +2 3

پيدا کردن ضابطهٔ f -۱  در فعاليت قبل چندان دشوار نبود زيرا f  يک تابع خطی بود. اما اگر    f  خطی نباشد کار چندان ساده 
نيست. اکنون با روش ديگری وارون  f  را به دست می آوريم که بتوان آن را هنگامی که تابع داده شده خطی هم نيست به کار برد. 

تابع f (x) = ۲x + ۳ را در نظر می گيريم. در جدول زير برخی از مقادير از دامنه و مقادير نظير آن از برد داده شده اند. همان طور 
که می دانيد  f  يک به يک است اگر شبيه همين جدول را برای تابع وارون f در نظر بگيريم جدولی به دست می آيد که در آن جای مقادير 

متناظر  y,x تغيير کرده است.
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مثال

) به وارون آن. عدد ۱ توسط قانون تابع به ۵ نظير شده  , ),5 1 ) به f  تعلق دارد و زوج  , ),15 زوج مرتب 
است يعنی۱ در۲ ضرب شده و ۳ واحد به آن اضافه شده است اما چه قانونی ۵  را به۱ نظير می کند؟  پاسخ 
برگشت از همين مسير است. يعنی ابتدا سه واحد از ۵ کم کنيم و سپس مقدار به دست آمده را بر۲ تقسيم 
کنيم جدول روبه رو اين فرآيند را بهتر توصيف می کند. اگر تابع وارون  f  را با  g  نمايش دهيم، ضابطه آن به 

)yg می باشد. مشخص است که yها از برد  f  اختيار می شوند.  y ) −= 3
2

صورت: 

همان طور که می دانيد g را به صورت های زير هم می توان نمايش داد: 
− − −= = =3 3 3

2 2 2

a b tg( a ) , g( b ) , g( t )
 

آن چه که مهم است اين است که دامنهٔ g همان برد f است بنابراين می توان نوشت: 

     
3

2 f
xg( x ) x R−= ∈     

    xf ( x )− −=1 3

2
از آنجا که g را معمولاً با f -۱ نمايش می دهيم داريم: 

 اکنون آن چه بيان شده را به عنوان يک روش به کار می بريم. 

تذکر:
برای به دست آوردن ضابطهٔ تابع وارون يک تابع وارون پذير مانند f در معادلهٔ x ،  y=f(x) را بر حسب y محاسبه 

می کنيم، سپس با تبديل y به x تابع f -۱(x) را به دست می آوريم.

را به دست می آوريم. f ( x ) x= +2 3 ضابطهٔ وارون تابع 
 f ( x ) =2 3x + =2 3xy +⇒      

2 3x y⇒ = −             
3

2

yx −⇒ =  
3

2

yg( y ) −⇒ =  
3

2

x −
⇒  =−f  ( x )1     

yy x3
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نشان دهيد توابع زير يک به يک هستند و دامنه و برد و ضابطه تابع وارون آن ها را به دست آوريد.
5

2 3

xg( x )
x

−=
+

ب)   2f ( x ) x= − الف) 

تمرين در كلاس

فعاليت 10

 ( g f )( x ) , ( f g )( x )0 0 3 است. توابع 

2

xg( x ) −= 2 ديديم که وارون آن، تابع   3f ( x ) x= + ١ــ  اگر 
را محاسبه کنيد.

=+ است. توابع 
2 1

2

xg( x ) 2 ثابت کنيد که  f  وارون پذير است و وارون آن تابع  1f ( x ) x= − ۲ــ اگر 
) را محاسبه کنيد. g f )( x ) , ( f g )( x )0 0

حدس  چه   ( g f )( x ) , ( f g )( x )0 0 توابع مورد  در  باشد   g وارون  تابع  دارای   f تابع  اگر  طور  کلی  به  ۳ــ 
می زنيد؟  توجه کنيد که تابع و تابع وارون عکس يکديگر عمل می کنند.

خاصيت تابع و تابع وارون نشان می دهد که قضيه زير برقرار است. 

قضيه:
اگر دو تابع  f و g وارون يکديگر باشند داريم:

= =g f g fD R , R D  
=g( f ( x )) x و برای هر x در دامنهٔ f داريم:  
=f ( g( x )) x و برای هر x در دامنهٔ g داريم:  

1 اشتباه گرفت. 

f ( x )
تذکر: توجه داريم که f   -۱  يک نماد است و نبايد آن را با 
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۰ يک به يک نبودن f از روی  ≠ f ولی ٣  ( ) f ( )=0 3 تابع f (x) = x۲ - ۲x + ۳  يک به يک نيست. زيرا 
نمودار آن نيز به سادگی ديده می شود. 

2

2

f (x)
f (x)

f     (x)−1

 hو g وارون يکديگرند ولی  gو f ثابت کنيد که xh( x ) −= 3

7
, g( x )

x
=

−
7

3
, f ( x )

x
= +7

3 ۱ــ اگر 
وارون يکديگر نمی باشند.

)g وارون يکديگرند؟  x ) = 5

2
 , =f ( x ) 2

5
٢ــ آيا دو تابع 

y معادله  دو خط باشند که نسبت به نيمساز ربع اول و سوم قرينه اند،  m x b= +2 2 y و  m x b= +1 1 ۳ــ  اگر 
. m m =1 2 نشان دهيد 1

تمرين در كلاس

مثال

 اما تحديد اين تابع روی بازهٔ (∞,۱] تابعی يک بـه يک است و می تـوانيم معادله ای بـرای f -۱  بـه دست آوريم.  نـمودار بـالا  
يک به يک بودن تحديد f  روی بازهٔ  (∞,۱] را نشان می دهد و با روش جبری نيز می توانيم اين مطلب را ثابت کنيم.  

f ( x ) f ( x ) x x x x= ⇒ − + = − +2 2
1 2 1 1 2 22 3 2 3  

⇒ − + = − +( x ) ( x )2 2
1 21 2 1 2     

( x ) ( x )⇒ − = −2 2
1 21 1     

x x⇒ − = −1 21 1                        
x x⇒ =1 2                                      

≥x استفاده کرده ايم (چگونه؟). برای  21 ≥x و  11 توجه داشته باشيد که در نتيجه گيری های بالا از اين که 
به دست آوردن ضابطه تابع وارون داريم:     
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بحث در كلاس
وارون يک تابع صعودی (اکيد)، صعودی است يا نزولی؟ وارون يک تابع نزولی (اکيد) چگونه است؟

مسائل

= − + ⇒ = − + ⇒ − = − ⇒ − = ± −2 2 22 3 1 2 2 1 1 2f ( x ) x x y ( x ) y ( x ) x y  
1 در نتيجه  2x y− = − جواب منفی قابل قبول نيست ( چرا؟ ) بنابراين 

x y f ( x ) x−= − + ⇒ = − +12 1 2 1   
به کمک نمودارها  و نيز از ضابطه توابع ديده می شود که: 

 [ , ) 11f fD R −= +∞ =  
                      [ , ) 12f fR D −= +∞ =  

بنابراين:
:[ , ) [ , )1 2 1f − +∞ → +∞  

1 2 1f ( x ) x− = − +  
f با محاسبه زير روشن می شود.    ( f ( x )) x− =1 درستی تساوی 

f ( f ( x )) f ( x ) ( x ) ( x ) x x− = − + = − + − + = − + = − + =1 2 22 1 2 1 1 2 2 2 2 2   
 اثبات درستی رابطهٔ f  -۱(f(x))=x به طريق مشابه است.

)g وارون يکديگرند. برای کدام مقادير x داريم  x ) , f ( x )
x x

= = +
−
1 1

2
2

۱ــ تحقيق کنيد که توابع 
؟ g( f ( x )) x= f و برای کدام مقادير x داريم  ( g( x )) x=

٢ــ فرض کنيد تابع f دارای وارون است. اگر نمودار f در ربع اول واقع شود، نمودارf   -۱  در کدام ناحيه قرار 
می گيرد؟ 

f يک به يک نيست. با محدود کردن دامنه  f  يک تابع يک به يک  ( x ) x= − +2 3 ۳ــ نشان دهيد تابع  
بسازيد و وارون آن را به دست آوريد.

٤  ــ در هر يک از حالت های زير نشان دهيد که توابع f  و g وارون يکديگرند. 
                33 5 5f ( x ) x , g( x ) x= − = + الف)  
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قبلاً با توابع خطی آشنا شده ايد .هر تابع به صورت f(x)=ax+b را يک تابع خطی می ناميم. اگر ٠= a، تابع به 
صورت  f(x)=b  در می آيد که آن را تابع ثابت می نامند. توابع خطی حالت خاصی از توابعی هستند که آن ها را توابع 

چندجمله ای می نامند. توابع درجه دوم نيز حالت خاصی از توابع چندجمله ای هستند. 

توابع چند جمله ای و توابع متناوب

تعريف:
0− اعدادی  1 2 1� n na ,a ,a , ,a ,a − که در آن 

−= + + + +1
1 1 0�n n

n nf ( x ) a x a x a x a هر تابع به صورت: 
0na≠ را يک تابع چند جمله ای از درجهٔ n می نامند. حقيقی و  n يک عدد صحيح نامنفی و 

درجدول زير مثال هايی از توابع چندجمله ای ارائه شده است.

درجهٴ چند جمله ایشکل کلیمثال

f ( x ) = 3f ( x ) a=(توابع ثابت) ٠

f ( x ) x= −2
5

3
f ( x ) a x a= +1 0(aخط با شيب ١)١

f ( x ) x x= − + +23 2 12
2 1 0f ( x ) a x a x a= + ٢(سهمی ها)+

f ( x ) x x x= − + −3 27 2 2 5f ( x ) a x a x a x a= + + +3 2
3 2 1 0

٣

34f ( x ) x x x = − +4 3 2 1f ( x ) a x a x a x a x= + + +4 3 2 + a0٤

با رسم نمودار توابع چندجمله ای از درجه ۰، ۱ ، ۲ و يافتن دامنه و برد آن ها آشنا شده ايد. دراين جا نمودار تابع چندجمله ای 
y می توان نمودار آن ها را رسم کرد مورد بررسی  x= 3 f و برخی از توابع چندجمله ای ديگر درجه سوم که به کمک تابع  ( x ) x= 3

قرار می دهيم.
f برابر IR است و تابعی فرد است، بنابراين نمودار آن نسبت به مبدأ مختصات متقارن است . با توجه به  ( x ) x= 3 دامنهٔ تابع 
ضابطه تابع برای مقادير مثبت x، مقدار تابع مثبت است بنابراين کافی است نمودار تابع در ربع اول را رسم کنيم و سپس قرينه آن را 

        . 3 3
1 2x x< نسبت به مبدأ مختصات رسم کنيم. اين تابع صعودی است زيرا اگر x٢ >x١ می توان نتيجه گرفت 

)  زير خط y = x و  , )01 ، بنابراين نمودار اين تابع در بازهٔ  x x< 3 x و برای x > ١ داريم  x< <30 >x داريم:  <0   برای  1
) بالای خط y = x قرار دارد . , )∞1 در بازهٔ 
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تمرین در کلاس

 f (x) = x3

y = x

f به سادگی انجام می شود. ( x ) x= 3 اکنون با کمک نقطه​یابی رسم نمودار تقریبی 

0 0

1 1

3 27
1 1

2 8
1 1

3 27

2 8
2 8

x f(x)

	
		

. ( x ) xf − = 31 باتوجه به یک به یک بودن، این تابع وارون​پذیر است و 

y= رسم کنید.  x3 y= را در همان دستگاه مختصات به همراه نمودار  x3 1ــ نمودار 
y و نمودار یک تابع دیگر که به کمک آن به دست آمده است  x= 3 2ــ در هریک از شکل​های زیر نمودار تابع 

در یک دستگاه مختصات رسم شده​اند. ضابطه نمودار تابع جدید را بنویسید. 

)الف( )ب(

)ج( )د(

 -1

y

x

y

x1 ٢

٢

y

x

y

x
 -1

1
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حرکت هایی که الگوی خاصی را تکرار می کنند حرکت متناوب می نامند. حرکت زمین دور خورشید، تغییر فصل ها، حرکت 
عقربه های ساعت از این نوع حرکت ها هستند. این نوع حرکت در تنظیم بلند مدت وقت و محاسبه زمان به انسان کمک می کند. حرکت 
دیگر تناوبی گردش ماه به دور زمین است که در طی یک دوره تقریباً 28 روزه صورت می گیرد و ما را در محاسبه تعداد ماه ها یاری 
می نماید. بسیاری از پدیده های طبیعی دیگر در عالم خلقت نیز دارای رفتار تناوبی هستند. انسان​ها از این گونه رفتارها در ساخت 

مصنوعات بشری مانند ساعت هم استفاده کرده اند. 
توابعی که بیان کننده این حرکات تناوبی هستند شکل خاصی دارند و آن ها را تابع های متناوب می نامند. سال قبل با توابع متناوبی 
مانند y = sinx و y = cosx  و دوره تناوب برخی از توابع مثلثاتی آشنا شده اید. در اینجا به طور دقیق تری  توابع متناوب را تعریف 

می کنیم.
تعریف:

داشته باشیم   ∈ fx D T موجود باشد که برای هر نامیم هرگاه یک عدد حقیقی مثبت مانند   f را متناوب  تابع 
. کوچک ترین عدد مثبت  T با خاصیت بالا را دورهٔ تناوب  f   می نامند. + =f ( x T ) f ( x ) fx و T D∈+−

T = 3

+3−3 +6 +9−6

6526 3
2T = π

y = sin 3x

T = 4

0 4 8

T = 63 6 9 12

12

πππ

T = 3

+3−3 +6 +9−6

6526 3
2T = π

y = sin 3x

T = 4

0 4 8

T = 63 6 9 12

12

πππ

y را به کمک نمودار تابع y = x٣  رسم  x= 32 31 و  2y ( x )= − + y و ( x )= + 33

2
3ــ نمودار توابع  

کنید.

مثال

١: توابعy = sinx و y = cosx   توابعی متناوب با دورهٔ تناوب 2π هستند. 
٢: توابعی که نمودار آن ها در زیر آمده است توابعی متناوب با دورهٔ تناوب های مختلف هستند.
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 نرخ ارسال بسته های پستی به طور معمول تابعی از وزن آن ها است. همچنين نرخ توقف در پارکينگ ها برحسب 
ساعت توقف اتومبيل ها در آن جا تعيين می شود، يعنی نرخ پارکينگ  تابعی از زمان توقف است . فرض کنيد پارکينگ 
يک مجتمع تفريحی و ورزشی برای سه ساعت اول توقف ۲هزارتومان و برای هر ساعت اضافه يا زمانی کمتر از يک 
ساعت ۵۰۰ تومان دريافت کند.  اگر حداکثر زمان توقف در اين پارکينگ ۸ ساعت باشد، نمودار تابعی که نرخ توقف 

را به ازای همه ساعات ممکن نشان دهد به شکل زير است.

T = 63 6 9 12

6526 3
2T = π

y = sin 3x

πππ

توابع پله ای و تابع جزء صحيح

زمان

نرخ

دامنه اين تابع  [ ٨ ,٠) و برد آن مجموعه {٢,٢/٥,٣,٣/٥,٤,٤/٥} می باشد. برای مثال برای توقف ٥ ساعت و 
٢٠ دقيقه ای بايد مبلغ ٣٥٠٠ تومان پرداخت کرد. 

توابعی که نمودار آن ها شبيه تابع بالا هستند به توابع پله ای معروف هستند. 

x (ساعات توقف)f(x) = نرخ برحسب هزار تومان
٢
۲/۵
۳
۳/۵
۴
۴/۵

٠ < x ≤ ٣
٣ < x ≤ ٤
٤ < x ≤ ٥
٥ < x ≤ ٦
٦ < x ≤ ٧
٧ < x ≤ ٨

0   1    2    3    4    5    6    7    8

1

2

3

4

f (x)

x

y
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تعريف:

هر تابعی که بتوان دامنه آن را به تعدادی بازه تقسيم بندی کرد که تابع روی هر کدام از اين بازه ها تابع ثابت باشد 
يک تابع پله ای می نامند.

گونه خاصی از توابع پله ای تابع جزء صحيح می باشد. ابتداجزء صحيح يک عدد را تعريف می کنيم و بعد تابع جزء صحيح را 
تعريف می کنيم.

تعريف:
برای هر عدد حقيقی x جزء صحيح آن، بزرگترين عدد صحيحی است که از x بيشتر نيست. جزء صحيح x را 

با نماد [x] نمايش می دهيم.

برای مثال داريم:
[٣/٢] = ٣   [٤/٩] = ٤  [٧] = ٧    = 3 1  

[-١/٥] = -٢   − = − 1 2 1  [-٢] = -٢  [-٢/٩٥] = -٣  
جزء صحيح يک عدد به شکل زير نيز مشخص می شود.

برای هر عدد حقيقی x، يک عدد صحيح p موجود است که p .p ≤ x < p+۱ همان جزء صحيح x است.

تعريف:
 f(x) = [x] تابعی که به هر عدد حقيقی، جزء صحيح آن را نسبت می دهد، تابع جزء صحيح ناميده می شود و با

نمايش داده می شود.
دامنه تابع جزء صحيح مجموعه اعداد حقيقی و برد آن مجموعه  اعداد صحيح می باشد. نمودار اين تابع با توجه به جدول، در 

بازه ( ٣ ، ٢-] رسم شده است . 
[ ]

− ≤ < − −
− ≤ < −

≤ <
≤ <
≤ <

x
x

x
x
x

2 1 2

1 0 1

0 1 0

1 2 1

2 3 2

x x
 

p        x       p+1

[ ]f (x) x=

1          2          3 

−1

−1

−2

−2

y

x



١٠١

فصل 2 تابع

يک شرکت خدماتی برای هر ساعت کار، يا کسری از ساعت ۵ هزار تومان هزينه دريافت می کند. تابعی بنويسيد 
که هزينه x ساعت کار را محاسبه کند. نمودار اين تابع را نيز رسم کنيد.

مثال: تابع [٢x] = f (x)  را در بازه [۲ ، ۱-] رسم می کنيم.
−x آنگاه  ≤ ≤1 2 1  به دست می آيد. اگر  

2
می دانيم که نمودار اين تابع از انقباض نمودار تابع [x] با ضريب 

−x و با توجه به تعريف جزء صحيح، [۲x] مقدارهای ۲- و ۱- و ۰ و ۱ و ۲ و ۳ و ۴ را اختيار خواهد  ≤ ≤2 2 4

کرد. 
[ ] 1
2 2 2 2 1 1

2
x x x= − ⇒ − ≤ < ⇒ − ≤ < −    

با استدلال مشابه داريم:
[ ] , [ ]1 1
2 1 0 2 0 0

2 2
x x x x= − ⇒ − ≤ < = ⇒ ≤ <   

1 که از نقطه  ۱- شروع می شود به ترتيب مقدارهای۲- و ۱- و ۰ و ۱ 
2

بنابراين تابع در بازه های متوالی به طول 
و ۲ و ۳ و ۴ را اختيار خواهد کرد. نمودار اين تابع به شکل زير است.  

تمرين در كلاس

مسائل

 
۱ــ تابع پله ای روبه رو را رسم کنيد.    

x
f ( x ) x

x

≤ −
= − − ≤ <
 ≤

5 3

1 1 4

2 4   
] را در بازه [۶ ،۶- ] رسم کنيد .  ]1

3
y x= ۲ــ نمودار تابع 

1

4

3

2

1

−1     

−1

−2

2
1

2
3

2
1− 2

y

x



١٠٢

فصل 2 حسابان

۳ــ وارون پذيری تابع y = [x] را بررسی کنيد.
۴ــ نمودار توابع زير را در بازه [ ۲ ، ۲- ] رسم کنيد .

[ ]y x= − ]                                                ب)  ]2y x= الف)  
] متناوب است و با به دست آوردن دوره تناوب آن، نمودار آن را رسم کنيد. ]y x x= − ۵ــ نشان دهيد تابع 

۶ــ نمودار توابع زير را به کمک نمودار [x] رسم کنيد.
     y =۲[x] + ۱(ب                                            [ ] 1

2
y x= − الف) 

۷ــ نمودارهای دو تابع y = [x - ۳]  و y = [x] - ۳ را در يک دستگاه مختصات رسم کنيد. چه رابطه ای بين 
اين دو تابع وجود دارد؟

ارسال  برای  و  تومان  هزار   ۲ کيلوگرم  يک  از  کمتر  تا  پستی  بسته های  ارسال  برای  پستی  شرکت  يک  ۸  ــ 
بسته های از ۱ تا کمتر از ۲ کيلوگرم ۴ هزار تومان و از ۲ تا کمتر از ۳ کيلوگرم ۶ هزار تومان و برای بسته های بيشتر 
نيز به همين ترتيب دريافت می کند. اگر f(x) هزينه ارسال يک بسته پستی x کيلوگرمی می باشد، نمودار آن را رسم کنيد 

و معادله ای برای آن بيابيد.


