
≤∞

ÂËœ qB�

lÐUð

qOLJð Ë È—Ë¬œU¹

¨ UB²	
 —u×
 “« tDI� d¼ Ë  UB²	
 —u×
 “« tDI� p¹ UÐ dþUM²
 vIOIŠ œbŽ d¼ t# rO�«œv


 √b³
 t# VOðdðs¹bÐ ÆXÝ« vIOIŠ œbŽ p¹ dOE�O dÖ« ̈ ÁU~�¬ ªX3dÖ dH5 œbŽ dOE� U¹ U²L¼ «— xp¹ 

tK5U3 tÐ t# «— —u×
 “« È«tDI� ¨býUÐ X³¦
 vIOIŠ œbŽÏ x “« O XÝ«— XLÝ —œ Ë O©X³¦
 ÈuÝ® 

 œbŽ dOE� œ—«œ —«d>x tâ�UMÇ Ë x  —u5s¹« —œ t#® býUÐ vHM
 vIOIŠ œbŽ p¹ − xXÝ« X³¦
 ©

t?K?5U?3 t?Ð t # «— —u×
 “« È«tDI�Ï − x “« O œb?Ž d?O?E?� X?Ý« Ê¬ éÇ XLÝ —œ Ë xÆœd # —U?O²š« 

vIOIŠ œbŽ p¹ —u×
 “« tDI� d¼ tÐ Ë ¨vJ¹ UNMð Ë ¨—u×
 “« tDI� p¹ vIOIŠ œbŽ d¼ tÐ t�uÖs¹bÐ

Ær?O?M # h?	?A?
 v?I?O?I?Š œ«b?Ž« U?Ð r?O?�«uðv
 «— —u×
 p¹ ◊UI� s¹«dÐUMÐ Æœuýv
 Áœ«œ X³J� U²J¹

t?D?I?� Ë v?IOIŠ œbŽ p¹ È«dÐ Ë bM
U�v
 vIOIŠ jš v¼UÖ «— —u×
 XNł s¹« tÐÏœU?L� p¹ Ê¬ dOE� 

 vIOIŠ œbŽ Ë b�dÐv
 —U#tÐxtDI� «— Ï xÆbM¹uÖv
 eO� 

Á“UÐ

  UO{U¹— —œ≤ö¦
 t# bO�«œv
 Ë b¹«Ábý UMý¬ Á“UÐ “« v¹U¼‰U¦
 UÐ ÎÁ“UÐ Ï “UÐ   −2 Ë ∂tŽuL−
 ÏtL¼ Ï

 vIOIŠ œ«bŽ«x sOÐ   −2 Ë ∂ vMF¹   −2 . x . 6  —u5tÐ t# XÝ«   (−2,6)Æœuýv
 Áœ«œ ÊUA� 

(−2,6) = {x . R  −2 . x . 6}

 dÖ« vK# —uÞtÐa Ë b Ë vIOIŠ œbŽ Ëœ a . b∫býUÐ 

±tŽuL−
 ‡‡Ït?L¼ Ï vIOIŠ œ«bŽ« x “« t# «— a “« Ë dð¯—eÐ bÁ“U?Ð bMýUÐ dðpÇu# Ï “UÐ a Ë b

∫bM¼œv
 g¹UL� d¹“  —u5tÐ «— Ê¬ Ë bM
U�v


  (a, b) = {x . R a . x . b}
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≤±

≤Á“UÐ ŸUL²ł« ‡‡Ï “UÐ (a , b)tDI� Ëœ Ë Ï a Ë bÁ“UÐ «— Ït²JÐ Ï a Ë b∫bMJ¹u�v
 sOMÇ «— Ê¬ Ë bM
U�v
 

  a ,b. . = {x . R a ≤ x ≤ b}

≥ ŸUL²ł« ‡‡(a , b)tDI� Ë Ï bÁ“UÐ «— ÏÊUA� sOMÇ Ë bM
U�v
 ©XÝ«— “« t²JÐrO� U¹® éÇ “« “UÐrO� 

∫bM¼œv


  a ,b( . = {x . R a . x ≤ b}

Á“UÐ VOðdð sOL¼ tÐÏtÐ «— Ê«dJOÐ ÈU¼Á“UÐ ÁËöŽtÐ Æœuýv
 n¹dFð ©éÇ “« t²JÐrO� U¹® XÝ«— “« “UÐrO� 

∫bMM#v
 n¹dFð d¹“ qJý

¥Á“UÐ ‡‡Ï “UÐrO� a Ë + .∫  {x . R x . a} = a , +.. )
µÁ“UÐ ‡‡Ï “UÐ a Ë + .∫  {x . R x  a} = a , +.( )
∂Á“UÐ ‡‡Ï“UÐrO� −. Ë a∫  x{ . R x ≤ a} = −. ,a( .
∑Á“UÐ ‡‡Ï“UÐ −. Ë a∫  {x . R x . a} = −. ,a( )

∫r¹—«œ t5öš —uÞtÐ

x . a ,b( ) ! a . x . b

x . a,b. . ! a ≤ x ≤ b

x . a ,b. ) ! a ≤ x . b

x . a ,b( . ! a . x ≤ b

x . a , +.. ) ! x . a

x . a , .( ) ! x  a

x − .. ,a( . ! x ≤ a

x − .. ,a( ) ! x . a

U¼Á“UÐ vÝbM¼ g¹UL�

 ◊U?I� dÖ«a Ë bÁb?ýn?¹d?Fð ÈU¼Á“UÐ “« p¹d¼ rOM# —UO²š« —u×
 ÈË— «— Ït?Ð Ê«uðv
 «— ôUÐ 

t?KOÝËÏo?K?F?²?
 Á“U?Ð t?Ð t # «— v¹U¼tDI� Æœ«œ ÊUA� —u×
 “« ¨t²JÐ U¹ “UÐ ¨jšrO� p¹ U¹ jšÁ—UÄ p¹ 

ÆbMM#v
 h	A
 —u×
 ÈË— veUšuð ÈU¼Ád¹«œ UÐ bM²JO�

 ‰U¦�±∫∫rO¼œv
 ÊUA� d¹“ qJý tÐ —u×
 ÈË— «— ÁbýÁœ«œ ÈU¼Á“UÐ 

    −2,4. . = {x . R −2 ≤ x ≤ 4}        ®±

O 42
x x′



≤≤

    −2,4( . = {x . R −2 . x ≤ 4}        ®≤

    −2,4. ) = {x . R −2 ≤ x . 4}        ®≥

    −2,4( ) = {x . R −2 . x . 4}        ®¥

    4,+.. ) = {x . R x . 4}        ®µ

    4,+.( ) = {x . R x  4}        ®∂

    −. ,−2( . = {x . R x ≤ −2}        ®∑

    −. ,−2( ) = {x . R x − . 2}        ®∏

Á«d?L ¼ «— t?�u?L?� ‰U?¦?
 b?M?Ç d?¹“ —œ ¨U?¼Ê¬ ÈË—  U?O?KLŽ Ë Á“UÐ ÂuNH
 UÐ dðgOÐ v¹UMý¬ È«dÐ

∫r¹«Áœ—Ë¬ U¼Ê¬ »«uł UÐ

±∫bOM# ÁœUÝ ÊUJ
«  —u5—œ «— d¹“ ÈU¼ —U³Ž ‡‡

    −4,2. . (−2,4) ®»
    −4,2. . (−2,4) ®ne«

    −4,2. . 3, +.. ) ® 
    −4,2. . 3,+.. ) ®Û

∫»«uł

t?O?ŠU� fáÝ ¨rOM#v
 h	A
 —u×
 ÈË— «— Á“UÐ d¼ vÝbM¼ —«œuL� «b²Ð« ©ne«ÏËœ „d²A
 

∫rOM#v
 «bOÄ «— Á“UÐ
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≤≥

 Á“U?Ð U ¼Ê¬ „«d?²ý« t# rOM#v
 tEŠö
 U¼Á“UÐ vÝbM¼ —«œuL� tÐ tłuð UÐ  −2,2( .b?¹UÐ ÆXÝ« 

 b?M?�U?
® b?M?ýU?Ð t?²?ý«œ oKFð Á“UÐ Ëœ d¼ tÐ Á“UÐ Ëœ „«d²ý« v�U¹UÄ ÈU¼tDI� dÖ« t# Xý«œ tłuð≤—œ ©

vJ¹ tÐ oKF²
 d¦#«bŠ Á“UÐ Ëœ „«d²ý« v�U¹UÄ ÈU¼tDI� t# v²eUŠ —œ Ë t²JÐ tDI� Ê¬ —œ Á“UÐ  —u5s¹«

 bM�U
® bMýUÐ U¼Á“UÐ “«≤ÆXÝ« “UÐ tDI� Ê¬ —œ Á“UÐ ÁUÖÊ¬ ©≠

Ær¹—Ë¬v
 XÝœtÐ d¹“  —u5tÐ «— d~¹œ ÈU¼XLJ> ÈU¼»«uł ̈ rO¼œ t
«œ« b�Ë— sOL¼ UÐ tÇÊUMÇ

    −4,2. . 3,+.. ) ® ∅ ®Û  −4,4. ) ®»

≤tŽuL−
 ‡‡ÏÊ¬ Ë bOM# h	A
 vIOIŠ œ«bŽ« —u×
 ÈË— «— d¹“ ÈU¼teœUF
U� “« p¹d¼ »«uł 

∫bO¼œ ÊUA� Á“UÐ p¹  —u5tÐ «—

  −1≤ x +2 ≤ 6 ®»  0. x −1. 2 ®ne«

2x −1
3

− . 1 ® 

x +1
2

. 2 ®Û

∫»«uł

  0. x −1. 2 ⇒1. x . 3 ®ne«

  x . (1, 3)

  −1≤ x +2 ≤ 6 ⇒ −3 ≤ x ≤ 4 ®»

  x − . 3 ,4. .

  

x +1
2

. 2 ⇒ x +1. 4 ⇒ x . 3 ®Û

  x . 3 , .. )

2x −1
3

− . 1⇒ 2x −1− . 3 ⇒ x − . 1 ® 

  x − .. ,−1( )
O

′x x
−1

O
′x x

−3 4

O
′x x

3

O
′x x

1 3

≥ÆbO¼œ g¹UL� Á“UÐ  —u5tÐ «— d¹“ ÈU¼tŽuL−
 ‡‡

    B = {x . R −1≤ x . 3}    A = {x . R −1. x ≤ 3}

    D = {x . R x − . 2}    C = {x . R x . 6}



≤¥

∫»«uł

  D = −2,+.. )  C = −. ,6( )  B = −1, 3. )  A = −1, 3( .
¥tKOÝËtÐ «— d¹“ ÈU¼Á“UÐ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� tŽuL−
 

  2,+.. ) ®   −. ,1( . ®Û  −3 ,7( . ®»  3,5. . ®ne«

∫»«uł

    B = x . R −3 . x ≤ 7{ } »®    A = x . R 3 ≤ x ≤ 5{ } ®ne«

    D = x . R x . 2{ } ®     C = x . R x ≤1{ } ®Û

s¹dLð

±ÆbOM# ÁœUÝ ¨ÊUJ
«  —u5—œ «— d¹“ ÈU¼ —U³Ž ¨Á“UÐ n¹dFð “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

    −. ,0( . −4,4. . ®»
    −2,5( . 3,6. ) ®ne«

    −3,5. . 2, 3( . ® 
    0 ,+.( )−. , 3( . ®Û

≤ÆbO¼œ g¹UL� —u×
 ÈË— «— d¹“ ÈU¼Á“UÐ ‡‡

  −3, 3. . ®Û  2,+.( ) ®»  2,+.. ) ®ne«

  −. ,−1( . ®Ã
[−

5

2
,
3

2
)

 ®À  −2,2( ) ® 

≥tKOÝË tÐ «— d¹“ ÈU¼tŽuL−
 ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� Á“UÐ 

    B = x . R x  1{ } ®»    A = x . R 2 . x ≤ 6{ } ®ne«

    D = x . R −6 . x − . 1{ } ®     C = x . R x ≤ −2{ } ®Û

¥tKOÝËtÐ «— d¹“ ÈU¼Á“UÐ ‡‡ÏÆbO¼œ g¹UL� tŽuL−
 

  0,+.( ) ®Û  0, +.. ) ®»  3,7. . ®ne«

  −3,2. ) ®Ã  −. ,0( . ®À  −4,−1. ) ® 

µd?Ö« ‡?‡     A = x . R −3 ≤ x ≤ 3{ }Ë    B = x . R x  2{ }Ë     C = x . R x . 0{ }b?ýUÐ 

∫bOM# h	A
 b�«Ábý n¹dFð d¹“ ÈU¼tŽuL−
 UÐ t# «— v¹U¼Á“UÐ

  

ABC ®Û
  

AB ®»
  

AB ®ne«

  

(AB)C ®Ã
  

BC ®À
  

AC ® 

  

BC ®Õ
  

(AB)C ®ı



≤µ

∂ÆbOM# dÄ ¨VÝUM
 —«œuL� Ë Á“UÐ œUL� ¨tŽuL−
 œUL� UÐ «— veUš ÈU¼t�Uš ¨d¹“ ‰Ëbł —œ ‡‡

—«œuL�tŽuL−� œUL�Á“UÐ œUL�

  −1,3. .

                                                             

                                                           

    x . R 2 . x . 4{ }

    x . R −2 . x ≤ 3{ }

O 31
x x′

∑ÆbO¼œ g¹UL� —u×
 ÈË— Ë bOM# sOOFð «— d¹“ ÈU¼teœUF
U� “« p¹d¼ »«uł tŽuL−
 ‡‡

  

x +1
2

 2x −1 ®Û  2x − 4 . 0 ®»  2x − 3 . 0 ®ne«

−1≤
−2x +1

3
. 4 ®Ã−2 ≤ x

2
−1≤ 2 ®À  0≤ x +2 . 3 ® 

U¹uÖ  ôœUF�U� Ë  ôœUF�

U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž q�Uý ÈU¼t1œUF�

‰U¦
 È«dÐ ÆbM
U�v
 U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž ¨bMýUÐ È«tKLłbMÇ U¼Ê¬ Ãd	
 Ë  —u5 t# v¹U¼dJ#

ÆbM²J¼ U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž v~L¼ d¹“ ÈU¼ —U³Ž

  

x +1
x −2

− 3x
x + 5

  ,   2x2 + x −1
x +2

  ,   3x − 1
x + 3

Ãd	
 t# v²eUŠ—œ vMF¹ ÆbýU³� dH5 głd	
 t# XÝ« vMF
 UÐ v²>Ë U¹uÖ  —U³Ž p¹ —«bI


ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð U¹uÖ  —U³Ž —«bI
 ÁUÖÊ¬ ¨œuý dH5 U¹uÖ  —U³Ž p¹

 ÈU¹uÖ  —U³Ž

  

3x
2

− 1
x + 3

 È«“«tÐ   x = −3 Êœ«œ —«d> UÐ «d¹“ ¨XÝ« ÁbA� n¹dFð   x = −3

ÆXÝ« ÁbA� n¹dFð dJ# ¨XeUŠ s¹« —œ Ë Ábý dH5 UÐ dÐ«dÐ ÂËœ dJ# Ãd	
 Ê¬ —œ

U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž q
Uý ÈU¼teœUF
 ̈ bMýUÐ t²ý«œ œułË U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž U¼Ê¬ —œ t# v¹U¼teœUF




≤∂

tL¼ «b²Ð« ¨U¼teœUF
 s¹« qŠ È«dÐ ÆbM
U�v
Ï¨rOM#v
 qI²M
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼ —U³Ž 

 dOE� È«teœUF
 tÐ Áb
¬ XÝœtÐ Èd³ł ÈU¼ —U³Ž Êœd# ÁœUÝ Ë ÈdOÖ„d²A
 Ãd	
 UÐ fáÝ

  

P(x)
Q(x)

=0

teœUF
 t−O²�—œ ¨býUÐ dH5 UÐ dÐ«dÐ Ê¬  —u5 t# XÝ« dH5 UÐ dÐ«dÐ ÈdJ# rO�«œv
 q³> “« ÆrOÝ—v
Ï

  P(x) =0«— U¼dJ# “« p¹êO¼ Ãd	
 b¹U³� teœUF
 s¹« “« Áb
¬ XÝœtÐ ÈU¼»«uł ÆrOM#v
 qŠ «— 

p¹êO¼ Ãd	
 t# rOM#v
 ‰u³> «— v¹U¼Ê¬ Áb
¬ XÝœtÐ ÈU¼»«uł sOÐ “« s¹«dÐUMÐ ©ø«dÇ® bMM# dH5

ÆbMM# ‚b5 teQJ
 j¹«dý —œ sOMÇr¼ Ë bMMJ� dH5 «— U¼dJ# “«

t?eœUF
 bMÇ t#s¹« “« q³>ÏÈd?O?Ö„d?²A
 Ãd	
 XÝ« d²NÐ ¨rOM# qŠ «— U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž q
Uý 

ÈU¼Ãd	
 sOÐ „d²A
 »dC
 s¹dðpÇu# ÊUL¼ dJ# bMÇ U¹ Ëœ sOÐ „d²A
 Ãd	
 ÆrOM# ÊUOÐ «— U¼dJ#

t?³?ÝU×
 È«dÐ Ë XÝ« U¼Ê¬Ï«— d?J# d?¼ Ãd?	?
 ÊU?J
«  —u5 —œ XÝ« v3U# ¨U¼dJ# Ãd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

Ær¹—Ë¬ XÝœtÐ «— „d²A
dOž q
«uŽ —œ d²Ö—eÐ ÈUL� UÐ „d²A
 q
«uŽ »d{q5UŠ fáÝ ̈ rOM# t¹e−ð

 ‰U¦�±∫teœUF
 Ï 

x −2
x − 4

= x +1
x + 3

ÆbOM# qŠ «— 

∫r¹dÐv
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼ —U³Ž «b²Ð«

x −2
x − 4

− x +1
x + 3

=0

ÆrO¼œv
 ÂU−�« «— Èd³ł  UOKLŽ Ë Áœd# t³ÝU×
 «— „d²A
 Ãd	
 ÊuM#«

  = (x − 4)‰Ë« dJ# Ãd	
 

  = (x + 3)ÂËœ dJ# Ãd	
 

  = (x − 4)(x + 3)U¼Ãd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

(x −2)(x + 3) − (x +1)(x − 4)
(x − 4)(x + 3)

=0⇒ x2 + x −6 − x2 + 3x + 4
(x − 4)(x + 3)

=0

  
⇒ 4x −2

(x − 4)(x + 3)
=0

 d?O?E?� È«teœUF
 tÐ t# rOM#v
 tEŠö


  

P(x)
Q(x)

=0
t?eœU?F?
 qŠ UÐ s¹«dÐUMÐ ¨r¹bOÝ— Ï   P(x) =0

ÆrOM# «bOÄ «— teœUF
 ÈU¼»«uł rOM#v
 vFÝ

4x −2 =0⇒ x = 1
2



≤∑

 Êu?Ç

  
x = 1

2
 ÈU ¼d?J# Ãd	
 

  

x −2
x − 4

 Ë 

  

x +1
x + 3

Ë X?Ý« ‰u?³?>q?ÐU?> f?Ä ¨b?M #vL� dH5 «— 

  
x = 1

2
ÆXÝ« teœUF
 s¹« »«uł 

 ‰U¦�≤∫teœUF
 Ï 

  

x2 −2x +2
x2 −2x

−1+ x
x

= x −1
x −2

ÆbOM# qŠ «— 

X?Ýœt?Ð «— „d?²?A?
 Ãd?	?
 f?á?Ý ¨r?¹d?Ðv?
 teœUF
 ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼ —U³Ž «b²Ð«

Ær¹—Ë¬v


  

x2 −2x +2

x2 −2x
− 1+ x

x − x −1
x −2 =0

  = x2 −2x = x(x −2)‰Ë« dJ# Ãd	
 

xÂËœ dJ# Ãd	
 Ω 

  = x −2ÂuÝ dJ# Ãd	
 

  = x(x −2)U¼Ãd	
 ÆÂÆÂÆ„ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

  

x2 −2x +2− (x −2)(1+ x) − x(x −1)
x(x −2)

=0

  
⇒ −x2 + 4

x(x −2)
=0⇒ −x2 + 4 =0⇒ x2 = 4 ⇒ x = 2, x = −2

 ÊuÇ  x = 2 ÈU¼dJ# Ãd	
 

  

x2 −2x +2
x2 −2x

, x −1
x −2

Ë XJO� ‰u³>qÐU> »«uł ̈ bM#v
 dH5 «— 

 jI3  x = −2‚b?5 teœUF
 œuš —œ teœUF
 »«uł t# UłÊ¬ “« ÆXÝ« ‰u³>qÐU> Ë teœUF
 s¹« »«uł 

 Êœ«œ —«d> UÐ ¨bM#v
  x = −2tDÐ«— p¹ tÐ ¨teœUF
 —œ Ï∫rOÝ—v
 d¹“  —u5tÐ XÝ—œ 

(−2)2 −2(−2) +2
(−2)2 −2(−2)

−1+ (−2)
−2

= −2−1
−2−2

⇒ 3
4

= 3
4

∫s¹dLð∫bOM# qŠ «— d¹“ ÈU¼teœUF
 “« p¹d¼ 

2x + 4
x +2

=1 ®±

x + 5
3x +15

= 1
3

 ®≤



≤∏

  

3x −2
x

+ 2x + 5
x + 3

= 5 ®≥

  

2x + 3
2x −2

− 5
x2 −1

= 2x − 3
2x +2

 ®¥

  

1
x +1

− 1
x

= 1
x −1

− 1
x −2

 ®µ

  

x +1
x −1

− x −1
x +1

= 3x(1− x −1
x +1

) ®∂

  

2x + 3
x −1

− 2x − 3
x +1

= 10
x2 −1

 ®∑

  

3
3x2 − 3x −28

= 5
5x2 − x −20

 ®∏

π —«bI
 tÇ È«“«tÐ ‡‡ateœUF
 ¨Ï 

x
a − x

+ a − x
x

= a
x »«uł È«—«œ   x = 2ÆXÝ« 

±∞ —«bI
 tÇ È«“«tÐ ‡‡kteœUF
 ¨Ï 

4− t
2−2t

= 3t2 + k
(t2 +1)2 −68

 »«uł È«—«œ   t = −3ÆXÝ« 

U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž q�Uý ÈU¼t1œUF�U�

t?K?C?Ž —œ Ë—«œ vŽu� v²>ËÏV?J?Šd?Ð® Ë—«œ X?E?K?ž ¨œuýv
 o¹—eð —ULOÐ p¹ XÝ«— XÝœ 

 ©d?²?Oe vKO
 d¼ —œ ÂdÖvKO
tt?D?Ð«— “« v?³¹dIð —uÞtÐ ¨éÇ XÝœ tKCŽ —œ o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ Ïd?¹“ 

∫b¹¬v
 XÝœtÐ

  
C = 0/12t

t2 +2

tKCŽ —œ Ë—«œ XEKž ̈ o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ bMÇ t# rO�«bÐ rO¼«ušv
Ï UÐ dÐ«dÐ éÇ XÝœ ∞¥[∞

∫r¹—«œ tK¾J
 s¹« qŠ È«dÐ øXÝ« d²AOÐ U¹ d²OevKO
 —œ ÂdÖvKO


C . 0/04 ⇒ 0/12t
t2 +2

. 0/04

 œbŽ —œ «— teœUF
 ·dÞ Ëœ tÇÊUMÇ±∞∞∫Xý«œ rO¼«uš ¨rOM# »d{ 

  

12t
t2 +2

. 4 ⇒ 12t
t2 +2

− 4 . 0⇒ 12t − 4t2 − 8
t2 +2

. 0

  —U?³?Ž ÊuM#«

  
P = −4t2 +12t − 8

t2 +2
Á—«u?L ¼ d?J?# Ãd?	?
 Êu?Ç ¨rOM#v
 X
öŽ sOOFð «— 



≤π

 Á—«u?L ¼ vMF¹ XÝ« X³¦
  t2 +2  0 X
öŽ fÄ ¨Ps?¹«d?ÐU?MÐ ¨œ—«œ dJ#  —u5 X
öŽ tÐ v~²JÐ 

ÆrOM# X
öŽ sOOFð «— dJ#  —u5 XÝ« v3U#

  t = 2 U¹   −4t2 +12t − 8 =0  − 4(t2 − 3t +2) =0⇒ −4(t −1)(t −2) =0⇒ t =1

t 1 2

4t2 +12t 8 +
∞ +∞

»«uł 

 t#s¹« È«dÐ ̈ rOM#v
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ  C . 0/04 b¹UÐ býUÐ   1≤ t ≤ 2tK5U3 —œ vMF¹ Ï

 UÐ dÐ«dÐ —ULOÐ éÇ XÝœ tKCŽ —œ Ë—«œ XEKž ¨o¹—eð “« bFÐ XŽUÝ Ëœ Uð p¹∞¥[∞d¼ —œ ÂdÖvKO
 

ÆXÝ« d²AOÐ U¹ d²OevKO


ÈU¼ —U³Ž q
Uý ÈU¼teœUF
U� «— bMýUÐ t²ý«œ œułË U¹uÖ ÈU¼ —U³Ž U¼Ê¬ —œ t# v¹U¼teœUF
U�

tL¼ «b²Ð« ¨U¼teœUF
U� s¹« qŠ È«dÐ ÆbM
U�v
 U¹uÖÏq?I²M
 teœUF
U� ·dÞ p¹ tÐ «— Èd³ł ÈU¼ —U³Ž 

Êœd# ÁœUÝ Ë ÈdOÖ„d²A
 Ãd	
 UÐ fáÝ ¨rOM#v
v?¹U¼teœUF
U� tÐ Áb
¬ XÝœtÐ Èd³ł ÈU¼ —U³Ž 

 d?OE�

P(x)
Q(x)

. 0
 U¹ 

P(x)
Q(x)

 0
 U¹ 

P(x)
Q(x)

≤0
 U?¹ 

P(x)
Q(x)

. 0
 r?OÝ—v
 ®Ãd?	
 Ë  —u5 U¼Ê¬ —œ t#

 dOG²
 VJŠdÐ ÈU¼È«tKLłbMÇ dJ#xtŽuL−
 s²3U¹ È«dÐ fáÝ ̈ ©bM²J¼ ÏÈU¼teœUF
U� “« p¹d¼ »«uł 

 ‰U¦
 È«dÐ ¨ôUÐ

P(x)
Q(x)

. 0
  —U³Ž ¨

P(x)
Q(x)XeUŠ s¹« —œ Ë rOM#v
 X
öŽ sOOFð ‰Ëbł p¹ —œ «— 

¨b?M?²?J?¼ d?H?5 U?¹ X?³?¦?
 U ¼Ê¬ —œ ‚u?3  —U³Ž U¼Ê¬ È«“«tÐ t# X
öŽ sOOFð ‰Ëbł “« v¹U¼XLJ>

tŽuL−
ÏÆXÝ« teœUF
U� »«uł 

 ‰U¦�±∫teœUF
U� Ï 

  

x +2
2x −1

≤ 1
x −2

ÆbOM# qŠ «— 

  

x +2
2x −1

− 1
x −2

≤0⇒ (x +2)(x −2) − (2x −1)
(2x −1)(x −2)

≤0

⇒ x2 −2x − 3
(2x −1)(x −2)

≤0

  —U³Ž ÊuM#«P = x2 −2x − 3
(2x −1)(x −2)ÈU¼»«uł —uEM
 s¹« È«dÐ ªrOM#v
 X
öŽ sOOFð «— 

∫rOM#v
 t³ÝU×
 œułË  —u5 —œ «— dJ# Ãd	
 Ë  —u5

  x
2 −2x − 3 =0⇒ (x − 3)(x +1) =0⇒ x = 3, x = −1

  
(2x −1)(x −2) =0⇒ x = 1

2
, x = 2



≥∞

x ∞ 3
x2 2x 3

(2x 1)(x 2)
P ++

1
1 2 2 +∞

+

+
++

+

++

x ∞ 1 2

4x 4 + +

x2 3x+ 2 ++

+P

+∞

  —U³Ž X
öŽ sOOFð ‰ËbłP∫rO¼œv
 qOJAð «— 

  —U?³?Ž t # rOM#v
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐP È«dÐ 

    
x . . −1, 1

2
)2, 3( .X
öŽ È«—«œ 

∫r¹—«œ t−O²�—œ ¨XÝ« dH5 U¹ vHM


 

    
= x . R −1≤ x . 1

2       2 . x ≤ 3



.
#
.

tŽuL−
Ï»«uł 

                                                   

U¹ 

 ‰U¦�≤∫teœUF
U� Ï 

  

x2 + x +2
x2 − 3x +2

. 1ÆbOM# qŠ «— 

  

x2 + x −2
x2 − 3x +2

−1. 0⇒ x2 + x −2− x2 + 3x −2
x2 − 3x +2

. 0⇒ 4x − 4
x2 − 3x +2

. 0

  —U³ŽP = 4x − 4
x2 − 3x +2

Ë  —u?5 ÈU¼»«uł —uEM
 s¹« È«dÐ ¨rOM#v
 X
öŽ sOOFð «— 

∫rOM#v
 «bOÄ œułË  —u5 —œ «— dJ# Ãd	


  4x − 4 =0⇒ x =1

  x = 2 U¹   x
2 − 3x +2 =0⇒ (x −1)(x −2) =0⇒ x =1

  —U³Ž X
öŽ sOOFð ‰ËbłP∫rO¼œv
 qOJAð «— 

  »«uł
 ÁbA� n¹dFð      ÁbA� n¹dFð

»«uł 

ÁbA� n¹dFð      ÁbA� n¹dFð

»«uł            »«uł



≥±

  —U³Ž —œ t# Xý«œ tłuð b¹UÐP È«“«tÐ   x =1dJ# XeUŠ s¹« —œ t# œuýv
 dH5 dJ# Ãd	
 

  —U³Ž t# rOM#v
 tEŠö
 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ÆXÝ« ÁbA� n¹dFðP È«dÐ 
    x . (−. ,1)(1,2)È«—«œ 

∫r¹—«œ t−O²�—œ ¨XÝ« vHM
 X
öŽ

                                                            

U¹       = x . R x . 1       1. x . 2{ }tŽuL−
 Ï»«uł 

∫s¹dLðÆbOM# qŠ «— d¹“ ÈU¼teœUF
U� “« p¹d¼ 

  

6 − x2

x
 1 ®≤

  
1− 1

x
. x +1 ®±

  

x2 −2
x

. 1 ®¥

  

2x −1
x

 1 ®≥

1− x
2x − 5

 1 ®∂

x +1
x

− x
x −1

≤ 2 ®µ

2x − 3 − 1
x − 5

. x − 4− 1
x − 5

 ®∏

1
2x2 + x +1

. 1
x2 +1

 ®∑

 “« Èd¹œUI
 tÇ È«“«tÐxøb�«t³ÝU×
 qÐU> d¹“ Èd³ł ÈU¼ —U³Ž 

  

1
x2 − 3

4
4

 ®±∞

  

x +1
x −1

− x −1
x +1

 ®π

  

2x2 + x −6
3x2 − 7x −6

− 5x 16 − x2
 ®±±

±≤—u?Þt?Ð ôU # Ê¬ v?~?²?H ¼ ‘Ëd?3 ¨b¹¬v
 —«“UÐ tÐ b¹bł Ë »užd
 ÈôU# Ÿu� p¹ v²>Ë ‡‡

Á—Ëœ p¹ È«dÐ ‰uLF
Ï ‘Ëd3 —«“UÐ bOM# ÷d3 ÆbÐU¹v
 g¼U# fáÝ Ë g¹«e3« v�U
“ SbŠ«Ë —«e¼ 

 ¨ôU#ttDÐ«— “« ¨v3dF
 “« bFÐ t²H¼ Ï∫b¹¬ XÝœtÐ d¹“ 

  
S = 200t

t2 +100

 ôU# v~²H¼ ‘Ëd3 l>u
 tÇ∏øXÝ« t²H¼ d¼ —œ d²AOÐ U¹ bŠ«Ë —«e¼ 

t³ÝU×�Ï vðU¦K¦� ÈU¼X³7� (+ .& )
 v{U¹— —œ≤l?Ð«u?ð “« v?C?F?Ð  «dOOGð g¹UL� vM×M
 Ë r¹bý UMý¬ vðU¦K¦
 lÐ«uð Ë U¼X³J� UÐ 



≥≤

 dÖ« r¹b¹œ Ær¹œd# rÝ— «— vðU¦K¦
%∫ÁUÖÊ¬ ¨býUÐ Á«u	eœ t¹Ë«“ p¹ 

1+ tan2 = . 1
cos2 %

 Ë tan = . sin %
cos% Ë sin2 + . cos2 = . 1

∫œuýv
 n¹dFð d¹“  —u5tÐ t# XÝ« X�«ó�U²# ¨vðU¦K¦
 rN
 ÈU¼X³J� “« d~¹œ vJ¹

  
cot = . cos%

sin %
= 1

tan %
—«b?I?
 ¨X?Ý« d?H?5U?� X?�«ó?�U?ð —«bI
 t# v¹U¼t¹Ë«“ —œ t# X3dÖ t−O²� Ê«uðv
 n¹dFð s¹« “«

∫r¹—«œ v3dÞ “« ¨XÝ« n¹dFð qÐU> X�«ó�U²#

cot = .
1

tan %⇒ tan × . cot = . 1

tDÐ«— “«ÏËœ d¼ Á—«uL¼ ¨t¹Ë«“ p¹ È«dÐ n¹dFð qÐU> X�«ó�U²# Ë X�«ó�Uð t# œuýv
 t−O²� dOš« 

ÆXÝ« X�«ó�Uð X
öŽ bM�U
 vðU¦K¦
 Ád¹«œ —œ X�«ó�U²# X
öŽ t−O²�—œ ¨bMýUÐv
 X
öŽr¼

α
0

cotα

tanα

y

x

 ‰U¦�±∫

    
cot60= 1

tan60

= 1
3

= 3
3

 ®ne«

    
cot 45=

1
tan45

=
1
1

=1 ®»

 ‰U¦�≤∫ dÖ«   sin2 %cot % . 0 ÊU?L# ÈUN²�«  —u5s¹« —œ %v?ðU¦K¦
 Ád¹«œ tOŠU� Â«b# —œ 

øXÝ« l>«Ë

∫qŠ∫r¹—«œ X�«ó�U²# n¹dFð tÐ tłuð UÐ 

sin2 × . cot % . 0⇒ sin2 × .
cos%
sin % . 0⇒ sin × . cos% . 0

X�«ó�Uð —u×�

X�«ó�U²; —u×�



≥≥

 b?¹U?Ð ¨b?ýU?Ð —«d?>d?Ð d?Oš« ÈdÐ«dÐU� t#s¹« È«dÐsin % Ë cos% ËU?H?²
 ÈU¼X
öŽ È«—«œ 

¨b??M??ýU?Ð ÊU??L? # ÈU? N??²??�« t??−?O?²?�—œ % ÂËœ l??Ð— —œ ¨  (cos% . 0 ,  sin %  0)Â—U??N??Ç l??Ð— —œ U?¹ 

  (cos%  0 ,  sin % . 0)ÆXÝ« l>«Ë 

 vðU¦K¦� ÈU¼X³7� všdÐ t³ÝU×�(+ .& ) vðU¦K¦� ÈU¼X³7� V7ŠdÐ % Ë &
 jšrO� bOM# ÷d3OA —u×
 UÐ OXt¹Ë«“ 

% UÐ Ë OC t¹Ë«“ & “« Æœ“UJÐ  A dÐOAÈœuLŽ 

 U?ð r?OM#v
 Ã—UšOCtDI� —œ «— Ï B“« Æb?M# lD> 

A œu?L?ŽAP “« Ë B œu?L?Ž BQ d??Ð «— OXr?Ý— 

 “« e??O?� Ë r?O?M?#v?
A œu??L?Ž AT d?Ð «— BQœËd?3 

t¹Ë«“ Ær¹—Ë¬v
Ï ABT dÐ«dÐ %∫r¹—«œ Ë XÝ« 

x
O Q P

A
T

B

C

α

β

α + β

α

sin(+ .& ) = BQ
OB

= BT + TQ
OB

= BT + AP
OB

= BA cos+ . OAsin %
OB

= BA
OB

cos+ . OA
OB

sin %

= sin&cos+ . cos&sin %

= sin %cos+ . cos%sin&

∫s¹«dÐUMÐ

®±   ©sin(+ .& ) = sin %cos+ . cos%sin&

 Êœ«œ —«d> UÐ= .&∫b¹¬v
 XÝœtÐ eO� d¹“ t−O²� 

®≤   ©sin2= . 2sin %cos%

∫t# œuýv
 XÐUŁ tÐUA
 o¹dÞ tÐ

®≥   ©cos(+ .& ) = cos%cos− . sin %sin&



≥¥

 Êœ«œ —«d> UÐ= .&∫œuýv
 q5UŠ eO� d¹“ t−O²� 

®¥   ©

  
cos2= . cos2 − . sin2 %

® tDÐ«— —œ dÖ«¥ ÈUłtÐ ©  sin2 % rO¼œ —«d>   1− cos2 %∫Xý«œ rO¼«uš ª

  cos2= . cos2 − . sin2 = . cos2 − . (1− cos2 %) = 2cos2 − . 1

∫t−O²�—œ

®µ   ©

  
cos2= . 2cos2 − . 1

tDÐ«— —œ dÖ« ËÏ® ¥ ÈUłtÐ ©  cos2 % rO¼œ —«d>   1− sin2 %∫Xý«œ rO¼«uš ª

cos2= . cos2 − . sin2 = . 1− sin2 − . sin2 = . 1−2sin2 %
∫t−O²�—œ

®                                                                 ∂©cos2= . 1−2sin2 %

 ‰U¦�±∫ vðU¦K¦
  —U³Ž 

sin2%
1+ cos2%ÆbOM# ÁœUÝ «— 

∫qŠ

  

sin2%
1+ cos2%

= 2sin %cos%
1+ (2cos2 − . 1)

= 2sin %cos%
2cos2 %

= sin %
cos%

= tan %

® ÈU¼tDÐ«— —œ tÇÊUMÇ±® Ë ©≥ ©−. s¹e~¹Uł «— &∫Xý«œ rO¼«uš «— d¹“ ÈU¼‰u
d3 ̈ rOM# 

sin(− .& ) = sin %cos− . cos%sin&
cos(− .& ) = cos%cos+ . sin %sin&

 t#s¹« ÷d3 UÐ  cos(+ .& ) ≠0∫r¹—«œ X�«ó�Uð n¹dFð “« ¨

tan(+ .& ) = sin(+ .& )
cos(+ .& )

= sin %cos+ . cos%sin&
cos%cos− . sin %sin&

 t?ÇÊUMÇ  cos%cos≠ . 0 d?Ð X?Ý«— X?L?Ý d?J?# Ãd?	
 Ë  —u5 rOJIð UÐ ¨cos%cos&

∫Xý«œ rO¼«uš

  

tan(+ .& ) =

sin %cos&
cos%cos&

+ cos%sin&
cos%cos&

cos%cos&
cos%cos&

− sin %sin&
cos%cos&

= tan + . tan&
1− tan %tan&



≥µ

∫s¹«dÐUMÐ

  
tan(+ .& ) = tan + . tan&

1− tan %tan&

 Êœ«œ —«d> UÐ= .&t−O²� Ï∫b¹¬v
 XÝœtÐ d¹“ 

tan2= .
2tan %

1− tan2 %

 ‰U¦�≤∫

    sin75= sin(30+ 45) ®ne«

    = sin 30cos45+ cos 30sin45

  
= 1

2
× 2

2
+ 3

2
× 2

2

  
= 2

4
+ 6

4
= 2 + 6

4

    cos75= cos(30+ 45) ®»

= cos 30cos45− sin 30sin45

  
= 3

2
× 2

2
− 1

2
× 2

2
= 6 − 2

4

    tan75= tan(30+ 45) ®Ã

    

= tan 30+ tan45

1− tan 30tan45

=

3
3

+1

1− 3
3

×1
= 3 + 3

3 − 3

    
cot 75= 1

tan75

= 3 − 3
3 + 3

 ®œ

    cos15= cos(45 − 30) ®‡¼

  = cos45cos 30+ sin45sin 30

  
= 2

2
× 3

2
+ 2

2
× 1

2
= 6 + 2

4

 ‰U¦�≥∫ÆbOM# XÐUŁ «— d¹“ ÈU¼ÈËUJð v²Ý—œ 

sin(x −
.
6

) + cos(x +
.
3

) =0 ®ne«



≥∂

∫qŠ

= (sin xcos .
6

− cosxsin .
6

) + (cosxcos .
3

− sin xsin .
3

)ÈËUJð éÇ ·dÞ 

=
3

2
sin x −

1
2

cosx +
1
2

cosx −
3

2
sin x =0

  sin(a + b) + sin(a − b) = 2sin a cos b ®»

∫qŠ

= sina cosb + cosasin b + sina cosb − cosasin bÈËUJð éÇ ·dÞ 

  = sina cosb + sina cosb = 2sina cosb

cos4 x − sin4 x = cos2x ®Ã

∫qŠ

  cos4 x − sin4 x = (cos2 x − sin2 x)(cos2 x + sin2 x)

  = (cos2x) ×1= cos2x

 ‰U¦�¥∫ bOM# ÷d3 sin= .
5

13
 Ë tan= .

3
4

 ÈU¼t¹Ë«“ —œ % Ë &ÈU¼ —U³Ž ̈ bMýUÐ ÁœUŠ 

ÆbOM# t³ÝU×
 «— d¹“

  tan2% ®Ã  cos2& ®»sin(+ .& ) ®ne«

∫qŠt?³?ÝU×
 È«dÐ ©ne« Ï sin(+ .& )È«d?Ð ”u?M?O?J?# Ë ”u?MOÝ vðU¦K¦
 ÈU¼X³J� tÐ “UO� 

ÁœUŠ ÈU¼t¹Ë«“Ï % Ë &∫r¹—«œ 

cos2= . 1− sin2= . 1−
25

169
=

144
169

⇒ cos= ( .
12
13

 ÊuÇ% ÊUL# ÈUN²�« fÄ ¨XÝ« ÁœUŠ È«t¹Ë«“ % fÄ ¨XÝ« vðU¦K¦
 Ád¹«œ ‰Ë« lÐ— —œ   cos%  0

 t−O²�—œcos= .
12
13

Æ

  

1
cos2 &

=1+ tan2 = . 1+
9

16
=

25
16

⇒ cos2 = .
16
25

             cos= .
4
5

sin2= . 1− cos2= . 1−
16
25

=
9

25
⇒ sin2= .

9
25

            sin= .
3
5

  
sin(+ .& ) = sin%cos+ . cos%sin= .

5
13

×
4
5

+
12
13

×
3
5

=
56
65

⇒⇒⇒

⇒⇒⇒
&ÁœUŠ 

&ÁœUŠ 



≥∑

©»cos2= . cos2− . sin2= .
16
25

−
9

25
=

7
25

©Ã

  
tan2= .

2tan%
1− tan2%

 t# UłÊ¬ “«sin= .
5

13
 Ë cos= .

12
13

∫Xý«œ rO¼«uš ¨

tan= .
sin%
cos% =

5
12

∫t−O²�—œ

  

tan2= .
2× 5

12

1− 25
144

=

10
12

119
144

=
120
119

s¹dLð

± ÈU¹«Ë“ vðU¦K¦
 ÈU¼X³J� ‡‡
    15

 Ë 
    22 / 5

ÆbOM# t³ÝU×
 «— 

≤ bOM# ÷d3 ‡‡tan= .
3
4

 Ë tan= .
5

12
 Ë % Ë &t³ÝU×
 «— d¹“ ÈU¼ —U³Ž ̈ bMýUÐ ÁœUŠ 

ÆbOM#

sin(+ .& )  ,  cos(+ .& )  ,  tan(+ .& )

≥ bOM# ÷d3 ‡‡sin= .
4
5

 Ë sin= .
15
17

 Ë % Ë ÁœUŠ &«— d¹“ ÈU¼ —U³Ž ¨býUÐ tłdHM
 

ÆbOM# t³ÝU×


sin(+ .& )  ,  cos(+ .& )  ,  cot(+ .& )

sin2% ,  cos2% ,  tan2&

¥ÆbOM# ÁœUÝ «— d¹“ ÈU¼ —U³Ž ‡‡

sin(x +
.
3

)  ,  cos( .
3

+
.
4

)  ,  tan( .
6

+
.
4

)

µÆbOM# XÐUŁ «— d¹“ ÈU¼ÈdÐ«dÐ v²Ý—œ ‡‡

  
sin(3.

2
− x) = −cosx ®ne«

cos( .
2

+ . ) = −sin ) ®»



≥∏

  cos(− .& ) − cos(+ .& ) = 2sin %sin& ®Ã

  sin2xcosx − cos2xsin x = sin x ®œ

sin= . 2sin %
2

cos %
2

 ®‡¼

cos= . 2cos2 %
2

−1 ®Ë

1− cos= . 2sin2 %
2

 ®“

  

tan= .
2tan %

2

1− tan2 %
2

 ®Õ

2
tan+ . cot% = sin2% ®◊

sin x
1+ cosx = tan x

2
 ®È

cot x
2

− tan x
2

= 2cot x ®„

lÐUð

lÐUð tâA¹—Uð

—œ Èœö?O?
 r ¼b?H ¼ Êd?> —œ ådOG²
 —«bI
ò Ê«uMŽ UÐ lÐUð ÂuNH
 —UÐ sO²J	� È«dÐ

®  —U #œt�— ÈU¼—U#±∂µ∞‡‡±µ∂πb?¹b?Ä vÝbM¼ ÈU¼t²ýu� —œ Ë ÈuJ�«d3 Ê«bO{U¹— ©Â

t?Ýb?M¼ »U²# —œ  —U#œ Æb
¬Ïd?O?O?G?ð t?−O²� —œ ÷dŽ dOOGðò Ê«uMŽtÐ «— lÐUð ÂuNH
 œuš 

® v?eu?�d?Ð ÊU¼u¹ r¼b−¼ Êd> —œ ÆbM#v
 vÝ—dÐ å‰uÞ±∑¥∏‡‡±∂∂∑t?Ð Ë b¹bł ÁUÖb¹œ ©

∫b¹uÖv
 Ë« ¨bM#v
 ÕdD
 lÐUð tÐ X³J� «— vKOK×ð ÕöD5«

ÆœdOÖv
 dE�—œ d~¹œ dOG²
 —«bI
 UÐ «— dOG²
 p¹ —«bI
 t# XÝ« È—u²Ýœ Ê«uMŽtÐ lÐUðòå

 ‰UÝ —œ±∑¥∏® deË« œ—U�u¾e ±∑∏≥‡‡±∑∞∑œUL� veu�dÐ ÊU¼u¹ œdÖUý ©Â
±

 fÈ«dÐ «— 

∫bM#v
 ÕdD
  —u5 s¹« tÐ vKOK×ð ÁUÖb¹œ “« «— Ê¬ Ë X3dÖ dE�—œ lÐUð

±‡‡ Function



≥π

dOG²
 —«bI
 s¹« “« Èu×�tÐ t# vKOK×ð  —U³Ž p¹ “« XÝ«  —U³Ž ̈ dOG²
 p¹ lÐUðò

d²OÄ ÊU¼u¹ Êd> Ëœ vÞ “« fÄ ̈ ÁdšôUÐ åÆXÝ« Ábý qOJAð XÐUŁ ÈU¼—«bI
 U¹ U¼œbŽ “« Ë

® tKJ¹d¹œ Ê˛ue ËU²ÝuÖ±∏µπ‡‡±∏∞µn¹dFð ̈ r¼œ“u� Êd> jÝ«Ë« —œ v�ULe¬ Ê«œv{U¹— ©Â

∫bM#v
 ÊUOÐ sýË— vð—u5tÐ «— lÐUð È“Ëd
«

òy dOG²
 “« vFÐUð xÁ“UÐ —œ Ï a ≤ x ≤ b —«bI
 d¼ È«dÐ t# vÞdý tÐ ̈ XÝ« xs¹« “« 

 bM�U
 Èœd3tÐ dB×M
 Ë h	A
 —«bI
 ¨Á“UÐyåÆbýUÐ t²ý«œ œułË Ê¬ UÐ dþUM²
 

ÈdBMŽ Ë bM#v
 qLŽ tŽuL−
 p¹ d5UMŽ ÈË— t# XÝ« vKLŽ lÐUð bO�«œv
 t# —uÞÊUL¼

® ‰U¦
 Ê«uMŽtÐ Æœ“UÝv
 dOE� «— tŽuL−
 p¹ —œ±ÆbOM# tłuð d¹“ ‰Ëbł Ë qJý tÐ ©

≤µ∞±µ∞±∞∞µ∞∞(p)Ê“Ë 

±∂±≥±±π∏(l)‰uÞ 

8 9

50

11

100
150

13

250

16

Á“«b�« ‰Ëbł s¹«ÏÊUA� ̈ XÝ« Ábý t²	¹Ë¬ Ê¬ tÐ t# v�“Ë —«bI
 “« XÝ« vFÐUð t# ̈ «— dM3 p¹ ‰uÞ 

 UÐ «— Ê“Ë Æ©d²
v²�UÝ VJŠ dÐ ‰uÞ Ë ÂdÖ VJŠdÐ Ê“Ë® b¼œv
p UÐ «— ‰uÞ Ë lö¦
 ÆrOM#v
 h	A
 Î

 dÖ«  p =100 b?ýUÐ ÂdÖ   l =11 d?¼ t?Ð œu?ýv
 Áb¹œ t# È—uÞtÐ ÆXÝ« d²
v²�UÝ p p?¹ UNMð lt²JÐ«Ë 

 XOL# Ëœ ÊUO
 tDÐ«— ôUÐ ‰Ëbł VOðdðs¹bÐ ÆœœdÖv
p Ë lœ«bŽ« tÐ t# È“UÝdOE� qLŽ p¹  —u5tÐ «— 

Æb¼œv
 ÊUA� ¨b�uýv
 dOE� sO¹UÄ dDÝ œ«bŽ« ôUÐ dDÝ

lÐUð tM
«œ ‰U¦
 s¹« —œ Æœ—«œ ÂU� lÐUð tM
«œ ̈ bM#v
 qLŽ U¼Ê¬ ÈË— lÐUð p¹ t# Èd5UMŽ tŽuL−


 Á“UÐ  0,M. . t# XÝ« MÆœuA� Á—UÄ dM3 Uð œuL� Ê«e¹Ë¬ dM3 Ê¬ tÐ Ê«uðv
 t# XÝ« v�“Ë d¦#«bŠ 

‰U¦�≤∫ lÐUð   f(x) = 3x −1 tM
«œ UÐ «— 

  
−1,− 1

3
,0, 1

3
,1,2




.
#
.t?# bOM# tłuð Æb¹dO~Ð dE�—œ 



¥∞

tz«—« —œÏ r?O¼«ušv
 Æœuý tz«—« b¹UÐ eO� Ê¬ tM
«œ ¨vFÐUð d¼ ftKOÝËtÐ «— Ï —u?5tÐ sOMÇr¼ Ë ‰Ëbł 

tŽuL−
ÏÆrO¼œ g¹UL� Vðd
 ÈU¼ÃË“ 

∫qŠ d¹œUI
 f(x)∫rOM#v
 «bOÄ «— 

  f(−1) = 3(−1) −1= −3 −1= −4

f(− 1
3

) = 3(− 1
3

) −1= −1−1= −2

  f(0) = 3(0) −1=0−1= −1

  
f(

1

3
) = 3(

1

3
) −1=1−1=0

  f(1) = 3(1) −1= 3 −1= 2

  f(2) = 3(2) −1= 6 −1= 5

 d¹œUI
 d¹“ ‰Ëbł f(x) d¹œUI
 UÐ dþUM²
 x∫b¼œv
 ÊUA� «— 

  

x −1 −
1

3
0

1

3
1 2

y = f(x) −4 −2 −1 0 2 5

tŽuL−
 ¨Vðd
 ÈU¼ÃË“  —u5 tÐ lÐUð Êœd# h	A
 È«dÐ ÊuM#«Ï∫rO¼œv
 qOJAð «— d¹“ 

f = (x,f(x)) x . Df{ }

  (2,5)} Ë   (1,2) Ë 

  
(1
3

,0) Ë   (0,−1) Ë (− 1
3

,−2) Ë   f = (−1,−4){

 ‰U¦�≥∫ lÐUð   f(x) = 2x + 3 tM
«œ UÐ «—   −2,−1,0,1{ } Ær¹dOÖv
 dE�—œ ftKOÝË tÐ «— ÏÈU¼ÃË“ 

ÆbO¼œ g¹UL� —«œuL� Ë Vðd


∫qŠ∫r¹—«œ   f(−2) = −4+ 3 = −1

  f(−1) = −2+ 3 =1

  f(0) =0+ 3 = 3

  f(1) = 2+ 3 = 5

  (1,5)} Ë   (0, 3) Ë   (−1,1) Ë   f = (−2,−1){

O x

y

3

5

11
2

2



¥±

 ¨œuýv
 Áb¹œ q³> ÈU¼‰U¦
 —œ t# È—uÞtÐf(x) lÐUð —«bI
 t# s¹«dÐ ÁËöŽ f¨bM#v
 sOF
 «— 

t?M?
«œ “« u?C?Ž d ¼ tÐ Ë b¹UL�v
 h	A
 eO� «— lÐUð s¹« Êu�U>ÏÐ “« u?C?Ž p?¹ UNMð lÐUð 
Ô

X?³J� «— œd

 lÐUð dÖ« Æb¼œv
f bM�U
 ¨tM
«œ “« ÈuCŽ tÐ x dBMŽ ªyÐ “« 
Ô

∫rOJ¹u�v
 ¨b¼œ X³J� «— lÐUð œd

y = f(x)

tŽuL−
 r¹—«œ —U#ËdÝ U¼Ê¬ UÐ t# v¹U¼lÐUð œdÐ Ë tM
«œ ̈ »U²# s¹« —œÏ“« vA	Ð U¹ vIOIŠ œ«bŽ« 

 lÐUð ÆXÝ« vIOIŠ œ«bŽ«f vMF¹ býUÐ vIOIŠ œ«bŽ« ‘œdÐ Ë tM
«œ t# «—   Df ⊆ R Ë   Rf ⊆ RlÐU‡ð 

 b?M?�U
 lÐUð p¹ tM
«œ dÖ« ÆbM
U�v
 vIOIŠ d¹œUI
 UÐ vIOIŠf tŽuL−
 Av?IOIŠ œ«bŽ« lÐUð d¹œUI
 Ë 

∫rOJ¹u�v
 bMýUÐ

  f:A → .. R

sOýU� Ê«uMŽtÐ lÐUð

y

f sOýU�

n?¹dFð Ë ÂuNH
 qOLJð Ë g¹«bOÄ a¹—Uð ¨g	Ð s¹« È«b²Ð« —œ

—uBð t# œuýv
 h	A
 ¨Ê¬ —œ X>œ vL# UÐ ¨bý ÊUOÐ lÐUð È“Ëd
«

tL¼ „d²A
 vM¼–Ïb?M�U
 lÐUð t# XÝ« s¹« lÐUð n¹dFð “« U¼Ê«bO{U¹— 

 t # È—u?Þt?Ð ¨bM#v
 qLŽ sOýU
 p¹xt?M
«œ “« ÏÈœË—Ë —œ «— lÐUð 

 —«bI
 p¹ UNMð Ë œdOÖv
 sOýU
yfÄ ¨bM#v
 d¼Uþ vłËdš —œ «— 

∫X3dÖ dE�—œ lÐUð È«dÐ «— qÐUI
 ‰b
 Ê«uðv


 sOýU
 ÊuÇf ÈË— xq5UŠ Ê«uðv
 ¨b¼œv
 ÂU−�« «— vKLŽ 

 ÈË— q?LŽ Ê¬x UÐ «— f(x)s?O?ýU?
 v?łËd?š —œ s?¹«dÐUMÐ ¨œ«œ g¹UL� 

 ÈUłtÐ Ê«uðv
y “« f(x)Æœd# ÁœUH²Ý« 

 d?¹œUI
xt?M?
«œ t?Ð o?KF²
 t# Ït?Ð ÈœË—Ë o?¹d?Þ “« ¨b?M²J¼ lÐUð 

 sOýU
 ÊË—œ fáÝ ¨bMM#v
 «bOÄ Á«— sOýU
fÈ«ÁbŽU> U¹ —u²Ýœ o³Þ 

 œd3tÐ dB×M
 —«bI
 ̈ XÝ« Ábý h	A
 q³> “« t#y = f(x)t²šUÝ 

Æœuýv


ôu?LF
 t# Xý«œ tłuð b¹UÐÎ “« x “« ¨dOG²
 Êœ«œ ÊUA� È«dÐ f

 “« Ë lÐUð Êœ«œ ÊUA� È«dÐy U¹ f(x)ÁœUH²Ý« lÐUð —«bI
 Êœ«œ ÊUA� È«dÐ 

ÆrOM#v


y f ( x )

f sOýU�

x . Df

x . Df



¥≤

t×H5 ‰U¦
 Ê«uðv
 ÊuM#«Ï ≥πÁ—UÐ—œ t# «— ÏtłuðUÐ «— XÝ« Ê¬ tÐ Ábý t²	¹Ë¬ t�“Ë Ë dM3 ‰uÞ 

∫ÈU¼œUL� UÐ ¨r¹b¹œ t# tâ�¬ tÐ

f = p, f(p)( ) p . Df{ }      U¹   
  

p  f(p)

 lÐUð s¹«dÐUMÐ Æœ«œ ÊUA� eO�ftKOÝË tÐ «— ÏÆœ«œ g¹UL� Ê«uðv
 ôUÐ ÈU¼qJý “« vJ¹ U¹ —«œuL� ¨‰Ëbł 

 n¹dFð t# XÝ« —UJý¬f d¼ tÐ býUÐ t#  —u5 d¼ tÐ p p¹ UNMð lö¦
 ÆbM#v
 t²JÐ«Ë ÎtL¼ Ïv¹U¼œUL� 

 tÐ r¹«ÁœdÐ —U#tÐ lÐUð n¹dFð È«dÐ t#  p =150 —«bI
 UNMð   l =13ÆbM¼œv
 X³J� «— 

 l?ÐUð t# U−�¬ “«
  

f:x  ytŽuL−
 Ë Ï t # Vðd
 ÈU¼ÃË“ fl?ÐUð —«bI
 Ë ¨bM#v
 h	A
 «— 

 vMF¹f(x)t?eœUF
 Ë Ï y = f(x) ÊU?O
 v~²JÐ ÊUJJ¹ —uÞtÐ v~L¼ ¨x Ë y“« f?Ä ¨bMM#v
 sOF
 «— 

 “« U
 ̈ XOF>u
 UÐ VÝUM²
 ̈ s¹«f(x) Ë y = f(x)r¹dÐv
 ÂU� lÐUð Ê«uMŽtÐ eO� 
±

lÐUð p¹ ÊUOÐ v¼UÖ U
« Æ

 Êu�U> p¹  —u5tÐf(x)öLŽ U¹ Ë qJA
 Î“« lÐUð rJ−ð È«dÐ  —u5 s¹« —œ t# ¨XÝ« sJL
dOž 

Æœuýv
 ÁœUH²Ý« —«œuL� Ë ‰Ëbł

 ‰U¦�¥∫ v?IOIŠ lÐUð 

f: R → R

x 

1
2

x −2






tM
«œ UÐ «— Ï   R Ë r¹—«œ Ær¹dOÖv
 dE�—œ   f(0) = −2Ë 

  f(4) =0tDI� Ëœ dÐ Áb�—cÖ jš Ê¬ —«œuL� Ë Ï   (0,−2) Ë   (4,0)ÆXÝ« 

±tKOÝË tÐ lÐUð n¹dFð ‡‡ÏtŽuL−
 ÏeO� È—u5 dE�“« Ë dðoO>œ Ë dðsýË— U¼tŽuL−
 rO¼UH
 “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë Vðd
 ÈU¼ÃË“ 

œ—«u?
 “« È—U?O?J?Ð —œ Ê¬ Êœd?Ð—U#tÐ Ë ¨XÝ« —«œ—ušdÐ vHO5uð “« t� Ë œ—«œ ÈœuNý  —u5 t� vH¹dFð sOMÇ U
« ÆXÝ« VeUł

ÆXÝ« vKLŽdOž

O
x

y

4

2

x y

0 −2

4 0

∫t?²J�t?eœU?F
 —œ gðUB²	
 t# tDI� d¼ Ï y = f(x) l?ÐU?ð —«œuL� dÐ bM# ‚b5 fË ªœ—«œ—«d> 

 lÐUð —«œuL� dÐ È«tDI� dÖ« ¨fJŽdÐfteœUF
 —œ gðUB²	
 býUÐ l>«Ë ÏÆœd# b¼«uš ‚b5 ôUÐ 

tM
«œ dÖ« t²³e«Ïö¦
 ̈ Á“UÐ p¹ «— lÐUð Î   0,4. .œuÐ b¼«uš vDšÁ—UÄ jI3 lÐUð —«œuL� ̈ r¹dO~Ð dE�—œ 

 tDI� Ëœ sOÐ t#  (0,−2) Ë   (4,0)Æœuýv
 rÝ— 





f:Df → .. R



¥≥

 ‰U¦�µ∫ lÐUð   f(x) = 2x +1 tM
«œ UÐ   −1,1. . t?Ð oKF²
 d¹“ ◊UI� “« p¹Â«b# ÆXÝ« Ábý Áœ«œ

øbMýUÐv
 Ê¬ —«œuL�

  A(2,5) Ë   B(0,1) Ë C(− 1
2

,0) Ë   D(−1,−1) Ë 

  
E(1

2
, 1
2

)

∫q??Š ∫r?¹—«œ 

—«œuL�®f  ©A +∫                             A(2,5):2+ Df

—«œuL�®f  ©B .∫             B(0,1):f(0) = 2(0) +1=1

—«œuL�®f  ©C .∫             C(− 1
2

,0):f(− 1
2

) = 2(− 1
2

) +1=0

—«œuL�®f  ©D .∫            D(−1,−1):f(−1) = 2(−1) +1= −1

—«œuL�®f  ©E +∫            E(1
2

, 1
2

):f(1
2

) = 2(1
2

) +1= 2

 ‰U¦�∂∫ v?Dš lÐUð f(x) = ax + btM
«œ UÐ Ï   R t # bO¹UL� h	A
 È«t�uÖtÐ «—   f(1) = 3Ë 

  f(−1) =1Æ

∫qŠ ∫r¹—«œ

f(1) = a(1) + b = a + b     ⇒

  f(−1) = a(−1) + b = −a + b  ⇒

  f(x) = x +2

 ‰U¦�∑∫® XŠUJ
 A ŸUFý tÐ È«Ád¹«œ ©r qJý® ±∫b¹¬v
 XÝœtÐ d¹“ —u²Ýœ “« ©

    A = . r2    (. ~ 3 /1416)

r

  

a + b = 3
−a + b =1





 qJý±

  —u5tÐ vFÐUð œUL� UÐ «— ‰u
d3 s¹« ‰uLF
 —uÞtÐ  A(r) = . r2
¨œuý h	A
 Uð rOJ¹u�v
 

 Ád¹«œ XŠUJ
A Ád¹«œ ŸUFý tÐ t²JÐ«Ë ¨rÆœuýv
 d²Ö—eÐ XŠUJ
 ¨œuý d²Ö—eÐ ŸUFý tÇd¼ ÆXÝ« 

 Á“UÐ lÐUð s¹« tM
«œ  (0,+. )ÆXÝ« 

2b = 4 ⇒ b = 2,a =1


