
±π≤

∫È—U²�— ÈU¼·b¼∫b�«u²Ð t œË—v� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM n¹dFð «— t²ÝuOÄ lÐUð ‡‡

≤ªbM »U,Š dE�œ—u� ÈU¼tDI� —œ «— lÐUð bŠ ¨v~²ÝuOÄ ÈU¼tOC4 “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

≥ªbM sOOFð «— U¼lÐUð v~²ÝuOÄU� ÈU¼tDI� ‡‡

¥ÆbM qŠ v³,� —uÞ tÐ «— v~²ÝuOÄ qzU,� ‡‡

مبخش سو

ÂËœ qB�

v~²ÝuOÄ

vK� ·b¼

Ê¬ qzU,� qŠ Ë t²ÝuOÄ lÐ«uð v¹UÝUMý



±π≥

± qJý ‡‡±∑‡‡≥ lÐUð —«œu/ f ÈtM�«œ UÐ   [1 ,6)

Æb¼œv� ÊUA� «—

 ©nD«

  
lim
x→2

f(x)ÆbO,¹uMÐ vDUš ÈUł —œ «— 

 ©»  f(2)v??DU??š ÈU??ł —œ Ë b??O??M  t?³?ÝU?×?� «— 

                                                 ÆbO,¹uMÐ

 —«œu/ U¹¬ ©Ãf ÈtDI� —œ   x = 2øœ—«œ v~²,,Ö 

 lÐUð —«œu/ U¹¬ ©œf —œ   [3,5)øXÝ« t²ÝuOÄ 

 ÈtDI� —œ lÐUð U¹¬ ©‡¼  x = 5øœ—«œ bŠ 

 ÈtDI� —œ lÐUð —«œu/ U¹¬ ©Ë  x = 5øXÝ« t²ÝuOÄ 

≤ t?D?ÐU{ UÐ lÐUð —«œu/ ‡‡

  
f(x) =

1   x ≥0

0   x <0




«— 

ÆbO¼œ aÝUÄ bFÐt×HN  ô«RÝ tÐ fáÝ Ë bOM rÝ—

y

O
x

1 2 3 4 5 6

1

2

3

 qJý±∑‡‡≥

 ∫vKÐ

 ∫dOš

 ∫vKÐ

 ∫dOš

  
lim
x→5

f(x) =

 ∫vKÐ

 ∫dOš

 qJý±∏‡‡≥

® Êu"“¬gOÄ≤©

® Êu�“¬gOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



±π¥

  
lim

x→0+
f(x) =

  
lim

x→0−
f(x) =

® Êu�“¬gOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©

 bŠ ©nD«f(x) v²4Ë   x →0+
ÆbOÐUOÐ «— 

 bŠ ©»f(x) v²4Ë   x →0−
ÆbOÐUOÐ «— 

 ÈtDI� —œ lÐUð U¹¬ ©Ã  x =0øbýUÐv� bŠ È«—«œ 

 ©œ  f(0)ÆbOM t³ÝU×� «— 

 ∫vKÐ

 ∫dOš

  f(0) =



±πµ

≤‡‡≥v~²ÝuOÄ ‡‡

d~¹œ  —U³Ž tÐ ÆXÝ« v~²,,Ö ÂbŽ Ë ÊœuÐ tÇ—UÄ p¹ ÂuNH� tÐ ̈ v{U¹— —œ lÐUð p¹ ÊœuÐ t²ÝuOÄ ÕöDN«

 lÐUð dÖ«fÆXÝ« t²ÝuOÄ býUÐ t²ý«b� vÖb¹dÐ ‘«tM�«œ “« È«tDI� êO¼ —œ 

 —«œu/ ‡‡±π‡‡≥ÆXÝ« ÷ËdH� 

® Èt?DI� —œ vÖb¹dÐ p¹ —«œu/ s¹« —œ ‡‡±¨±Áb¼UA� ©

ÆX,O� t²ÝuOÄ lÐUð s¹«dÐUMÐ ¨rOMv�

 —«œu?/ —œ ‡?‡±π‡‡ ≥v?²?4Ë   x →1−
 —«b?I?� f(x)t?Ð e?O� 

 œbŽ± ÈtDI� —œ lÐUð —«bI� t vDUŠ —œ bMv� qO�   x =1dÐ«dÐ 

 ÈtDI� —œ lÐUð bŠ s¹«dÐUMÐ ÆbýUÐv� dHN  x =1dÐ«dÐ ‘—«bI� UÐ 

ÆX,O�

 q?Jý —œ≤∞‡‡≥t?²?Ýu?O?Ä s¹«dÐUMÐ ¨œ—«b� vÖb¹dÐ —«œu/ 

ÆXÝ«

 qJý —œ ‡‡≤±‡‡≥ ÈtDI� —œ   x =0vÖb¹dÐ È«—«œ —«œu/ ̈

e?O?� b?Š È«—«œ Ë X?,?O?� t?²?ÝuOÄ tDI� Ê¬ —œ lÐUð s¹«dÐUMÐ ¨XÝ«

 «d??¹“ ¨b??ýU?Ðv?/lim
x→0−

f(x) =0 t?  v??DU?Š —œ lim
x→0+

f(x) =1

 —œ l?ÐU?ð —«bI� t bMÇd¼ ªXÝ«  x =0—œ l?ÐU?ð éÇ bŠ UÐ dÐ«dÐ 

 ÈtDI�  x =0ÆbýUÐv� 

 qJý±π‡‡≥

 qJý≤∞‡‡≥

 qJý≤±‡‡≥



±π∂

∫‰U?¦" l?ÐUð f“« f?Ä X?Ý« ÷Ëd?H?� Ë—tÐË— ÈtDÐU{ UÐ 

ÆbOM vÝ—dÐ «— Ê¬ v~²ÝuOÄ ¨lÐUð —«œu/ rÝ—

∫qŠ lÐUð s¹« ÈtM�«œ   Df = R ÷d� UÐ ÆXÝ«   x ≠ 2Ë 

 ÃËœe� œU%« “« ÁœUH²Ý« UÐ  x
2 − 4 = (x −2)(x +2)∫r¹—«œ 

 qJý —œ lÐUð s¹« —«œu/ ≤≤‡‡≥Æœuýv� Áb¼UA� 

® ÈtDI� —œ lÐUð t rOMOÐv� lÐUð qJý ÈÁb¼UA� UÐ¥¨≤©

ÆbýUÐv/ t²ÝuOÄ s¹«dÐUMÐ ¨XÝ« vÖb¹dÐ È«—«œ

v?²?4Ë r?O?M?O?Ðv?� l?ÐU?ð —«œu?/ ÈÁb?¼U?A?� UÐ d~¹œ ·dÞ “«

  x → 2+
 U¹   x → 2−

 ¨f(x) œbŽ tÐ ¥Æb¹U/v� qO� 

 —œ lÐUð —«bI� sOMâL¼  x = 2�« ¨býUÐv� œułu� ÒbŠ UÐ U

 dÖ« t vDUŠ —œ býUÐv/ dÐ«dÐ lÐUð  f(2) = 4œułu� vÖb¹dÐ býUÐ 

ÆœœdÖv� t²ÝuOÄ ‘«tM�«œ —œ lÐUð Ë œuýv� Áb�UýuÄ jš —œ

∫‰U?¦" lÐUð   f“« f?Ä ¨X?Ý« ÷Ëd?H� Ë—t‡ÐË— ÈtDÐU{ UÐ

ÆbOM Y×Ð lÐUð v~²ÝuOÄ œ—u� —œ rÝ—

∫q?Š È«d?Ð l?ÐU?ð ÈtDÐU{   x ≤1 jš   f(x) =1−2xË 

  

f(x) =
x2 − 4
x −2    x ≠ 2

 3          x = 2







  
f(x) =

x +2    x ≠ 2

 3        x = 2




 qJý≤≤‡‡≥

  
lim
x→2

f(x) = 4

  f(2) = 3

  
f(x) =

1−2x    x ≤1

x2 −2    x >1







±π∑

 È«dÐ  x >1 vLNÝ ¨  f(x) = x2 −2 býUÐv� ® qJý≤≥‡‡≥Æ©

 —«œu?/ t?Ð t?łu?ð UÐ≤≥‡‡≥—œ l?ÐU?ð t? r?O?M v?� Áb¼UA� 

 ‘«tM�«œ  Df = Rt rOMv� Áb¼UA� Áó¹Ë tÐ ÆbýUÐv� t²ÝuOÄ 

lim
x→1

f(x) = −1 UÐ t   f(1) = −1s¹« —œ lÐUð fÄ ¨býUÐv� dÐ«dÐ 

ÆXÝ« t²ÝuOÄ eO� tDI�

 qJý≤≥‡‡≥

 ∫n¹dFð lÐUðf ÈtDI� —œ «— x = a∫ÁUÖd¼ rO¹uÖ t²ÝuOÄ 

± lÐUð ©f —œ x = aÆbýUÐ Ábý n¹dFð  f(a)ÆbýUÐ Ábý hnA�

≤ —œ lÐUð bŠ ©x = aÆbýUÐ  t²ý«œ œułË lim
x→a

f(x)ÆbýUÐ t²ý«œ œułË 

≥ lÐUð bŠ ©f v²4Ë x → aÆbýUÐ dÐ«dÐ lÐUð —«bI� UÐ Ë býUÐ t²ý«œ œułË lim
x→a

f(x) = f(a)

 Èt−O²5±∫lÐUð v~²ÝuOÄ ◊dý  f —œ x = a∫lim
x→a

f(x) = f(a)

 Èt−O²5≤∫ lÐUð ÊœuÐ t²ÝuOÄ UÐ t UłÊ¬ “« f—œ x = aÈ«dÐ s¹«dÐUMÐ XÝ« dÐ«dÐ tDI� s¹« —œ lÐUð —«bI� Ë bŠ 

 bŠ Êœ—Ë¬ XÝœtÐf v²4Ë x → a —«bI� dOG²� ÈUł tÐ Ê¬ ÈtDÐU{ —œ XÝ« v�U aÆrO¼œ —«d4 «— 

 ÈtDÐU{ UÐ jš  f(x) = 2x +1 —œ   R∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ býUÐv� t²ÝuOÄ 

  
lim
x→2

f(x) = 2(2) +1= 5

 lÐUð v~²ÝuOÄf ÈÁ“UÐ—œ a,b[ ]
 lÐUðf tÐ a, b[ ]∫ÁUÖd¼ XÝ« t²ÝuOÄ 

± —œ ‡‡(a, b)s¹« uCŽ d¼ È«“« tÐ vMF¹ ªbýUÐ t²ÝuOÄ 

ªbýUÐ vJ¹ ‘—«bI� Ë bŠ Á“UÐ

 d¼ È«“« tÐc ∈(a, b)rOýUÐ t²ý«œ lim
x→c

f(x) = f(c)



±π∏

≤ —œ ‡‡ x = a býUÐ t²ÝuOÄ XÝ«— “« ®X?Ý«— v~²ÝuOÄ

∫rOýUÐ t²ý«œ vMF¹ ©býUÐ t²ý«œ

≥ —œ ‡‡x = b býUÐ t²ÝuOÄ éÇ  “« ®t²ý«œ éÇ v~²ÝuOÄ

©ÆbýUÐ

∫‰U¦" ÈÁ“U?Ð —œ «— q?ÐUI� lÐUð v~²ÝuOÄ   −1,1[ ]v?Ý—dÐ 

ÆbOM

q?Šq?J?ý® X?Ý« Ád?¹«œ r?O?�  —u?N tÐ lÐUð s¹« —«œu/ ∫

≤¥‡‡≥Æ©

∫t rOMOÐv� —«œu/ tÐ tłuð UÐ

± d¼ È«“« tÐ ‡‡  c ∈(−1,1)∫r¹—«œ 

≤ —œ ‡‡  x = −1∫«d¹“ ¨œ—«œ XÝ«— v~²ÝuOÄ lÐUð 

≥ —œ ‡‡  x =1∫«d¹“ ¨œ—«œ éÇ v~²ÝuOÄ lÐUð 

 lÐUð s¹«dÐUMÐf ÈÁ“UÐdÐ   −1,1[ ]ÆbýUÐv� t²ÝuOÄ 

±‡‡≤‡‡≥v~²ÝuOÄ ÈU¼tOC: ‡‡

lim
x→a+

f(x) = f(a)

lim
x→b−

f(x) = f(b)

  f(x) = 1− x2

 qJý≤¥‡‡≥

lim
x→c

f(x) = 1− c2 = f(c)

  
lim

x→ −1+
f(x) = 1− (−1)2 =0= f(−1)

lim
x→1−

f(x) = 1− (1)2 =0= f(1)

    f(x) = anxn + an−1x
n−1++a1x + a0

  f (x) == 1− x2

 œ«bŽ«an  a2   a1   a0ÆbMýUÐv� vIOIŠ œ«bŽ« 

 ÈtOC:±∫Æb�«t²ÝuOÄ ÊUýtM�«œ “« tDI� d¼ —œ d¹“ lÐ«uð 

±È«tKLł bMÇ lÐUð ‡‡

¨¨¨



±ππ

≤U¹uÖ lÐ«uð ‡‡

≥vDUJ¹œ«— lÐ«uð ‡‡

¥vðU¦K¦� lÐ«uð ‡‡

µoKD�—b4 lÐUð ‡‡

∫‰U¦"ÆbOÐUOÐ «— qÐUI� lÐ«uð bŠ 

s?¹«d?ÐU?MÐ býUÐv� lÐ«uð ÈtM�«œ —œ Ábý Áœ«œ œ«bŽ« ÊuÇ

È«“« t?Ð «— U?¼l?ÐU?ð “« p?¹ d ¼ —«b?I� lÐ«uð bŠ Èt³ÝU×� È«dÐ

Ær¹—Ë¬v� XÝœ tÐ Ábý Áœ«œ œ«bŽ«

  
f(x) =

p(x)
g(x)  ,  g(x) ≠0

f(x) = xn

f(x) = sin x,g(x) = cosx,m(x) = tan x,n(x) = cot x

f(x) = x

  
lim
x→1

(x2 − 4x +1) = (1)2 − 4(1) +1= −2 ®nD«

  

lim
x→

π
6

sin x = sin π
6 =

1
2 ®»

  
lim
x→5

2x −1 = 2(5) −1 = 3 ®Ã

 Èt?OC:≤∫ ÁUÖd¼ a Ë k Ë v?IOIŠ œ«bŽ« f Ë g

 —œ t?²ÝuOÄ lÐUð Ëœx = a —œ q?ÐUI� lÐ«uð bMýUÐ x = a

ÆbMýUÐv� t²ÝuOÄ

± ©f + g

≤ ©f − g

≥ ©f × g

¥ ©

f
g  ® ◊dý UÐ  g(a) ≠0©

µ ©kf

∫t²J5 ÈtOC4 tÐ tłuð UÐ ± Ë ≤È—UO,Ð v~²ÝuOÄ Ê«uðv� 

—œ q?ÐU?I?� l?Ð«u?ð ¨‰U?¦?� —u?Þ t?Ð ªX?�dÖ t−O²� «— d~¹œ lÐ«uð “«

ÆbM²,¼ t²ÝuOÄ ÊUýtM�«œ  f(x) = 2x + sin x

x  f(x) = 7 tan

  
f(x) = x2 + 3

cosx

∫t?²J5¼U?M?²� œ«bFð »d{ qNUŠ Ë o¹dHð ¨lLł qNUŠ Ð«u?ð “« v —œ t?²ÝuOÄ lx = at?²ÝuOÄ tDI� s¹« —œ 

ÆbMýUÐv�



≤∞∞

 ∫tOC: lÐUð dÖ«g —œ a Ë f —œ g(a)tDÐU{ UÐ Vd� lÐUð ÁUÖÊ¬ býUÐ t²ÝuOÄ  fog(x) = f(g(x)) —œ x = a

ÆXÝ« t²ÝuOÄ 

g f

fog

a g(a) fog(a)

f
 qJý≤µ‡‡≥

⇒ y = fog(x)
  
g(x) =

cosx
x2 + 4

 —œ  Rt²ÝuOÄ 

    
 —œ   RÆXÝ« t²ÝuOÄ 

 f(x) = x —œ  Rt²ÝuOÄ 

  
lim
x→0

3x4 +2x +1
5sin x +2 =

3(0)4 +2(0) +1
5sin0+2 =

1
2 ®nD«

  
lim
x→1

4− x2

1+ x =
4− (1)2

1+1 =
3

2 ®»

  
f(x) =

2x + 7    x > 3

x +2      x ≤ 3




y

O
x1

3

4

15

13

2

5

 qJý≤∂‡‡≥

  f(3) = 3 +2 = 5

 ∫‰U¦" ÈtDÐU{ UÐ lÐUð

  
y =

cosx
x2 + 4

 —œ   RÆXÝ« t²ÝuOÄ 

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— » Ë nD« œËbŠ 

∫q?ŠÆb?M?ýU?Ðv?� t?²?Ýu?OÄ ÊUýtM�«œ —œ lÐUð Ëœ s¹« ÊuÇ 

◊U?I?� —œ «— l?ÐUð —«bI� XÝ« v�U U¼Ê¬ ÈU¼bŠ Êœd«bOÄ È«dÐ

ÆrOM «bOÄ Ábý t²Ý«uš

∫‰U?¦?"  q?J?ý ≤∂‡?‡≤◊U?I?� ÆX?Ý« q?ÐU?I?� l?ÐU?ð —«œu?/ 

ÆbOM hnA� «— lÐUð v~²ÝuOÄ

∫qŠ È«“« tÐ lÐUð ÈtDÐU{ ÊuÇ   x > 3 ̈  f(x) = 2x + 7

 È«“« tÐ Ë  x ≤ 3 ¨  f(x) = x +2 d?ÐU?M?Ð ¨býUÐv� È«tKLł bMÇ

 ÈtOC4±s?¹«d?ÐUMÐ ÆXÝ« t²ÝuOÄ  U¼Á“UÐ s¹« —œ lÐUð ¨v~²ÝuOÄ 

 ÈtDI� —œ XÝ« Â“ô UNMð  x = 3Æœuý vÝ—dÐ Ê¬ v~²ÝuOÄ 

 È«“« tÐ  x = 3—«bI� f(x) ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 









≤∞±

 v²4Ë ¨lÐUð bŠ ‡‡  x → 3−
 Ë   x → 3+

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨

—œ lÐUð s¹«dÐUMÐ ÆbM²,O� dÐ«dÐ XÝ«— Ë éÇ bŠ ‡‡  x = 3

U?Ð l?ÐU?ð v?~?²?Ýu?O?Ä ÈtOŠU� ÆbýUÐv/ r¼ t²ÝuOÄ «cD Ë œ—«b� bŠ

∫“« XÝ«  —U³Ž ôUÐ ÈtDÐU{

∫‰U¦" —«bI� at bOM t³ÝU×� ÊUMÇ Ë—tÐË— lÐUð —œ «— 

 —œ  x =1ÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

∫qŠ  lÐUð v~²ÝuOÄ ◊dý f —œ   x =1∫

 lÐUð fÄf —œ   x =1∫vMF¹ ¨œ—«œ bŠ 

‡‡  —«bI�a∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

∫‰U¦" —«b?I� a Ë b l?ÐUð t bOÐUOÐ ÊUMÇ «— f —œ   x = 3

ÆbýUÐ t²ÝuOÄ

∫qŠ —œ b?¹UÐ lÐUð ÊuÇ   x = 3—œ s?¹«dÐUMÐ býUÐ t²ÝuOÄ 

 lÐUð —«bI� UÐ bŠ s¹« Ë œ—«œ bŠ tDI� s¹«  (f(3))ÆXÝ« dÐ«dÐ 

‡?‡  È«“« t?Ð l?ÐU?ð —«b?I�  x = 3  Èt?D?ÐU?{ “«  x −1t?Ð  

∫s¹«dÐUMÐ ¨b¹¬v� XÝœ

 È«“« t?Ð l?ÐUð v~²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ‡‡  x = 3Ë é?Ç bŠ 

∫fÄ ¨XÝ« lÐUð —«bI� dÐ«dÐ XÝ«—

 Ëlim
x→3−

f(x) = 3 +2 = 5

lim
x→3+

f(x) = 2(3)
x→3+

+ 7 =13

  R − 3{ }

  

f(x) =
ax2 +2x          x <1

x2 + 3ax +2     x ≥1






 

lim
x→1

f(x) = f(1)

lim
x→1−

ax2 +2x = lim
x→1+

x2 + 3ax +2

  ⇒ a(1)2 +2(1) =12 + 3a(1) +2

  
⇒ 3a − a = −1⇒ a =

−1
2

  

f(x) =
3x2 + a     x < 3

x −1        x = 3

x +2b      x > 3









lim
x→3−

f(x) = 3(3)2 + a = 27 + a

  
lim

x→3+
f(x) = 3 +2b = 3 +2b

  f(3) = 3 −1= 2

27 + a = 2 ⇒ a = 2−27 ⇒ a = −25

3 +2b = 2 ⇒ 2b = 2− 3 = −1⇒ b = −1
2









≤∞≤

 —œ ‡‡  x = 3 lÐUð f—«bI� UÐ XÝ«— bŠ fÄ ̈ XÝ« t²ÝuOÄ 

ÆXÝ« dÐ«dÐ lÐUð

∫‰U¦" lÐUð  fv~²ÝuOÄ ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈtDÐU{ UÐ 

—œ «— lÐUð s¹«  x = 3ÆbOM vÝ—dÐ 

∫r¹—«œ U¼tDÐU{ “« p¹ d¼ ÊœuÐ t²ÝuOÄ tÐ tłuð UÐ ‡‡

—œ lÐUð s¹«dÐUMÐ  x = 3Æœ—«œ bŠ 

ÈtDI� —œ lÐUð —«bI�  x = 3∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

—œ l?ÐU?ð b?�d?Ð«d?Ð d?~¹bJ¹ UÐ lÐUð —«bI� Ë bŠ ÊuÇ  x = 3

ÆXÝ« t²ÝuOÄ

∫‰U¦" qJý ≤∑‡?‡≥ lÐUð —«œu/ f«— Ë—tÐË— ÈtDÐU{ UÐ 

 ÈÁ“UÐ —œ(−
π
2

, 3π
2

)t?²ÝuOÄ vÞUI� tÇ —œ lÐUð Æb¼œv� ÊUA� 

øX,O�

∫qŠ ◊UI� —œ lÐUð 

  
(3 π

2 ,1) ¨   (π,1) ¨ 

  
( π
2 ,1)¨    (0,1)Ë 

  
(−

π
2 ,1)ÆXÝ« v~²ÝuOÄU� È«—«œ 

  

f(x) =
sin π

3
x      x > 3

9− x2       x ≤ 3







  
lim

x→3−
f(x) = 9− (3)2 =0

  
lim

x→3+
f(x) = sin( π

3 × 3) = sin π =0

  f(3) = 9− 32 =0

lim
x→3

f(x) = f(3) =0

 qJý≤∑‡‡≥

f (x) == tan x.cot x

O

1

π
2

π
2

π
2

3π

y

x



≤∞≥

s¹d9

±v?Ý—d?Ð Áb?ý Áœ«œ ◊U?I?� —œ «— d?¹“ ÈU?¼l?ÐUð v~²ÝuOÄ ‡‡

ÆbOM

—œ®  x0 = 5©   

  
f(x) =

1−2x      x ≠ 5

−14        x = 5




 ®±

 —œ®  x0 =1©   

  

f(x) =
x +1      x <1

2x          x =1

x3 + x    x >1









 ®≤

≤ qJý ‡‡≤∏‡‡≥ lÐUð —«œu/ fÆb¼œv� ÊUA� «— 

 U¹¬ ©nD«  f(1) vKÐ  øœ—«œ œułË  dOš   

 ©»

  
lim
x→1

f(x)Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ œułË  —uN —œ «— 

 —«œu/ U¹¬ ©Ãf —œ   x =1øXÝ« t²ÝuOÄ 

≥ “« —«bI� tÇ È«“« tÐ ‡‡a lÐUð f —œ   x = 2øXÝ« t²ÝuOÄ 

  
f(x) = x2 + x     x < 2

3ax        x ≥ 2





¥ÆbOÐUOÐ «— d¹“ lÐ«uð v~²ÝuOÄU� ◊UI� ‡‡

  
f(x) =

2x
x2 − 5x

 ®±

f(x) =
x
x ®≤

  f(x) = x −2 ®≥

  f(x) = x2 + 5x
3

 ®¥

µ ÈU ¼l?ÐUð ‡‡fd ¼ —œ X?Ý« Áb?ý Áœ«œ d?¹“ ÈU¼tDÐU{ UÐ 

 d¹œUI� » Ë nD« ÈU¼XL,4 “« p¹aË  bbOM sOOFð È—uÞ «— 

 —œ U¼lÐUð t  RÆbMýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(x) =
5sin x +2      x <0

b +1             x =0

bx2 + a          x >0









 ®nD«

  

f(x) =
1− x + a      x < 4

2x              x = 4

8
x − b          x > 4











 ®»

y

O
x

1 2

1

2

′y

′x

 qJý≤∏‡‡≥



≤∞¥

±Ábý Áœ«œ ÈtDI� —œ «— d¹“ ÈU¼lÐUð v~²ÝuOÄ ‡‡

ÆbOM vÝ—dÐ

   (x = 2)   

  

f(x) =
x
2 + 3     x < 2

5x − 6   x ≥ 2






 ®±

    (x = −1)   f(x) =
x2 −1
x +1

    x ≠ −1

   3         x = −1






 ®≤

≤ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼lÐUð v~²ÝuOÄ ◊UI� ‡‡

  
f(x) =

7x +1

x3 − x
 ®±

  f(x) = 3 − x ®≤

≥ lÐUð ‡‡fd¹œUI� ÆXÝ« Ábý Áœ«œ d¹“ ÈtDÐU{ UÐ 

a Ë b —œ lÐUð t bOÐUOÐ ÊUMÇ «—   RÆbýUÐ t²ÝuOÄ 

  

f(x) =

x + a
3x +1    x > 2

5             x = 2

5bx + 4     x < 2













® v5U¹UÄ Êu"“¬≤©

® v�U�UÄ Êu�“¬ �ô«R� t� a�UÄ q��≤©



≤∞µ

مبخش سو

ÂuÝ qB�

bŠ rOLFð

vK� ·b¼

 X?L?Ý tÐ dOG²� v²4Ë lÐUð bŠ sOOFð+∞ U?¹ −∞v?Ý—dÐ sOMâL¼ ¨bMv� qO� 

 v²4Ë ̈ U¼Ê¬ bŠ t v¹U¼lÐUðx  U¹ vIOIŠ œbŽ p¹ XLÝ tÐ ±∞ dÐ«dÐ ̈ bMv� qO� +∞

 U¹−∞ÆXÝ« 

∫È—U²�— ÈU¼·b¼∫b�«u²Ð t œË—v� —UE²�« ułdM¼ “« qB� s¹« ÊU¹UÄ “« fÄ 

±ªbM n¹dFð «— X¹UN�vÐ bŠ ‡‡

≤ÆbM n¹dFð lÐUð p¹ È«dÐ «— X¹UN�vÐ —œ bŠ ‡‡



≤∞∂

® Êu"“¬gOÄ≥©

® Êu�“¬gOÄ �ô«R� t� a�UÄ q��≥©
± l?ÐUð ‡‡ft?Ð ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� q?ÐU?I� ÈtDÐU{ UÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼‰«RÝ

 ‰Ëbł ©nD«±¥‡‡≥ÆbOM q�U «— 

 —b?I?Ç d¼ © »x “« d?²?L  d?¹œU?I� UÐ ¥ œb?Ž tÐ ¥

 œuýv� p¹œe�f(x)øbMv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≤ lÐUð ‡‡f∫XÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈtDÐU{ UÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ d¹“ ÈU¼‰«RÝ tÐ

 ‰Ëbł ©nD«±µ‡‡≥ÆbOM q�U «— 

 —b?IÇ d¼ ©»x “« d?ðg?O?Ð d¹œUI� UÐ ¥ œb?Ž tÐ ¥

 œuý dðp¹œe� Ë p¹œe�f(x)øbMv� qO� ÈœbŽ tÇ tÐ 

≥ÆbOM t³ÝU×� «— qÐUI� ÈU¼bŠ ‡‡

  
f(x) =

3
x − 4

lim
x→4−

f(x) =

  
f(x) =

3
x − 4

  
lim

x→4+
f(x) =

  
lim
x→∞

5x +1
3x −2

= ? ®nD« 

  
lim

x→−∞

7x2 − 4x +2
−5x + 3

= ? ®»

x 3 3 / 5 3 / 9 3 / 99 3 / 999 4

f (x) −1

 ‰Ëbł±¥‡‡≥

 ‰Ëbł±µ‡‡≥

  



  



  

x 5 4 / 5 4 /1 4 /01 4 /001

f (x) +∞≥



≤∞∑

≥‡‡≥X¹UN5vÐbŠ ‡‡

 —u???N t???Ð t??  v???¹U?? ¼b???Š U???Ð q??³??4 ÈU? ¼X??L??,??4 —œ

lim
x→a

f(x) = L U ¼Ê¬ —œ Ë X?Ý« a Ë Lv?I?O?I?Š œ«b?Ž« Ëœ d?¼ 

 U ¼Ê¬ —œ t v¹U¼bŠ UÐ ÊuM« Ær¹bý UMý¬ ¨bMýUÐv�LX¹UN�vÐ 

Ær¹uýv� UMý¬ XÝ«

 XOEUF�∏‡‡≥

d?¹“  ô«R?Ý “« p?¹ d ¼ t?Ð q?ÐUI� ÈU¼—«œu/ tÐ tłuð UÐ

ÆbO¼œ aÝUÄ

± —«œu/ —œ ‡‡≤π‡‡≥ v²4Ë x œbŽ  tÐ ±qO� ©p¹® bMv� 

 —«b?I�f(x)t?Ð v?M?F?¹ ¨œu?ýv?� dð¯—eÐ vÖ—eÐ X³¦� œbŽ d¼ “« 

+∞∫r¹—«œ Ë bMv� qO� 

lim
x→

f(x) =

≤‡‡  —«œu/ —œ≥∞‡‡≥ v²4Ë x œbŽ  tÐ ≤ bMv� qO� f(x)

∫r¹—«œ vMF¹ ¨œuýv� dðpÇu vJÇu vHM� œbŽ d¼ “«

lim
x→

f(x) =

 —«œu/≤π‡‡≥

 —«œu/≥∞‡‡≥

±

≤



≤∞∏

≥ —«œu/ —œ ‡‡≥±‡‡≥ v²4Ë xtÐ dHN “« dðgOÐ d¹œUI� UÐ 

 œbŽ∞ œu?ý p?¹œe�   (x →0+ )¨ f(x)v?Ö—e?Ð X³¦� œbŽ d¼ “« 

 œuýv� dð¯—eÐ(f(x) → +∞)∫r¹—«œ fÄ 

  
lim

x→0+
f(x) = +∞

 —œ lÐUð éÇ bŠ ¨—«œu/ tÐ tłuð UÐ   x =0øX,OÇ dÐ«dÐ 

 lÐUð U¹¬f —œ   x =0øbýUÐv� bŠ È«—«œ 

∫‰U¦" lÐUð fÆXÝ« ÷ËdH� Ë—tÐË— ÈtDÐU{ UÐ 

 ÈU¼‰Ëbł±∂‡‡≥ Ë ±∑‡‡≥È«“« tÐ «— lÐUð nK²n� d¹œUI� 

 qJý® bM¼œv� ÊUA� p¹ tÐ p¹œe� œ«bŽ«≤π‡‡≥ tÇ d¼ Æ©x“« 

 “« dðr d¹œUI�± œbŽ tÐ p¹ “« dðgOÐ U¹ Ë ±—«bI� bMv� qO� 

f(x) X³¦�  tÐ s¹«dÐUMÐ ÆœœdÖv� dð¯—eÐ vÖ—eÐ X³¦� œbŽ d¼ “« 

® X¹UN�vÐ+∞©∫Xýu� Ê«uðv� fÄ ¨bMv� qO� 

 XOEUF�  π‡‡≥

 lÐUðf ÆXÝ« ÷ËdH� qÐUI� ÈtDÐU{ UÐ 

 —«œu/ —œ≥∞‡‡≥Æb¹«Áœd Áb¼UA� «— lÐUð s¹« qJý 

±‡‡  ‰Ëbł±∏‡‡≥ÆbOM qOLJð «— 

O

 —«œu/≥±‡‡≥

  
lim

x→0−
f(x) =

  
f(x) =

1

(x −1)2

  

x 2 1/ 5 1/1 1/01 1/001 1/0001

f (x) 1 4 100 10000 1000000 100000000

 ‰Ëbł±∑‡‡≥

  
lim
x→1

f(x) = +∞

  
f(x) =

−1

(x −2)2

    

x 3 2 / 5 2 /1 2 /01 2 /001 2 /0001 2

f (x) −1 −104 −108

 ‰Ëbł±∏‡‡≥

    

x 0 0/ 5 0/ 9 0/ 99 0/ 999 0/ 9999 

f (x) 1 4 102 104 106 108


 ‰Ëbł±∂‡‡≥



≤∞π

≤ v?²4Ë ‡‡x “« d?ðg?OÐ d¹œUI� UÐ ≤ œb?Ž  tÐ ©XÝ«— “«® ≤

 —«bI� U¹¬ bMv� qO�f(x)‰Ëbł® øœuýv� dðr vHM� œbŽ d¼ “« 

±∏‡‡≥©

≥ ‰Ëbł ‡‡±π‡‡≥ÆbOM qOLJð «— 

 vKÐ   dOš  

  

x 1 → 1/ 5 → 1/ 9 → 1/ 99 → 1/ 999 → 1/ 9999 → 2

f (x) −1 −100 −10000 −1000000

 ‰Ëbł±π‡‡≥

¥ v?²4Ë ‡‡x “« d?ðr  d¹œUI� UÐ ≤ œb?Ž  t?Ð ©éÇ“«® ≤qO� 

 ‰Ëbł bMv�±π‡‡≥ —«bI� f(x)dðpÇu vJÇu œbŽ d¼ “« 

Æœuýv�

µ ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ ‡‡∏±‡‡≥ÆbOM »U,Š «— qÐUI� bŠ 

∂ ‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡±π‡‡≥ÆbOM »U,Š «— qÐUI� bŠ 

∑Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI� bŠ qNUŠ ‡‡

s¹d9

 lÐUðfÆXÝ« ÷ËdH� Ë—tÐË— ÈtDÐU{ UÐ 

± v²4Ë t bOM rOEMð vDËbł ‡‡x “« dðr d¹œUI� UÐ ≤ tÐ ≤

 d¹œUI� œuýv� p¹œe�f(x)Æb¼œ ÊUA� «— 

≤ v²4Ë t bOM rOEMð «— vDËbł ‡‡x “« dðgOÐ d¹œUI� UÐ ≤

 œbŽ tÐ≤ d¹œUI� œuýv� p¹œe� f(x)Æb¼œ ÊUA� «— 

lim
x→2+

f(x) =

lim
x→2−

f(x) =

  
lim
x→2

f(x) =

  
f(x) =

5
x −2

∫aÝUÄ q×"



≤±∞

∫‰U?¦" lÐUð f —«œu?/ ÆX?Ý« ÷Ëd?H?� qÐUI� ÈtDÐU{ UÐ 

f(x) qJý —œ «— ≥±‡‡≥ÆbOMv� Áb¼UA� 

 ‰Ëbł tÐ tłuð UÐ≤∞‡‡≥ t? v²4Ë rOMOÐv� xtÐ XÝ«— “« 

 œbŽ∞ ¨œu?ýv� p¹œe� ©dHN® f(x)d?ð¯—eÐ vÖ—eÐ œbŽ d¼ “« 

 ¨d?~?¹œ  —U?³Ž tÐ Æœuýv�f(x) v?²?³?¦?� œbŽ d¼ “« rO�«uðv� «— 

 t  Ê¬ ◊d?ý tÐ rOM dð¯—eÐx t?Ð v�U ÈÁ“«b�« tÐ «— ∞p¹œe� 

 l?ÐU?ð b?Š rO¹uÖv� XDUŠ s¹« —œ ÆrOMf v?²4Ë   x →0+
U?Ð dÐ«dÐ 

+∞ÆrO¼œv� g¹U/ qÐUI�  —uN tÐ «— Ê¬ Ë býUÐv� 

 ‰Ëbł ÈÁb¼UA� UÐ≤±‡‡≥ t v²4Ë rOÐU¹v�—œ xéÇ “« 

 œbŽ tÐ∞ œuýv� p¹œe� f(x)œuýv� dðpÇu vHM� œbŽ d¼ “« 

 d~¹œ  —U³Ž tÐf(x)¨œuý dðpÇu ¨vHM� œbŽ d¼ “« b�«uðv�  

 t Ê¬ ◊dý tÐx tÐ v�U ÈÁ“«b�« tÐ ∞Æœuý p¹œe� 

 l?ÐU?ð bŠ rO¹uÖv� XDUŠ s¹« —œfv²4Ë    x →0−
U?Ð dÐ«dÐ 

−∞∫rO¼œv� g¹U/ qÐUI�  —uN tÐ «— Ê¬ Ë ¨býUÐv� 

  
f(x) =

1
x

    

x 0  ) 0/0001 ) 0/001 ) 0/01 ) 0/1

f (x)   ) 10000 ) 1000 ) 100 ) 10

 ‰Ëbł≤∞‡‡≥

    

x −0 /1 → −0 /01 → −0 /001 → −0 /0001 →  0

f (x) −10 → −100 → −1000 → −10000 →  −∞

 ‰Ëbł≤±‡‡≥

  
lim

x→0+
f(x) = +∞

  
lim

x→0−
f(x) = −∞

  
lim

x→3+

2x
x − 3 ®nD«

 qJý≥≤‡‡≥

∫t−O²5nDUn� d,  —uN Ë bM qO� dHN  tÐ d, Ãdn� v²4Ë rOÐU¹v� —œ ¨Ábý qŠ ÈU¼‰U¦� tÐ tłuð UÐ 

ÆbÐU¹v� g¹«e�« Ê«dvÐ d, vMF¹ ¨œuý v� dð¯—eÐ v²³¦� œbŽ d¼ “« d, oKD�—b4 býUÐ dHN

∫‰U¦"ÆbOM t³ÝU×� «— Ã Ë » ¨nD« ÈU¼bŠ 



≤±±

∫n?E« q?Š v??²?4Ë Êu?Ç   x → 3+
d?,?  —u?N —«b?I?� 

®  2x → 6©dð¯—eÐ d¹œUI� XLÝ “« d, Ãdn� Ë X³¦� ÈœbŽ  

 œbŽ tÐ dHN “«∞ tÐ d, qNUŠ s¹«dÐUMÐ ¨bMv� qO� +∞qO� 

 —«œu/® bMv�≥≥‡‡≥∫vMF¹ Æ©

  
lim

x→3+
2x

x − 3
= +∞

∫» qŠv²4Ë   x →1 ∫d, Ãdn� —œ   (x −1)2 →0+
ª

 tÐ d, —«bI� s¹«dÐUMÐ+∞ bMv� qO� ® —«œu/≥¥‡‡≥Æ©

3

 —«œu/≥≥‡‡≥

  
lim
x→1

3

(x −1)2 ®»

1

 —«œu/≥¥‡‡≥

lim
3

(x −1)2 = +∞



≤±≤

∫Ã q?Š v?²4Ë   x → 4+
d?ðg?O?Ð d?¹œU?I?� UÐ d, Ãdn� “« 

 —uN ÊœuÐ X³¦� tÐ tłuð UÐ s¹«dÐUMÐ ÆbMv� qO� dHN tÐ dHN

® d?,  2x +1→ 9© t?Ð b?Š —«b?I?� +∞ b??M?v?� q?O?� ®—«œu?/

≥µ‡‡≥Æ©

 ÁUÖd¼  x → 4−
q?O?� d?HN  tÐ vHM� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� 

d?¼ “« d, qNUŠ ¨d,  —uN ÊœuÐ X³¦� tÐ tłuð UÐ ÆbMv�

 t?Ð s?¹«d?ÐU?M?Ð ÆbýUÐv� dðr vHM� œbŽ−∞ b?Mv� qO� ®—«œu?/

≥µ‡‡≥Æ©

t−O²� «— d¹“ ÈtOC4 Ê«uðv� ÁbýqŠ ÈU¼‰U¦� tÐ tłuð UÐ

∫X�dÖ

  
lim
x→4

2x +1
x − 4 ®Ã

4

4

4

 —«œu/≥µ‡‡≥

  
lim

x→4−

2x +1
x − 4 = −∞

lim
x→a

f(x) = L  ,  L ≠0 ,  lim
x→a

g(x) =0

lim
x→a

f(x)
g(x) = +∞

lim
x→a

f(x)
g(x) = −∞

 ÈtOC:≤‡‡≥‡‡ ÁUÖd¼ a∫rOýUÐ t²ý«œ Ë býUÐ vIOIŠ œbŽ 

 dÖ« ©nD«  L >0 Ë g(x)¨bM qO� dHN  tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ 

 dÖ« ©»  L <0 Ë g(x)∫ÁUÖÊ¬ ¨bM qO� dHN  tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ 

  
lim
x→4

2x +1

x −−4
== +∞



≤±≥

 dÖ« ©Ã  L >0 Ë g(x)∫ÁUÖÊ¬ ¨bM qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ 

 dÖ« ©œ  L <0 Ë g(x)∫ÁUÖÊ¬ ¨bM qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ  

lim
x→a

f(x)
g(x) = −∞

lim
x→a

f(x)
g(x) = +∞

lim
x→1+

3x +1
x −1 = ?

  
lim

x→1+
3x +1= 3(1) +1= 4

lim
x→1+

x −1=0

  
lim

x→1+

3x +1
x −1 = +∞

  

lim
x→

π+

2

2sin x +1
cosx = ?

 qJý≥∂‡‡≥

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI� d, bŠ 

 ∫qŠ∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d,  —uN bŠ

dÐUMÐ fÄ ̈ bMv� qO� dHN tÐ X³¦� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� ‡‡

‡‡ nD« ÈtOC4≤‡‡≥∫r¹—«œ 

∫‰U¦"Æb¹—Ë¬XÝœ tÐ «— qÐUI� d, bŠ 

 v?²4Ë ¨vðU¦K¦� ÈÁd¹«œ tÐ tłuð UÐ ‡‡x “« dðgOÐ d¹œUI� UÐ 

  
π
2 tÐ

  
π
2—«bI� œ—«œ —«d4 ÂËœ ÈtOŠU� —œ t¹Ë«“ ÊuÇ bMv� qO� 

 q?J?ý® X?Ý« vHM� Ê¬ ”uMO,≥∂‡?‡≥U?Ð d?, Ãdn� s¹«dÐUMÐ ©

‡?‡Ã Èt?O?C?4 d?ÐU?M?Ð Æb?Mv� qO� dHN œbŽ tÐ vHM� d¹œUI�≤‡?‡≥

 býUÐv� dðpÇu vJÇu vHM� œbŽ d¼ “« d, —«bI�∫t−O²� —œ

 ∫‰U¦"Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— qÐUI� d, bŠ

∫q?Š Êu?Ç   x > 2 ªs?¹«d?ÐU?M?Ð   x2 > 4Ë   −x2 < −4«c?D 

∫r¹—«œ

  

lim
x→

π+

2

2sin x +1
cosx = −∞

  
lim

x→2+

−2x
4− x2 = ?

  4− x2 <0



≤±¥

ÆbMv� qO� dHN tÐ vHM� d¹œUI� UÐ d, Ãdn� vMF¹ ‡‡

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d,  —uN bŠ

‡‡ œ® ÈtOC4 dÐUMÐ≤‡‡ ≥∫r¹—«œ ©

lim
x→2+

−2x = −4

  
lim

x→2+

−2x
4− x2 = +∞

lim
x→3+

( 7
x − 3 +

2
x +1) = ?

lim
x→3+

7
x − 3 = +∞  ,  lim

x→3+

2
x +1 =

1
2

 ÈtOC:≥‡‡≥‡‡  dÖ«lim
x→a

f(x) = +∞ Ë lim
x→a

g(x) = L ®  L ≠0XÝ« XÐUŁ ÈœbŽ ©∫ÁUÖÊ¬ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ ŸuL−� qNUŠ bŠ ©nD«lim
x→a

f(x) + g(x)[ ] = +∞

 v²4Ë lÐUð Ëœ »d{ qNUŠ bŠ ©»  L >0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨lim
x→a

f(x) × g(x)[ ] = +∞

 v²4Ë lÐUð Ëœ »d{ qNUŠ bŠ ©Ã  L <0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ ¨lim
x→a

f(x)g(x)[ ] = −∞

 ‰U¦"±∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— Ë—tÐË—  —U³Ž bŠ 

∫qŠÆr¹—Ë¬v� XÝœtÐ «— U¼d, “« p¹ d¼ bŠ 

∫qŠ ‡‡ nD«® ÈtOC4 o³Þ ≥‡‡ ≥∫r¹—«œ ©

 ‰U¦"≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— qÐUI�  —U³Ž bŠ 

  
lim

x→3+
( 7
x − 3 +

2
x +1) = +∞ +

1
2 = +∞

  
lim

x→2+
( x +2
x −2   

2
1− x

) = ?Æ

∫qŠÆr¹—Ë¬v� XÝœtÐ «— U¼d, “« p¹ d¼ bŠ 

‡‡ Ã® ÈtOC4 o³Þ ‡‡≥‡‡≥∫r¹—«œ ©

  
lim

x→2+

x +2
x −2 = +∞  ,  lim

x→2+

2
1− x = −2

  
lim

x→2+
( x +2
x − 3   

2
1− x

) = (+∞)(−2) = −∞Æ



≤±µ

  
lim

x. 4 
( 2x
x  4

 3
x  7

) = ? ®n�«

 ÈtOC�¥‡‡≥‡‡  dÖ«lim
x. a

f(x) = .. Ë lim
x. a

g(x) = L ®  L  0XÝ« XÐUŁ ÈœbŽ ©∫ÁUÖÊ¬ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ ŸuL−! q#UŠ bŠ ©n�«lim
x. a

f(x) . g(x). . = ..

 dÖ« ©»  L >0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ »d{ q#UŠ bŠ ¨lim
x. a

f(x).g(x). . = ..

dÖ« ©Ã  L <0∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð Ëœ »d{ q#UŠ bŠ ¨lim
x. a

f(x).g(x). . = ..

∫‰U¦�ÆbOM, t³ÝU×! «— Ë—tÐË—  —U³Ž bŠ 

 ÊuÇ  x . 4 
 s¹«dÐUMÐ ̈  x < 4 Ë   x  4 <0«c� ̈ býUÐv! 

∫r¹—«œ

∫v9dÞ “«

‡‡ Ã tOC> dÐUMÐ¥‡‡≥∫r¹—«œ 

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— qÐUI!  —U³Ž bŠ 

v²>Ë ÊuÇ  x .  2 
 ¨  (x . 2)2d?H# tÐ X³¦! d¹œUI! UÐ 

∫s¹«dÐUMÐ ªbM,v! qO!
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