
±∏¥

±‡‡±‡‡≥ dÐ U¼È«tKLł bMÇ Èd¹cÄg�Ð ‡‡x − a∫dÖ« 

f(x) Èt?ł—œ “« È«t?K?L?ł b?M?Ç p¹ n v?²?�Ë ¨b?ýU?Ð f(x)d?Ð «— 

x − a b?M?�U?  v?¹U?²J¹ ÈÁb�U v�UÐ Ë XL$� Ã—Uš rOM)v  rO$Ið

q(x) Ë rÆb¹¬v  XÝœtÐ 

 d¼ È«“« tÐ t−O²� —œx∫r¹—«œ 

∫‰U¦�XÝœ tÐ «— qÐUI  ÈU¼rO$Ið XL$�Ã—Uš Ë Áb�U v�UÐ 

∫b¹—Ë¬

©n�« ∫qŠ

 «b?²Ð«=
4x2

x = 4xË Áœd?) »d?{ t?O?K?ŽÂu$I  —œ «— 

ªr¹—«œ ªrOM)v  r) Âu$I  “« «— q9UŠ

 fáÝ

  
=

x
x =1q?9UŠ Ë Áœd) »d{ Âu$I  —œ «— 

 “« «—  x +6∫r¹—«œ ªrOM)v  r) 

  = 4x +1XL$� Ã—Uš 

∏=b�U v�UÐ Á

©» ∫q?Š «b?²Ð« 

  
=

x2

x = x»d?{ t?O?K?Ž Âu$I  —œ «— 

ªr¹—«œ ªrOM)v  r) Âu$I  “« «— q9UŠ Ë Áœd)

    f(x) = anxn + an−1x
n−1 ++ a1x + a0

 f(x)  x − a  
 L(x)    q(x)
     r    

tOKŽÂu$I 

Âu$I   

Áb�U v�UÐ 
XL$�Ã—Uš 

f(x) = (x − a)q(x) + r  , r ∈R

4x2 − 7x +6 . x −2 ®n?«

  4x2 − 7x +6 x −2  

  4x(x −2) = 4x2 − 8x

    

4x2 − 7x +6    x −2     
  4x2

−
8x       4x +

 
     x +6    
     x

−
2   

             8

    

4x2 − 7x +6    x −2     
  4x2

−
8x       4x +1

 
     x +6    
     x

−
2   

             8

  (4x +1)(x −2) + 8 = 4x2 − 7x +6

  x
2 + 7x +12 x + 4  

+                   

  x(x + 4) = x2 + 4x

+

x2 + 7x +12 . x + 4 ®»

)



±∏µ

 fáÝ

  
=

3x
x = 3Ë Áœd ) »d?{ tOKŽÂu$I  —œ «— 

 “« «— q9UŠ  3x +12∫r¹—«œ ªrOM)v  r) 

  

x2 + 7x +12   x + 4   
  x2

−   
± 4x           x +

    3x +12    

  3(x + 4) = 3x +12

  

x2 + 7x +12   x + 4   
  x2

−   
± 4x           x + 3

   3x +12  
   3x

−
±12  

            0

  = x + 3 XL$� Ã—Uš g(x) =

  =0 Áb�U v�UÐ r =

  x
2 + 7x +12 = (x + 4)(x + 3) +0

# ∫t²J dÖ«f(x) rO$Ið ÈÁb�U v�UÐ býUÐ È«tKLł bMÇ p¹ f(x) dÐ x − a dÐ«dÐ r = f(a)ÆœuÐ b¼«uš 

∫‰U¦� rO$Ið ÈÁb�U v�UÐ   f(x) = 4x2 − 7x +6 dÐ   x −2

Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «—

∫qŠ qŠ«d�∫r¹—Ë¬v  XÝœ tÐ «— tOKŽ Âu$I  ÈtA¹— 

‡ ‡  f(2)∫rOM)v  »U$Š «— rO$Ið ÈÁb�U v�UÐ vMF¹

  x −2 =0⇒ x = 2

  r = f(2) = 4(2)2 − 7(2) +6 ⇒ r = 8

 ∫t²J# È«tKLł bMÇf(x) dÐ x − a∫ÁUÖd¼ XÝ« d¹cÄgGÐ   r = f(a) =0

 ÁUÖd¼ vMF¹ ªrOM)v  ÁœUH²Ý« U¼È«tKLł bMÇ Èt¹e& —œ XO9Uš s¹« “«  f(a) =0∫rO$¹uMÐ rO�«uðv  býUÐ 

f(x) = (x − a)g(x)

∫‰U¦� —«bI  m lÐUð t) bOM) sOOFð È—uÞ «— fÈtDÐU{ UÐ  

 dÐ Ë—tÐË—  x −1ÆbýUÐ d¹cÄgGÐ 

∫qŠ qŠ«d�∫r¹—Ë¬v  XÝœ tÐ «— tOKŽÂu$I  ÈtA¹— 

  f(x) = 3x2 + 4x − 7m

  x −1=0⇒ x =1



±∏∂

 È«“« t?Ð ‡‡  x =1 ¨  f(1)d?H?9 d?Ð«dÐ Ë rOM)v  »U$Š «— 

∫rO¼œv  —«d�

 —«bI  t?œUF  qŠ UÐ ‡‡m∫b¹¬v  XÝœ tÐ 

  x =1⇒ f(1) = 3 + 4− 7m =0

  ⇒ 7 − 7m =0⇒ 7m = 7 ⇒ m =1

 ∫t²J# bŠ Èt³ÝU×  —œlim
x→a

q(x) =
f(x)
g(x) ®f Ë g ÁUÖd¼ ©b�«È«tKLł bMÇ lim

x→a
f(x) =0 Ë lim

x→a
g(x) =0

  —u9 tÐ bŠ —«bI  býUÐ

  

0
0

+
,


 Èt³ÝU×  È«dÐ ¨b¹¬v  —œ lim

x→a
q(x) ÁbMM) dH9 q UŽ «b²Ð« b¹UÐ®x − a©“« «— 

Æœd) t³ÝU×  «— bŠ fáÝ Ë œu/ ·cŠ d$) ÃdG  Ë  —u9

q(x) =
f(x)
g(x)

  
lim
x→a

q(x) = lim
x→a

(x − a)f1(x)
(x − a)g1(x) = lim

x→a

f1(x)
g1(x)

 ‰U¦�±∫∫b¹—Ë¬ XÝœtÐ «— qÐUI  bŠ 

∫q?Š qŠ«d� v?²?�Ë d$)  —u9 bŠ   x →1X?Ý« dÐ«dÐ 

∫UÐ

 —œ d$) ÃdG  bŠ ‡‡  x =1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ 

® dÐ d$)  ÃdG  Ë  —u9 ÊuÇ ‡‡  x −1©¨XÝ« d¹cÄgGÐ 

∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ

∫Xý«œ rO¼«uš ÂUNÐ« lX— È«dÐ ‡‡

 bŠ t−O²� —œq(x) v²�Ë   x →1∫r¹—Ë¬v  XÝœ tÐ «— 

 ‰U¦�≤∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

  
lim
x→1

q(x) = lim
x→1

2x2 + x − 3

x2 + x −2
= ?

  
lim
x→1

2x2 + x − 3 = 2(1)2 +1− 3 =0

  
lim
x→1

x2 + x −2 =0

  2x2 + x − 3 = (x −1)(2x + 3)

  x
2 + x −2 = (x −1)(x +2)

  
q(x) =

2x2 + x − 3

x2 + x −2
=

(x −1)(2x + 3)
(x −1)(x +2) =

2x + 3
x +2

lim
x→1

q(x) = lim
x→1

2x + 3
x +2 =

5
3

  
lim
x→2

x2 − 5x + 6

x2 − 7x +10
= ?



±∏∑

Šq∫ Šb 9u—  Ë  GdÃ )$d Ë�²v   x → 2 9Hd  výuœÆ

 “« v?K? U?Ž t?Ð «— d?$) Ãd?G?  Ë  —u?9 ‡‡  x −2q?¹b?³?ð 

∫s¹«dÐUMÐ ¨rOM)v 

∫rOM)v  ÁœUÝ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ÂUNÐ« lX— È«dÐ ‡‡

 v²�Ë lÐUð bŠ ‡‡  x → 2Æb¹¬v  XÝœ tÐ 

 ‰U¦�≥∫Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  lÐUð bŠ 

 v²�Ë ‡‡  x → −1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ  —u9 bŠ 

 v²�Ë ‡‡  x → −1∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ d$) ÃdG  bŠ 

 È«“« tÐ d$) ÃdG  Ë  —u9 ÊuÇ ‡‡  x = −1dH9 dÐ«dÐ 

 dÐ U¼Ê¬ “« p¹ d¼ fÄ ¨b¹œdÖ  x +1∫vMF¹ ¨b�d¹cÄgGÐ 

 ÊuÇ  x → −1 s¹«dÐUMÐ   x ≠ −1∫r¹—«œ «c? 

 tÐ v²�Ë «— lÐUð bŠ  x → −1∫r¹—Ë¬v  XÝœ tÐ 

∫Xý«œ rO¼«uš s¹«dÐUMÐ

∫vÖœdA� ÈtOC� d¼ È«“« tÐ dÖ« x q Uý ÈÁ“UÐ “« atÐ® 

ôUL²Š« ełÎ —œ x = a©∫rOýUÐ t²ý«œ 

g(x) ≤ f(x) ≤ h(x)

 Ëlim
x→a

g(x) = lim
x→a

h(x) = L∫r¹—«œ ÁUÖÊ¬ 

lim
x→a

f(x) = L

  
lim
x→2

x2 − 5x +6 = lim
x→2

x2 − 7x +10=0

  x
2 − 5x +6 = (x −2)(x − 3)

  x
2 − 7x +10= (x −2)(x − 5)

  
q(x) =

x2 − 5x +6

x2 − 7x +10
=

(x −2)(x − 3)
(x −2)(x − 5) =

x − 3
x − 5

  
lim
x→2

q(x) = lim
x→2

x − 3
x − 5 =

2− 3
2− 5 =

−1
−3 =

1
3

  
lim

x→−1

7x2 + 5x −2

3x2 + 7x + 4
= ?

lim
x→−1

7x2 + 5x −2 = 7(−1)2 + 5(−1) −2 =0

  
lim

x→−1
3x2 + 7x + 4 = 3(−1)2 + 7(−1) + 4 =0

  7x2 + 5x −2 = (x +1)(7x −2)

  3x2 + 7x + 4 = (x +1)(3x + 4)

  
q(x) =

7x2 + 5x −2

3x2 + 7x + 4
=

(x +1)(7x −2)
(x +1)(3x + 4) =

7x −2
3x + 4

  
lim

x→−1
q(x) = lim

x→−1

7x −2
3x + 4

lim
x→−1

q(x) =
−7 −2
−3 + 4 =

−9
1 = −9

 qJý±¥‡‡≥



±∏∏

 ∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ

∫q?Š cosx œb?Ž Ëœ ÈÁœËb×?  —œ   −1 Ë ±¨œ—«œ —«d?� 

∫vMF¹

 v??Xd?Þ “« ‡?‡x → +∞f?Ä ¨  x >0 Ë 

  
1
x >0s??¹«d?ÐU?M?Ð 

∫Xý«œ rO¼«uš

 b?Š v?Xd?Þ “« ‡‡

  
1
x Ë 

  
−1
x v?²�Ë x X?L?Ý tÐ +∞q?O  

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bM)v 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ lÐUð bŠ vÖœdAX ÈtOC� o³Þ ‡‡

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

∫qŠ t) rO�«œv    −1≤ sin x ≤1∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ 

 v²�Ë vXdÞ “«x∫Xýu� Ê«uðv  býUÐ X³¦  ÈœbŽ 

 v?XdÞ “«

  
lim

x→+∞

1

x3 = lim
x→+∞

−1

x3 =0t?łu?ð UÐ s¹«dÐUMÐ 

∫r¹—«œ vÖœdAX ÈtOC� tÐ

XO�UF,∑‡‡≥

 ÈU¼‰Ëbł “« ÁœUH²Ý« UÐ±≤‡‡≥ Ë ±≥‡‡≥d¹“  ô«RÝ tÐ 

ÆbO¼œ aÝUÄ

± v?²�Ë ‡‡x “« d?ðp?Çu?) d¹œUI  UÐ ∞q?O?  dH9 œbŽ tÐ 

® bM)v   x →0−
©øbM)v  qO  ÈœbŽ tÇ  tÐ lÐUð —«bI  

lim
x→+∞

cosx
x = ?

  −1≤ cosx ≤1

  
−1
x ≤

cosx
x ≤

1
x

  
⇒ lim

x→+∞

−1
x = lim

x→+∞

1
x =0

  
⇒ lim

x→+∞

cosx
x =0

  
lim

x→+∞

3sin x
x3 = ?

  −3 ≤ 3sin x ≤ 3

    

−
3

x3 ≤
3sin x

x3 ≤
3

x3
        
g(x)


        
f (x)


         
h(x)


  
lim

x→+∞

3sin x
x3 =0

    

x −
π
30 −

π
180 −

π
9000  0

f (x) =
sin x

x 0/ 99873 0/ 999949 0/ 999999998 

 ‰Ëbł±≤‡‡≥

  
lim

x→0−
 f(x) =



±∏π

    

x 0 

π
9000

π
180

π
30

f (x) =
sin x

x  0/ 999999998 0/ 999949 0/ 99873

 ‰Ëbł±≥‡‡≥

  
lim

x→0+
f(x) =

 ÈtOC0±‡‡≥‡‡® x©XÝ« ÊU¹œ«— V$ŠdÐ 

lim
x→0

sin x
x =1

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— Ë—tÐË— bŠ 

 t) s¹« tÐ tłuð UÐtan x =
sin x
cosx∫r¹—«œ ¨

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— qÐUI  bŠ 

∫qŠ œbŽ —œ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ¥∫rOM)v  »d{ 

 tÐ tłuð UÐ ‡‡

  
lim
t→0

tan t
t =1∫Xý«œ rO¼«uš 

∫‰U¦�Æb¹—Ë¬ XÝœ tÐ «— qÐUI  bŠ 

 —œ «— d$) ÃdG  Ë  —u9 ‡‡  2∫rOM)v  »d{ 

 ÷dX UÐ ‡‡  2x = tUÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ 

lim
x→0

tan x
x = ?

lim
x→0

tan x
x = lim

x→0

sin x
x cosx = lim

x→0

sin x
x lim

x→0

1
cosx

  
lim
x→0

tan x
x =1×

1
cos0 =1×

1
1

=1

≤ v?²?�Ë ‡‡x “« d?ð¯—e?Ð d?¹œU?I  UÐ ∞q?O?  d?H?9 œbŽ  tÐ 

øbM)v  qO  ÈœbŽ tÇ  tÐ lÐUð —«bI  bM)v 

 XO?UFX tÐ tłuð UÐ∑‡‡≥∫r¹—«œ Á—«uL¼ 

lim
x→0

tan4x
x

  
lim
x→0

tan4x
x = lim4.

x→0

tan4x
4x

  
lim
x→0

tan4x
x

= lim4
t→0

tan t
t

= 4 ×1= 4

  
lim
x→0

tan 2x
5x

  
lim
x→0

tan 2x
5x = lim

x→0

2 × tan 2x
5 2x

  
lim
x→0

tan 2x
5x = lim

t→0

2
5  tan t

t = 2
5 .1= 2

5
Æ



±π∞

∫‰U¦�ÆbOM) »U$Š «— Ë—tÐË— bŠ 

∫qŠ œbŽ —œ «— ÃdG  Ë  —u9 ≥∫rOM)v  »d{ 

  tÐ tłuð UÐ ‡‡lim
t→0

tan t
t =1∫r¹—Ë¬v  XÝœ tÐ «— bŠ 

∫‰U¦�ÆbOM) t³ÝU×  «— Ë—tÐË— bŠ 

 ÊuÇ ‡‡  x ≠0 —œ «— d$)  —u9 XÝ« 

  
3

3x«— ÃdG  Ë 

  
2

2x∫rOM)v  »d{ 

  
lim
x→0

tan 3x
7x

  
tan 3x

7x =
3 tan 3x
7 × 3x

∫t−O²#

  
lim
x→0

x
tan ax =

1
a  ,  lim

x→0

sin ax
x = a  ,  lim

x→0

tan ax
x = a Ë 

  
lim
x→0

x
sin ax =

1
a

  
lim
x→0

tan 3x
7x = lim

x→0

3 tan 3x
7 × 3x =

3
7 ×1=

3
7

  
lim
x→0

sin 3x
sin2x = ?

  

sin 3x
sin2x =

3. sin 3x
3x

2. sin2x
2x

  

lim
x→0

3 ×
sin 3x

3x
2×

sin2x
2x

=
3 lim sin 3x

3x
2lim sin2x

2x

=
3 ×1
2×1 =

3
2

  
lim
x→0

2x2

1− cos2x

  
lim
x→0

2x2

1− cos2x = lim
x→0

2x2

2sin2 x
= lim

x→0

x
sin x  x

sin x

= lim
x→0

x
sin x × lim

x→0

x
sin x =1×1=1

Æ

  x→0

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡

∫‰U¦�∫bOM) t³ÝU×  «— qÐUI  bŠ 

 ∫t) rO�«œv 1− cos2x = 2sin2 x∫r¹—«œ s¹«dÐUMÐ ¨ 

∫UÐ XÝ« dÐ«dÐ bŠ —«bI  t−O²� —œ ‡‡



±π±

® v#U¹UÄ Êu�“¬±©

® v�U�UÄ Êu
“¬ ô«R� t� a�UÄ q�
±©

O
x

y

′y

′x

 qJý±∂‡‡≥

 qJý±µ‡‡≥

± l?ÐU?ð dÖ« ‡‡f —œ   RÁb?ý n?¹d?Fð d¹“  —u9 tÐ 

 qJý® býUÐ±µ‡‡≥∫©

f(x) =
x
x       x >0

x         x ≤0







Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— d¹“  —U³Ž q9UŠ

lim f(x)
x→0−        

+ lim f(x)
x→0+        

= ?

≤ lÐUð bOM) ÷dX ‡‡f —œ d¹“  —u9 tÐ   Rn¹dFð 

∫býUÐ Ábý

  
f(x) =

3x +1      x ≠ 2

2x            x = 2




ÆbOM) rÝ— «— lÐUð —«œu/ ©n?«

 ©»

  
lim f(x)
x→2        

Æb¹—Ë¬ XÝœtÐ «— 

 d¹“ ÈËU$ð —œ ©ÃaÆbOÐUOÐ «— 

lim f(x)
x→1       

= a.f(2)

≥ÆbOÐUOÐ «— d¹“ ÈU¼bŠ q9UŠ ‡‡

  
lim
x→1

4x3 − 5x2 +1

x2 −1
 ®n?«

  

lim
x→ π

2

cosx
(2x − π) ®»

  
lim
x→ 0

x2 sin 1
x ®Ã


