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١فصل 
v{U¹— ‰ôb²Ý«

åqOÄ qJý Ë v~�u~Ç —œ Êœd� ·ö²š«òåqOÄ qJý Ë v~�u~Ç —œ Êœd� ·ö²š«ò

œu???Ð p???¹—U???ð ÈÅt???�U???š —b???�« q???O??Ä

v?????�?????Ð Âœd?????� g????�b????¹œ È«d????Ð “«

œu?³?� s?J?L?� Êu?Ç ¨r?A?Ç UÐ g�b¹œ

œU??²??'Ë« Âu??Þd?š t?Ð n?+ «— v?J?¹ Ê¬

b?O?Ý— g?ýu?Ö d?Ð X?Ýœ «— v?J¹ Ê¬

œu?�?Ð g?¹U?Ä d?Ð u?Ç n?+ «— vJ¹ Ê¬

X??Ýœ œU??N??M??Ð Ë« X??A??Ä d?Ð v?J?¹ Ê¬

b?O?Ý— t?+ ÈËeł tÐ p¹ d¼ sOMÇÅr¼

n??K??²??7??� b?ý ÊU?A?²?H?Ö ¨t?+d?E?� “«

Ð v??F??L??ý d??Ö« f?+ d?¼ n?+ —œÔÈb??

fÐÅËÅX�²ÝœÅn+ ÊuÇÅr¼ fŠÅrAÇ

œu???M???¼ ‘b???�œu???Ð Áœ—Ë¬ «— t???{d??Ž

v?�?+ d?¼ b?ý v?L?¼ X?L?K?þ Ê¬ —b?�«

ÐÅv??� n??+ g??O??J?¹—U?ð Ê¬ —b?�«œu??�??

œU?N?� s?¹« XÝ« Ê«œËU� ÊuÇÅr¼ XHÖ

b???¹b???Ä b???ý Êe??O??Ð œU??Ð Êu??Ç Ëd??Ð Ê¬

œu?L?Ž Êu?Ç Âb?¹œ q?O?Ä q?J?ý X?H?Ö

XÝœÅtÐ v²7ð ÊuÇ qOÄ s¹« œuš XHÖ

b??O??M??ýÅv??� U??łÅd??¼ œd??+Åv??� Ê¬ r??N?'

n??D« s??¹« œ«œ V??I??D g??D«œ v?J?¹ Ê¬

Èb??ý ÊËd??O??Ð ÊU?A?²?H?Ö “« ·ö?²?š«

”d?²?Ýœ Ë« ÈÅt?L?¼ d?Ð «— n+ X�O�

±‡‡±ÈœuNý „—œ ‡‡

U?ð X?�?�«œ œuš È«dÐ vM�Q�Ë «ËQ� «— —Už Ë œd+ “Už¬ «— vMOA�—Už vÖb�“ ÊU��« t+ v�U�“ “«

—œ t?+ t?ÇÅÊ¬ „—œ È«d?Ð Á—«u?L?¼ Ë« ¨œu?ýÅv?� Ád?ÐU?7� UO�œ dÝ«dÝ tÐ tE×D p¹ —œ Èd³š t+ “Ëd�«

U?Ð ÈœËb?Š U?ð «— œu?š Èd?D?' —uÞÅtÐ ÊU��« ÆXÝ« t²'dÖÅv� pL+ ‘œuNý “« t²ýcÖÅv� g�u�«dOÄ

È«d?Ð Æœu?ý Ád?O?Ç U?¼ÅÊ¬ dÐ Ë bM+ Á“—U³�  öJA� UÐ Uð XÝ« t²ý«œ vFÝ Ë Áœd+Åv� @M¼UL¼ jO×�

ÁœU?H²Ý« œuš XTË rOEMð È«dÐ ÈbOý—uš XŽUÝ U¹ vMý XŽUÝ “« b�«u²Ð ÊU��« t+ÅÊ¬ “« q³T ¨‰U¦�
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¡UOý« ÈÅt¹UÝ v¼Uðu+ U¹ ÈbMKÐ “« ÆX'dÖÅv� ÁdNÐ ÁU� Ë “Ë— »U�Š s²ý«œÅt~� È«dÐ gÝ«uŠ “« ¨bM+

p?L?+ œu?š œu?N?ý “« U?¼U?¹—œ Ë U?¼ÅÊU?ÐU?O?Ð —œ X?N?ł h?O?7Að È«dÐ U¹ Ë œdÐÅv� ÊU�“ XOFTu�ÅÅtÐ vÄ

f?L?D X?Ý—œ Ë b?OAÇÅv� »uš U¹ ¨bOMýÅv� ÊUł ‘uÖ UÐ Ë b¹œÅv� ‰œ rAÇ UÐ t+ UłÅÅd¼ ÆX'dÖÅv�

‰ôb²Ý« Ë ◊U³M²Ý« Ë rN' È«dÐ «— Á«— ¨tL¼ s¹« Ë býÅv� ‘U' Ë« dÐ Áb¹œU� Ë t²HÖU� ÈU¼“«— ¨œd+Åv�

ÆbM+ nA+ «— XFO³Þ —«dÝ« Ë œd³Ð gM¹d'¬ “«— tÐ vÄÅ ¨o¹UIŠ „—œ UÐ b�«u²Ð Ë« Uð œd+Åv� “UÐ

—UOýu‡¼ dE‡� —œ e‡³‡Ý ÊU‡²‡š—œ ¯d‡Ð—U?Öœd?+ X?'d?F?� X?�?¹d?²?'œ g?T—Ë d?¼

qŠ Ë U¼ÅÁb¹bÄ nA+ —œ ÊU��« ÈUA~¼«— b�«uðÅv� t+ XÝ« œuNý ÊUL¼ s¹«ËÒÆœuý Z�dGÐ qzU�� 

—«dT vJ¹—Uð —œ Âœd� ÊuÇ rOLN'Åv� åqOÄÅqJý Ë v~�u~Ç —œ Êœd+ ·ö²š«ò dFý —œ XTœ UÐ

�« ¨b�œu³� qO' hO7Að tÐ —œUT ¨bM²ý«œÒt²ý«œ qO' “« dB²7� bMÇd¼ v+—œ bM²��«uð Êœd+ fLD UÐ U

¨q?�U?+ v?¼U?Ö¬ Êœ—Ë¬ X?ÝœÅt?Ð È«d?Ð ¨‰U?Š s?¹« UÐ ÆœuÐ UA~¼«— ÈœËbŠ Uð œu³� v'U+ tÇdÖ t+ bMýUÐ

ÊUL¼ d~MýË— lLý s¹« Ë r¹bM�“UO� XÝœ n+ —œ lLý vMF¹ ÈdðÅÈuT —«eÐ« tÐ t+ b¼œÅv� —«bA¼ ÈuDu�

Ær¹“«œdÄÅv� v{U¹— ‰ôb²Ý« Ÿu� bMÇ v'dF� tÐ ̈ qB' s¹« —œ ÆbýUÐ ÂUNÐ« “« vDUš b¹UÐ t+ XÝ« vDôb²Ý«

±‡‡≤vKO¦Lð ‰ôb²Ý« ‡‡
±

d�“Ë— ÈU¼—U+ d¦+« —œÒÈU?¼—U?+ U¹ vLKŽ ÈÅÁbLŽ ÈU¼ÅXOI'u� Uð v×DÝ ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²� “« Á

 “« ÈdM¼qO¦LðÊu?ÖU?�uÖ rO¼UH� sOÐ XNÐUA� vŽu� s²'U¹ ÊUL¼ lT«Ë —œ t+ qO¦Lð ÆrOM+Åv� ÁœUH²Ý« 

œ—«œ œułË qO¦Lð “« v¹U³¹“ ÈU¼Åt�uL� U�  UOÐœ« —œÆXÝ« ÁœUH²Ý«ÅqÐUT nK²7� ÕuDÝ ÂULð —œ ¨XÝ«

 ÊU?²?Ý«œ t?K?L?ł Ê¬ “« t?+ œœd?ÖÅv?� ÕdD� Ê¬ ÈU¼ÅX¹œËb×� vlUš X'«dþ UÐ t+v?Þu?Þ Ë ‰UIÐ—œ 

∫XÝ« ÈuMF� ÈuM¦�

v???O???Þu???Þ U???¹u???Ö e??³??Ý v??¹«u??� ‘u??š
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Èb?????Ð ‚–U?????Š ÊU?????O?????Þu?????Þ È«u????� —œ

X???7???¹d???Ð «— q??Ö s??žË— ÈU??¼Åt??A??O??ý

‘ËÅt??ł«u??š ⁄—U??' X??�??A??M??Ð ÊU?+œd?Ð

+ v?ÞuÞ XAÖ œ“ ‘dÝ dÐÓq
≤

»d{ “ 

v?????O?????Þu?????Þ «— ÈË Ë v?????DU?????I?????Ð œu????Ð

ÊU?????+œ ÊU?????³?????N????~????� Èœu????Ð ÊU????+œ —œ

Èb??????Ð o??????ÞU??????� v??????�œ¬ »U??????D?????š —œ

X??7??¹d??ÖÅv??¹u??ÝÅÊU??+œ Èu??ÝÅ“«ÅX?�?ł

‘«Åt???ł«u???š b???�U???O???Ð t???�U???š Èu??Ý “«

»d???Ç t???�U???ł Ë ÊU???+œ s???žË— d??Ä b??¹œ

±‡‡ Analogy
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∫ s¹dLð ÈÅÁbMš XKŽ Ë œdÐ—U+ tÐ vKO¦Lð tÇ vÞuÞ t+ bO¼œ ̀ O{uð ̈ ÊU²Ý«œ tÐ tłuð UÐ

øœuÐ tÇ Âœd� ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

„—œ È«dÐ ÈœuNý ÈÅtMO�“ p¹ œU−¹« —œ bM�«uðÅv� b�—«œ v¹U¼ÅX¹œËb×� t+ÅÊ¬ UÐ qO¦Lð Ÿ«u�«

 ÆX'dÖ Áb¹œU� «— U¼ÅÊ¬ XOL¼« b¹U³� Ë bMýUÐ ÈdŁR� pL+ v{U¹— ÈU¼Å U³Ł« Ë rO¼UH� “« È—UO�Ðö¦�Î

X³¦� ÈœbŽ ¨vHM� œbŽ —œ vHM� œbŽ »d{ÅqlUŠ t+ XIOIŠ s¹« d²NÐ „—œ È«dÐ Ê«uðÅv� qO¦Lð “«

∫bOM+ tłuð d¹“ ÈÅt�uL� tÐ Æœd+ ÁœUH²Ý« XÝ«

® X?³?¦?� v?KLŽ «— Êe7� tÐ »¬ Êbý œ—«Ë+©® v?H?M� vKLŽ «— Ê¬ “« »¬ ÃËdš Ë −©d?E� —œ 

® X³¦� vKLŽ «— rKO' ÊœdÐ uKł ¨eO� rKO' g¹UL� —œ Ær¹dOÖÅv�+©®ÅvHM� vKLŽ «— Ê¬ ÊœdÐ VIŽ Ë −©

XÝ« Êe7� p¹ “« ÃËdš ‰UŠ —œ »¬ ̈ Ê¬ —œ t+ œuý Áœ«œ g¹UL� vLKO' dÖ« ‰UŠ Ær¹—Ë¬Åv� »U�Š tÐ

®−©® r?O?�«œdÖdÐ VIŽ tÐ «— rKO' Ë −©® œœd?ÖÅv� “UÐ Êe7� tÐ Á—UÐËœ »¬ ¨+©q?LŽ Ëœ qlUŠ vMF¹ °

ÆXÝ« Ábý Êe7� tÐ »¬ XAÖ“UÐ X³¦� qLŽ ©rKO' ÊœdÐ VIŽ Ë »¬ ÃËdš® vHM�

œd???+ ÁU???ðu???+ s???7???Ý Èb???M???Ç v??+“Ë—
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g????ÝU???O???T “«
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«— o????K???š b???�¬ Áb???M???š
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Ô
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X???H???~???Ð Ë« b???¹¬ —b???�U???+ b???ýU??Ð t??+ U??ð

X?A?Þ Ë ”U?Þ X?A?Ä u?Ç u?� vÐ dÝ UÐ

Êö???' v???¼ t???+ œ“ g???¹Ë—œ d???Ð @???�U??Ð

v???²???7???¹— s???žË— t??A??O??ý “« d??~??� u??ð

«— o?Dœ V?ŠU?l X?ý«b?M?Ä œu?š uÇ u+

d??O??ý Ë d??O??ý s??²??A??³??� —œ b??�U?� t?Çd?Ö

b????ý ÁU????Ö¬ o????Š ‰«b????Ð«Å“ v????�????+ r????+

±® qO¦Lð ÈUMF� ÊUL¼ tÐ å”UOTò ̈ UłÅs¹« —œ ‡‡analogy ÈUMF� tÐ t+ å”UOTò XGD UÐ Ë XÝ« Ábý ÁœdÐ —U+ tÐ ©sylogism

  U×Hl tÐ d²AOÐ  UŽöÞ« È«dÐ ÆXÝ«  ËUH²� œË—Åv� —U+ tÐ v¹uDÝ—« oDM� —œ∂∂ Ë ∂∑»œ« Ë @M¼d' Â—UNÇ ‰UÝ oDM� »U²+ 

Æœuý tFł«d�
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±‡‡≥v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡

È—ULF� œ—u� —œ vðUŽöÞ« È—Ë¬ÅlLł bBT tÐ ¨Ê«d¹« ÊbLð Ë @M¼d' oI×� p¹ bOM+ ÷d'

²?MÝÒU?¼Åt?�U?š ÈÅt?L?¼ n?I?Ý t?+ bM+Åv� Áb¼UA� ©U²ÝË—® t¹dT sODË« —œ ¨bM+Åv� dHÝ UłÅÊ¬ tÐ U¼Åt¹dT v

U¼—«u¹œ Ë Èb³MÖ U¼Åt�Uš nIÝ t+ bM+Åv� Áb¼UA� eO� ÈbFÐ ÈÅt¹dT —œ ÆbM²�¼ —uDT U¼—«u¹œ Ë Èb³MÖ

K+ ÈdOÖÅt−O²� È«dÐ t¹dT Ëœ ÈÅÁb¼UA� ULý dE� tÐ ÆbM²�¼ —uDTÒÈU¼U²ÝË— È—ULF� XOF{Ë œ—u� —œ v

t?�«œ« t?−?O?²?� ‰u?BŠ Uð œuš  «b¼UA� tÐ t+ býUÐ s¹« oI×� tÐ ULý tOluð b¹Uý øXÝ« v'U+ Ê«d¹«

œ« p¹ Ê«d¹« ÈU¼U²ÝË— ÈÅtL¼ œ—u� —œ b�«u²Ð b¹Uý ªb¼œÒöLŽ ÆbMJÐ vK+ ÈUŽÎË  U�UJ�« X¹œËb×� 

s?O?L?¼ t?Ð l{Ë r¼ v{U¹— qzU�� —œ ¨b�uý ÂU−�« œ—«u� ÈÅtL¼ —œ U¼u−²�ł bM¼œÅvL� Á“Uł« ÊU�“

ôuLF� «d¹“ XÝ« ‰«uM�Î∫bOM+ tłuð d¹“ ‰U¦� tÐ ÆX�O� v¼UM²� u−²�ł bM¹«d' 

 ‰U¦1±∫ UŽöÞ« È—Ë¬ÅlLł tÐ —U+ s¹« È«dÐ ̈ rOM+ lLł r¼ UÐ «— vD«u²� œd' œ«bŽ« rO¼«ušÅv� 

Ær¹“«œdÄÅv�

±Ω±

  1+ 3 = 4

  1+ 3 + 5 = 9

  1+ 3 + 5 + 7 =16

�« ÆbMýUÐ œd' U¹ ÃË“ bM�«uðÅv� vD«u²� œd' œ«bŽ« lLł qlUŠ t+ b¼œÅv� ÊUA� ôUÐ  «b¼UA�ÒU

 t?+ XÝ« s¹« ”bŠ sODË« fÄ ÆbMýUÐÅv� q�U+ lÐd� v~L¼ ôUÐ œ—u� —UNÇœd2 œ«bŽ« lLł q6UŠ

XÝ« q1U� lÐd1 v9«u²1s¾LD� œuš ”bŠ X×l tÐ X³�� rO�«uðÅv� ‚u' œ—«u� ÈÅÁb¼UA� UÐ U¹¬Æ

ULK�� ørOýUÐÎÆrO¼œÅv� t�«œ« «— u−²�ł ¨tODË« ”bŠ “« ÊUMOLÞ« ‰uBŠ È«dÐ s¹«dÐUMÐ °t� 

  1+ 3 + 5 + 7 +9 = 25

  1+ 3 + 5 + 7 +9+11= 36

 “« t?+ v?D«u?²?� œd' œ«bŽ« “« œ«bFð d¼ ŸuL−� U¹¬ vDË ¨œd+ bO¹Qð «— ”bŠ eO� t�uL� Ëœ s¹«±

øœuýÅv� q�U+ lÐd� ¨œuý ŸËdý

F2Ò XO9U±‡‡±

UÐ ̈ v¹UODU²¹« ̄ —eÐ bMLA�«œ tKODUÖÈÅÁb¼UA1 v¹U¼ÅnA+ tÐ o'u� ̈ Ê«e¹Ë¬ ÈU¼Åt�“Ë v�UÝu� —U²'— 

—œ «— t?K?O?DU?Ö t?+ v?¹U?¼Ån?A?+ “« v?J?¹ Æœd+ —«œÅ@�Ë¬ XŽUÝ Ÿ«d²š« tÐ —œUT «— Ë« X¹UN�Å—œ t+ bý
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 Êb¹œ ¨œ«œ È—U¹ —«œÅ@�Ë¬  XŽUÝ Ÿ«d²š«ÈÅtDÐ«— sOÐ ‰uÞ Ë Å@�Ë¬  ÊU1“ÆœuÐ ÊUÝu� 

∫b¼œÅv� ÊUA� «—  ËUH²� ÈU¼Å‰uÞ UÐÅÅÅ@�Ë¬ bMÇ ÊUÝu� ÊU�“ ¨d¹“ ‰Ëbł

‰Ëb�UÄ ‰uÞÊUÝu� ÊU1“

±bŠ«Ë ±tO�UŁ 

¥bŠ«Ë ≤tO�UŁ 

πbŠ«Ë ≥tO�UŁ 

±∂bŠ«Ë ¥tO�UŁ 

® ‰Ëbł±©

±uð UÐ ‡‡Ò@�Ë¬ ‰uÞ sOÐ È«ÅtDÐ«— Ÿu� tÇ ULý dE�ÅtÐ ¨bOMOÐÅv� ‚u' ‰Ëbł —œ t+ v¹u~D« tÐ tł

øœ—«œ œułË ÊUÝu� ÊU�“ Ë

≤ÊUÝu� ÊU�“ UÐ v~�Ë¬ ‰uÞ È«dÐ ULý ”bŠ ‡‡ ∑øX�OÇ tO�UŁ 

≥ÊUÝu� ÊU�“ UÐ v~�Ë¬  ‰uÞ È«dÐ ULý ”bŠ ‡‡ ±∞øX�OÇ tO�UŁ 

F2Ò XO9U±‡‡≤

 ‰UÝ Uð±∑∑≤OÝ gý UNMð ̈ ÈœöO� ÒÈU¼ÅtKlU' Ë œuÐ Ábý t²šUMý Á—U
±

bOý—uš “« U¼ÅÊ¬ vFT«Ë 

« ÊU¼u¹ v�ULD¬ ”UMýÅÁ—U²Ý ÆœuÐ Áb�¬ XÝœÅtÐDdÚœËUÐ  
≤

 UÐ ̈ÈÅÁb¼UA1OÝ Ê¬ ÈÅtKlU' Ò¨bOý—uš “«  «—U

łu²�Ò t? rE�Ëv?¹u~9« O?Ý ÈÅt?K?lU?' t+ œ«œ«—Åv¹U�«uðÅs¹« œËUÐ ÊU¼u¹ tÐ u~D« s¹« Æbý U¼ÅÊ¬ —œ Ò «—U

 «— b?Oý—uš “« ©t²šUMýU� “uM¼®v?MOÐÅgOÄO?Ý nA+ UÐ t+ bO�«bÐ XÝ« VDUł ÆbM+ Ò¨Èd?~¹œ ÈU¼ÅÁ—U

OÝbŠÒt
≥

 U¹O{d2 ÒÈ«Åt tÐ XšUÝ Ë« t+ g¹U1“¬°XAÖ bO¹Qð Ê¬ v²Ý—œ Ë bý t²ý«cÖ 

® ‰Ëbł≤U?²?³�� ÈÅtKlU' ¨©ÎO?Ý vFT«Ë ÒÈu?~?D« U?Ð Áb?ý vMOÐÅgOÄ ÈÅtKlU' Ë bOý—uš “« U¼ÅÁ—U

∫b¼œÅv� ÊUA� «— œËUÐ ÊU¼u¹

± bOý—uš Uð sO�“ ÈÅtKlU' ‡‡±∞ÆXÝ« Ábý t³ÝU×� Ê¬ ÈUM³� dÐ U¼ÅtKlU' vTUÐ Ë XÝ« Ábý ÷d' bŠ«Ë 

≤‡‡ Johan Elert Bode ≥‡‡ Conjectures
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Tœ vL+ UÐÒłu²� ¨XÒO?Ý vFT«Ë ÈU¼ÅtKlU' vJ¹œe� tÒÈu?~D« jÝuð t+ v¹U¼ÅtKlU' UÐ bOý—uš “«  «—U

Ær¹uýÅv� œuÐ Ábý vMOÐÅgOÄ œËUÐ ÊU¼u¹

±t?DœU?F?� p?¹ ÈÅtKOÝË tÐ «— Èd²A� Ë Â«dNÐ ÈÅtKlU' sOÐ ÈÅtDÐ«— Ê«uðÅv� U¹¬ ¨ULý dE� tÐ ‡‡

øœ«œ ÊUA�

≤O?Ý ÈÅt?K?lU' Ê«uðÅv� t�u~Ç ¨ULý dE� tÐ ‡‡Òøœd?+ «b?OÄ «— bOý—uš “« Ê«uO+ “« bFÐ ÈU¼ÅÁ—U

øbM+Åv� U¼ÅtKlU' s²'U¹ È«dÐ È«ÅtDœUF� Êœd+ «bOÄ —œ vJL+ tÇ œËUÐ Èu~D«

 ‰UÝ —œ±∑∏±OÝ ¨Òq?ýd¼ ÂUOK¹Ë ÈÅtKOÝË tÐ ¨”u�«—Ë« vMF¹ Ê«uO+ “« bFÐ ÈÅÁ—U
±

Æbý nA+ 

 ÈÅtKlU'±π≤uðÅqÐUT —uÞÅtÐ ̈ bOý—uš Uð ”u�«—Ë« ÈbŠ«Ë ÒÈÅtKOÝË tÐ Ábý vMOÐÅgOÄ ÈÅtKlU' UÐ vNł

ÈÅtDœUF� sOÐ ÈÅtDÐ«— t+ b�bOÝ— t−O²� s¹« tÐ ÊUÝUMýÅÁ—U²Ý ¨qODœ sOL¼ tÐ ÆœuÐ p¹œe� ‚u' ÈÅtDœUF�

lUš ÈUMF� Èd²A� Ë Â«dNÐ È«dÐ œËUÐÒÆœ—«œ v

≥Uš ÈUMF� s¹« ULý dE� tÐ ‡‡’ÒøX�OÇ 

v³¹dIð ÈU¼ÅtKlU' Êœd+ «bOÄ È«dÐ œËUÐ ÈÅtDœUF� ¨bO²'U¹—œ tÐd−ð tÐ Ë b¹œ“ ”bŠ t+Å—uÞÅÊUL¼

 —ulÅtÐ bOý—uš “«  «—UOÝ

  d = 4+ (3×2
n−2)n ≥2

ÆœuÐ

OÝÒÁ—UvFJ«Ë ÈÅtK6U2œËUÐ ÊU¼u¹ Èu~9«

dOð® ©œ—UDŽ  4  0+ 4 = 4

©bO¼U�® Ád¼“  7  3 + 4 = 7

©÷—«® sO�“  10  6+ 4 =10

©a¹d�® Â«dNÐ  15  12+ 4 =16

ø   + =

©fOłdÐ® Èd²A�  52
  

+ 4 = 52

©qŠ“® Ê«uO+  96  96+ 4 =100

ø  + =

® ‰Ëbł≤©

±‡‡ William Herschel



∑

 ‰UÝ —œ±∏∞± bOý—uš Uð Ê¬ ÈÅtKlU' t+ bý nA+ vJÇu+ ÈÅÁ—UOÝ ¨≤∏°œuÐ bŠ«Ë 

¥’Uš ÈUMF� rO�«uðÅv� U¹¬ ‡‡Ò p¹ Ê«uMŽ tÐ «— œËUÐ ÈÅtDœUF� K� ÈdOÖÅt−O²�Òvør¹d¹cáÐ 

Þ« È—Ë¬Ål?L?ł UÐ ¨œËUÐ Ë tKODUÖÒłu?²� ¨U¼ÅÊ¬ ÈÅÁb¼UA� Ë  UŽöÒ «b?¼U?A� —œ v¹u~D« Ë rE� t

 «b¼UA� Z¹U²� vMOÐÅgOÄ tÐ —œUT «— ÊUA¹« t+ bM²šUÝ v¹U¼ÅtOÝbŠ ¨rE� s¹« Êb¹œ UÐ U¼ÅÊ¬ Æb�bý œuš

ÊU?L?¼ Ë b?�œd?+ g?¹U?�“¬ «— œu?š v?M?OÐÅgOÄ ¨Èd~¹œ  «b¼UA� ÂU−�« UÐ ¨œËUÐ Ë tKODUÖ Æœd+Åv� ÈbFÐ

O?Ýb?Š t?+ œd?+ s?¾LD� «— œËUÐ Ë tKODUÖ ¨bM¹«d' s¹« Æb�œ—Ë¬ XÝœÅtÐ b�œ“Åv� ”bŠ t+ «— v−¹U²�ÒÈÅt

 p?¹ Ê«u?M?Ž t?Ð ¨b�œuÐ Áœ—Ë¬ XÝœÅtÐ t+ «— vDÐ«Ë— U¼ÅÊ¬ ÆXÝ« ÁœuÐ XÝ—œ U¼ÅÊ¬K?� ÈdOÖÅt−O²�Òv?

v?K?+ Èd?O?ÖÅt?−?O?²?� t?Ð «— v?Ðd?−?ð Âu?KŽ ÊULDUŽ vK+ —uÞ tÐ Ë œËUÐ Ë tKODUÖ t+ výË— tÐ Æb�œd+ ÂöŽ«

 b�UÝ—Åv�v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«
±

ÆbM¹uÖÅv� 

v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý«K� ÈdOÖÅt−O²� ‘Ë— ̈Ò «b¼UA� “« ÈœËb×� ÈÅtŽuL−� ÈUM³�dÐ v

ÆXÝ«

F2Ò XO9U±‡‡≥

∫n9«

±ªbOM+ »U7²�« vLT— tÝ œbŽ p¹ ‡‡

≤ —œ «— œbŽ Ê¬ ‡‡∑ªbOM+ »d{ 

≥ —œ«— Áb�¬ XÝœÅtÐ »d{ÅqlUŠ ‡‡±±ªbOM+ »d{ 

¥® XL�T —œ Áb�¬ XÝœÅtÐ »d{ÅqlUŠ ‡‡≥ —œ «— ©±≥ÆbOM+ »d{ 

∫»

 qŠ«d�± Uð ¥ÆbO¼œ ÂU−�« d~¹œ vLT— tÝ œbŽ p¹ È«dÐ «— 

∫Û

± X?L�T —œ Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼Å»d{ÅqlUŠ sOÐ È«ÅtDÐ«— tÇ ‡‡¥ —œ œu?š vÐU7²�« œbŽ Ë ±

øbOMOÐÅv�

±‡‡ Inductive reasoning



∏

 q?Š«d�≤ ¨Å≥ Ë ¥t?Ç Æb?O?M?+ —«d?J?ð b¹«ÅÁœd+ »U7²�« t+ d~¹œ vLT— tÝ œbŽ s¹bMÇ È«dÐ «— 

œ« bO�«uðÅv� U¹¬ øb¹dOÖÅv� È«Åt−O²�ÒøXÝ« XÝ—œ vLT— tÝ œ«bŽ« ÂULð È«dÐ ULý ÈÅt−O²� t+bOM+ UŽ

∫ 

± »d{ÅqlUŠ ‡‡  7×11×13ªb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤XÝœÅtÐ »d{ÅqlUŠ —œ «— œuš vÐU7²�« vLT— tÝ œ«bŽ« ̈ »U�Š sOýU� “« ÁœUH²Ý« ÊËbÐ ‡‡

ªbO¼œ ÊUA� «— œuš —U+ qŠ«d� ÆbOM+ »d{ Áb�¬

≥œ« bO�«uðÅv� U¹¬ øbO²'dÖ È«Åt−O²� tÇ ‡‡ Ò —œ «— vLT— tÝ œbŽ d¼ dÖ« t+ bOM+ UŽ∑ Ë ±± Ë ±≥

øbOÝ—Åv� tÐUA� ÈÅt−O²� tÐ ¨bOM+ »d{

±‡‡¥b×1 ‡‡Ëœv¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« ÈU¼ÅX¹ÅÅÅÅ

t?�ÅÊ¬ U?ð b?ýułÅv1 —bJÅÊ¬ ·dÐ ÆÆÆ b�UL� vJUÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv1 —bJÅÊ¬ »¬

d?¼ ÆÆÆ b?�U?L?� v?JU?Ð Ê¬ “« Èe?O?Ç t?�ÅÊ¬ U?ð býułÅv1 —bJÅÊ¬ a¹ ÆÆÆb�UL� vJUÐ Ê¬ “« ÈeOÇ

°b�UL� vJUÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t�ÅÊ¬ Uð býułÅv1 —bJÅÊ¬ ÈeOÇ

t+ÅÊ¬ Uð bMýułÅv� —bTÅÊ¬ a¹ Ë ·dÐ Ë »¬ t+ œd+ nA+ sOA�—Už œd� t+ÅÊ¬ “« bFÐ ¨UłÅs¹«Å—œ

œ« Ë œ«œ r?O?LFð «—  «b¼UA� s¹« ¨b�UL� vTUÐ U¼ÅÊ¬ “« ÈeOÇÒò t+ œd+ UŽÈeOÇ d¼U?ð býułÅv� —bI�¬ 

K?+ Èd?O?ÖÅt−O²� s¹« å°b�UL� vTUÐ Ê¬ “« ÈeOÇ t+ÅÊ¬Ò «b?¼U?A� “« ÈœËb×� ÈÅtŽuL−� ”UÝ«dÐ t+ v

U?Ð t?+ œ—«œ œułË ‰UL²Š« s¹« tAOL¼ «d¹“ ¨b¼œÅv� ÊUA� «— v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« vÝUÝ« nF{ ¨XÝ«

Æœuý iI� Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈÅt−O²� v²Ý—œ ¨d²AOÐ b¼«uý nA+



π

F2Ò XO9U±‡‡¥

∫bO¼œ ÂU−�« »U�Š sOýU� “« ÁœUH²Ý« ÊËbÐ Ë v�u²Ý  —ul tÐ «— d¹“  U³ÝU×�

∫n9«

± »d{ÅqlUŠ ‡‡  112×124ªb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤ »d{ÅqlUŠ ‡‡  211×421ªb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≥ ÈU¼ÅXL�T sOÐ È«ÅtDÐ«— tÇ ‡‡± Ë ≤øœ—«œ œułË Áb�¬ XÝœÅtÐ ÈU¼Å»«uł Ë 

∫»

± »d{ÅqlUŠ ‡‡  312×221ªb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ «— 

≤ »d{ÅqlUŠ ¨È«Åt³ÝU×� êO¼ ÊËbÐ ‡‡  213×122ªbO�eÐ ”bŠ «— 

≥ »d{ÅqlUŠ ‰UŠ ‡‡  213×122øœuÐ XÝ—œ ULý ”bŠ U¹¬ ÆbOM+ t³ÝU×� «— 

∫Û

± »d{ÅqlUŠ ôUŠ ‡‡  113×223ªbOM+ t³ÝU×� «— 

≤ »d{ÅqlUŠ ¨È«Åt³ÝU×� êO¼ ÊËbÐ ‡‡  311× 322ªbO�eÐ ”bŠ «— 

≥ »d{ÅqlUŠ ôUŠ ‡‡  311× 322øœuÐ XÝ—œ ÊU²ÝbŠ U¹¬ ÆbOM+ t³ÝU×� «— 

v¹U¼ÅX¹œËb×� UÐ Ë œ—«b� XO�uLŽ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« t+ r¹uýÅv� tłu²� XODUF' s¹« ÂU−�« UÐ

ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²� «d¹“ r¹—«b� Z¹U²� v²Ý—œÅtÐ vFDT ÊUMOLÞ« ̈ v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« —œ ̈ lT«Ë —œ ÆXÝ« tł«u�

ÆXÝ«  «b¼UA� “« ÈœËb×� ÈÅtŽuL−� ÈUM³�dÐ U�

±ÅÅ‡‡µv{U¹— È«dI²Ý« ‡‡ÅÅÅ

 sODË« ŸuL−� U¹¬nÅ¨vD«u²� œd' œbŽ   n2
øXÝ« 

 ‰U?¦� —œ±v?Ðd?−?ð —u?ÞÅt?Ð «— ‚u?' ‰«RÝ »«uł ¨ «b¼UA� È—Ë¬ÅlLł Ë v¹«dI²Ý« bM¹«d' UÐ ¨

�« Ær¹œ«œ ÊUA�Ò¨s¹«dÐUMÐ ÆrOM+ oOI×ð «— œ—«u� ÈÅtL¼ rO²��«u²� XÝ« v¼UM²�U� ̈ œd' œ«bŽ« œ«bFð ÊuÇ U

Ær¹dOÖÅv� pL+ v{U¹— È«dI²Ý« ql« vMF¹ v{U¹— ÈuT Ë oOTœ —«eÐ« p¹ “« œuš ÈUŽœ«  U³Ł« È«dÐ

∫v?{U¹— È«dI²Ý« q�« v?F?O³Þ œbŽ ÈÅÁ—UÐ—œ vLJŠ bOM� ÷d- nd?Ö« ÆrOýUÐ t²ý«œ 

 È«d?Ð r?J?Š s¹«  n =1 d?¼ È«d?Ð Ë b?ýUÐ XÝ—œ   k ≥ 1È«d?Ð r?J?Š v?²?Ý—œ ÷d- UÐ ¨

n = k È«d?Ð rJŠ v²Ý—œ Ê«u²Ð   n = k +1œb?Ž d¼ È«dÐ rJŠ ÁUÖÅÊ¬ X-dÖ t−O²� «— 

 vFO³ÞnÆXÝ« XÝ—œ 



±∞

 sODË« ŸuL−� t+ rO¼œ ÊUA� rO¼«ušÅv�n ¨vD«u²� œd' œbŽ   n2
ÆXÝ« 

∫r¹“«œdÄÅv�  «b¼UA� È—Ë¬ÅlLł tÐ t²ýcÖ bM�UL¼

  1=1=1
2

  1+ 3 = 4 = 2
2

  1+ 3 + 5 = 9 = 3
2

1+ 3 + 5 + 7 =16 = 4
2

  1+ 3 + 5 + 7 +9 = 25 = 5
2

1+ 3 + 5 + 7 +9+11= 36 = 6
2

∫t+ rOMOÐÅv� r¹d~MÐ ôUÐ ÈU¼ÅÈËU�ð tÐ XTœ UÐ dÖ«

 ŸuL−1n Ω U¼ÅÊ¬ œ«bFð lÐd1 Ω tO9Ë« v9«u²1 œd2 œbŽ   n2

U¹

                                                      Å                                     ÅÅÅÅÅÅÅUð

®±©
    1+ 3+5+.......+2n −1

n6 7444 8444
= n2

∫ U³Ł« œ—u� —œ «— ‚u' rJŠ v²Ý—œ b¹UÐ «b²Ð« ̈ v{U¹— È«dI²Ý« ql« o³Þ   n =1ÆrO¹U�“UOÐ 

® ÈÅtDÐ«— dÖ«± È«dÐ «— ©  n =1r¹—«œ r¹dO~Ð dE� —œ 

  1=1
2

 È«dÐ fÄ  n =1ÆXÝ« XÝ—œ rJŠ 

 È«“« tÐ rJŠ rOM+Åv� ÷d' ¨ÈbFÐ ÂUÖ —œn = kvMF¹ býUÐ XÝ—œ 

1+ 3 + 5+.......+2k −1= k2

 È«dÐ rJŠ rOM+ XÐUŁ b¹UÐ ôUŠ  n = k +1vMF¹ XÝ« XÝ—œ eO� 

®≤©
  1+ 3 + 5+.......+2k −1+2(k +1) −1= (k +1)2

® ÈÅtDÐ«— sO'dÞ tÐ ©«dI²Ý« rJŠÅ® dOš« ÈËU�ð  U³Ł« È«dÐ± ÈÅtKLł ̈ ©«dI²Ý« ÷d'Å® ©
  (k +1)Â«Å

 vMF¹
  2(k +1) −1rOM+Åv� t'U{« «— 

  1+ 3 + 5+.......+2k −1+2(k +1) −1= k2 +2(k +1) −1

                            
  = k2 +2k +2−1

                                
  = k2 +2k +1

                                  , 
  = (k +1)2

® vMF¹ ¡«dI²Ý« rJŠ s¹«dÐUMÐ≤ vFO³Þ œbŽ d¼ È«dÐ t−O²�Å—œ Ær¹œd+  U³Ł« «— ©nÆr¹—«œ 

                                                                      
Æ  1+ 3+.......+2n −1= n2



±±

±‡‡Å∂vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« ‡‡ÅÅ

bI1 —œÒ ‡‡ bM¹«— ”ËdOÄUÄ ÈÅt1±∂µ∞v{U¹— œułu1 a¹—Uð s¹dðÅvL¹bJ b¹Uý t� ‡‡ œöO1 “« q³J ‰UÝ 

_A1 s¹dð“—UÐ t� XHÖ Ê«uðÅv1  √dł tÐò ∫XÝ« Áb1¬ sOMÇ ̈ býUÐÒÈÅtł—œ ÈÅÁbM¼œÅÊUA� t� ÊUc�« —uFý ÈÅtB

bLðÒK1 d¼ ÊÒK� —uÞÅtÐ Ë XÝ« Êœd� ‰ôb²Ý«  —bJ ÊUL¼ ¨XÝ« XÒ—œ b�«uðÅv1 vNłË s¹d²NÐ tÐ  —bJ s¹« v

K1 Ê¬ œ«d2« v{U¹— ÈU¼Å —UN1ÒåÆœuý t²ý«cÖ g¹UL� tÐ X



±≤

o?³?Þ t?+ X?Ý« œu?łu?� ©b?M?¹«— ”Ëd?O?ÄU?Ä®d?B?� v?{U?¹— a?¹—Uð —œ œ«bŽ« UÐ È“UÐ ÈÅtDQ�� Ëœ

ÂU?−?�« Ê¬ ÈË— d?~?¹œ —U?+ s?¹b?M?Ç f?á?Ý Ë œuýÅv� »U7²�« ÈœbŽ ¨tDQ�� Ëœ s¹« ÈU¼ÅqLFD«—u²Ýœ

Ëœ s?¹« “« v?J?¹ U?Ð °X?Ý« ÊU?�J¹ tAOL¼ t−O²� ¨vÐU7²�« œbŽ s²'dÖ dE� —œ ÊËbÐ ÊU¹UÄ —œ Ë œdOÖÅv�

Ær¹uýÅv� UMý¬ tDQ��

F2Ò XO9U±ÅÅ‡‡µ

ÆXÝ« œ«bŽ« UÐ v�dÖdÝ Ÿ«u�« “« vJ¹ d¹“ ÈU¼Å‰U¦�

 ‰U?¦1≤∫ È«d?Ð t?K?Šd?� d?¼ Z?¹U?²?� Ë XÝ«— XLÝ —œ È“UÐ s¹« “« tKŠd� d¼ ¥—u?ÞÅt?Ð t+œbŽ 

ÆXÝ« Ábý Áœ«œ ÊUA� d¹“ ‰Ëbł éÇ XLÝ —œ ¨b�«ÅÁbý »U7²�« v'œUBð

bOM� »U_²�« œbŽ p¹µ∏±∑¥∂

 —œ «— Ê¬≥bOM� »d{ ±µ≤¥µ±±≥∏

 Ê¬ tÐ∂bOM� t2U{« ≤±≥∞µ∑±¥¥

 dÐ «— Ê¬≥bOM� rOcIð ∑±∞±π¥∏

Áœd� »U_²�« «b²Ð« “« t� «— ÈœbŽ

≤≤≤≤

bOM� r� rOcIð ÈÅt−O²� s¹« “« b¹œuÐ

® ‰Ëbł≥©

 UÐ dÐ«dÐ tAOL¼ t−O²� t+ œ“UÝÅv� s¾LD� «— U� ôUÐ vÝ—dÐ≤ÆXÝ« 

 t?−?O?²?� s¹« t+ X'U¹—œ Ê«uðÅv� v¹«dI²Ý« ‰ôb²Ý« UÐ tÇ dÖ«b¹UýX?Ý—œ œ«bŽ« ÈÅtL¼ È«dÐ 

�« ¨býUÐÒ vMF¹ ¨VKD� s¹« vK+  U³Ł« È«dÐ Ub¹UÐ tÐ b¹Uý q¹b³ðÆr¹bM�“UO� vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« tÐ ¨

 ‰U?¦1≥∫b?M?Ç U?¹ p?¹ »U?7?²?�« ÈU?ł t?Ð Ë r?O?M?+Åv� vÝ—dÐ dOOGð v+b�« UÐ «— vK³T ‰U¦� ÊUL¼ 

vÞ —œÆrOM+Åv� ÁœUH²Ý« È—«cÖÅX�öŽ “« ŸËdý lTu�—œ¨œbŽ
Ò 

Ðd� ̈ È“UÐÒdF� pÇu+ lÒvÐU7²�« œbŽ ·

Ë«ÒODÒÆrOM+Åv� ÁœUH²Ý« pÇu+ ÈÅÁd¹«œ p¹ “« ¨b¹błœ«bŽ« s²ÝU+U¹ ÊœËe'«—UÐd¼ È«dÐ Ë XÝ« t



±≥

 ‰U¦� —œ± œbŽ tAOL¼ t−O²� t+ r¹b¹œ ≤Ë« vÐU7²�« œbŽ t+ rOMOÐÅv� Õu{Ë tÐ ‰UŠ ÆXÝ« Òd¼ tOD

 œbŽ t−O²� r¼ “UÐ býUÐ t+ tÇ≤ÆXÝ« 

O{U¹— —œ ÆbMýU³� v~AOL¼ ÈÅÁœUH²Ý« È«dÐ v³DUł ÈU¼œUL� U¼ÅÁd¹«œ Ë U¼ÅlÐd� b¹UýÒôuLF�  UÎ

 “«·ËdŠÆrOM+Åv� ÁœUH²Ý« Á«u7Dœ œ«bŽ« Êœ«œ ÊUA� È«dÐ 

 ‰U¦1¥∫v?ÐU?7?²�« œbŽ ÈUłÅtÐ ·dŠ p¹“« ÁœUH²Ý« UÐ vMF¹ ¨Èd³ł œUL� UÐ «— vK³T ‰U¦� ‰UŠ 

Ë«ÒODÒ∫rOM+Åv� vÝ—dÐ Á—UÐËœ ¨t

vÐU_²�« œbŽ

 —œ »d{ vÐU7²�« œbŽ≥

 ÈÅt'U{« tÐ vK³T ÈÅt−O²�∂ 

 dÐ rO�Ið qlUŠ≥  

Ë« œbŽ Êœd+ r+Ò                                                      tOD 

® ‰Ëbł¥©

vÐU_²�« œbŽn

 —œ »d{ vÐU7²�« œbŽ≥  3n

 ÈÅt'U{« tÐ vK³T ÈÅt−O²�∂  3n + 6

 dÐ rO�Ið qlUŠ≥  n +2

Ë« œbŽ Êœd+ r+ÒtOD  2

® ‰Ëbłµ©

v²Ý—œ t+ vð«—U³Ž ÈUM³� dÐ «— v−¹U²� t+ XÝ« s¹« œ—ušÅv� rAÇ tÐ ‰U¦� tÝ d¼ —œ t+ È«Åt²J�

Ær¹œd+ ÁœUH²Ý« vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« vMF¹ r¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ r¹«ÅÁœd+ ‰u³T «— U¼ÅÊ¬

vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«U¼ÅÊ¬ v²Ý—œ t� XÝ« vI¹UIŠ “« ÁœUH²Ý« UÐ vK� ÈdOÖÅt−O²� ‘Ë— 

Ær¹«Åt²-d¹cÄ «—

  

  



±¥

F2Ò XO9U±‡‡∂

ODUF' —œÒ X±‡‡≥ —œ «— U¼ÅÊ¬ Ë rOM+ »U7²�« «— vHK²7� vLT— tÝ œ«bŽ« dÖ« t+ r¹b¹œ ¨∑ ¨ ±±

 Ë±≥O?DË« v?ÐU?7?²?�« v?LT— tÝ œbŽ —«dJð t+ œuÐ b¼«uš vLT— gý œbŽ p¹ qlUŠ ¨rOM+ »d{ Òt

ODUF' Ê¬ tÐ d~¹œ È«Åt¹Ë«“ “« ‰UŠÆXÝ«Ò t+ rOM+Åv� ÷d' vMF¹ ̈ rOM+Åv� ÁU~� XabcabcÈÅÁbM¼œÅÊUA�  

 v?L?T— tÝ œbŽ —«dJð “« t+ XÝ« È«ÅvLT— gý œbŽ d¼abcX?ÐUŁ rO¼«ušÅv� ÆXÝ« Áb�¬ XÝœÅtÐ 

 t+ rOM+abcabcdÐ ∑ ¨Å±±Ë ±≥ÆXÝ«Åd¹cÄÅg7Ð 

 œbŽabcabcrO�¹u�Åv� Ábý t¹e−ð  —ulÅtÐ «— 

abcabc =100,000 a +10,000 b +1000 c +100 a +10 b + c

Tœ UÐÒ ÈÅÁbý t¹e−ð  —ul —œ Xabcabc œbŽ ¨„d²A� q�«uŽ “« ÈdOÖ—u²+U' Ë ±∞∞±vÐU¹œ— «— 

 XODUF' —œ t+ XÝ« ÈœbŽ ÊUL¼ s¹« ÆrOM+Åv�±‡‡≥ »d{ “« ¨  7 ×11×13r¹œ—Ë¬ XÝœ tÐ 

  
abcabc =100,000 a +10,000 b +1000 c +100 a +10 b + c

  =100a(1000+1) +10b(1000+1) + c(1000+1)

  =100a(1001) +10b(1001) + c(1001)

«œb−�Î „d²A� q�UŽ “« ±∞∞±r¹dOÖÅv� —u²+U' 

®±©
  1001(100a +10b + c)

 vLT— tÝ œbŽ ÈÅÁbý t¹e−ð  —ul ¨e²�«dÄ qš«œabcXÝ« 

®≤© 
  1001 abc

® “«≤ t+ r¹dOÖÅv� t−O²� ©abcabc dÐ ∑ Ë ±± Ë ±≥rOLFð qÐUT ÈdOÖÅt−O²� s¹« XÝ« d¹cÄÅg7Ð 

¹œËb×� êO¼ ÊËbÐ U� «d¹“ XÝ«Ò ¨v²abcabc ÈÅÁbM¹UL� Ê«uMŽ tÐ «— d¼—«dJð “« t+ vLT— gý œbŽ 

 dÐ œbŽ s¹« t+ rO¼œ ÊUA� rO²��«uð r¼ “UÐ Ë r¹œd+ »U7²�« ̈ XÝ« Ábý qOJAð vLT— tÝ œbŽ p¹∑¨ ±±

 Ë±≥ V¹d{ È«—«œ «d¹“ XÝ« d¹cÄÅg7Ð ±∞∞±ÆXÝ« 

 X?O?DUF' vÝUÝ« ‚d'±‡‡≥O?DUF' s¹« Ë ÒÈÅt?Žu?L?−� ”UÝ«dÐ ¨vK³T œ—u� —œ t+ XÝ« Ê¬ —œ X

K+ ÈdOÖÅt−O²� p¹ tÐ ¨b¼«uý “« ÈœËb×�Ò�« r¹bOÝ— vÒODUF' s¹« —œ UÒ«— U?¼ÅÊ¬ v²Ý—œ t+ vI¹UIŠ ¨X

K+ ÈU¼ÅÈdOÖÅt−O²� Ë U¼ÅvÝ—dÐ È«dÐ v¹UM³� r¹«Åt²'d¹cÄÒÆbý U� v



±µ

±‡‡∑iI� ‰U¦1 ‡‡

U?L?²?Š Áb?�¬ X?ÝœÅt?Ð ÈÅt?−O²� t+ b¼œÅv� ÊUMOLÞ« U� tÐ vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý«Îs?¹« ÆXÝ« XÝ—œ 

OF�UłÒ¨vDU¦� UÐ t+ b²'«Åv� ‚UHð« v¼UÖ ÆXÝ« ‰ôb²Ý« Ÿu� s¹« v¹U³¹“ Ë —«b²T« ÈU¼Åt�UA� “« vJ¹ ¨X

ÆœuýÅv� iI� ¨rO�“Åv� ”bŠ t+ È«Åt−O²� XO�uLŽ

Å‰U¦1µ∫qlË r¼ tÐ jš Á—UÄ p¹ ÈÅtKOÝË tÐ «— Ád¹«œ Êu�«dOÄ ÈË— dÐ È—UO²š« ÈÅtDI� Ëœ dÖ« 

ð« UÐ ÆœuýÅv� rO�Ið tOŠU� Ëœ tÐ Ád¹«œ ¨rOM+Ò tÐ Ád¹«œ ¨Ád¹«œ ÈË— dÐ È—UO²š« ÈÅtDI� tÝ ‰UB¥tOŠU� 

 È«d?Ð «— Ÿu?{u� s¹« d¹“ qJý ÆœuýÅv� rO�Ið≤ ¨Å≥ ¨Å¥ Ë µÊU?A?� Ád¹«œ ÈË— dÐ È—UO²š« ÈÅtDI� 

∫b¼œÅv�

©n9«®©»®©Û®© ®

©À®

 ◊UI� œ«bFð dÖ« U¹¬∂ U¼ÅtOŠU� œ«bFð ¨býUÐ ≥≤ øœuýÅv� ∂Ë rOM+Åv� —UO²š« Ád¹«œ ÈË— dÐ tDI� 

U?¼Åt?O?ŠU?� œ«b?F?ð t?+ r?O?MOÐÅv� qJý tÐ tłuð UÐ ÆrOM+Åv� qlË r¼ tÐ v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ ÈÅtKOÝË tÐ «— U¼ÅÊ¬

  —ulÅtÐ≤ ¨Å¥ ¨Å∏ ¨Å±∂ÆbÐU¹Åv� g¹«e'« ¨ì¨

b??Ý—Åv??� d??E??� t??Ð v??¹«d??I??²??Ý« ‰ôb??²?Ý« U?Ð

 t?+ v¹U¼ÅjšÅÁ—UÄ∂²?� r¼ÅtÐ «— tDI� Ò¨b?�“UÝÅv� qB

 tÐ «— Ád¹«œ≥≤ÆbMM+Åv� rO�Ið tOŠU� 

® ‰Ëbł∂©

U¼ÅtDI� œ«bFð≤≥¥µ

U¼ÅtOŠU� œ«bFð≤¥∏±∂

�«Ò U¼ÅÊ¬ œ«bFð t+ rOMOÐÅv� ̈ U¼ÅtOŠU� ÊœdLý UÐ U≥∞ÊUA� «— ‚u' ÈÅt−O²� ÊœuÐ XÝ—œU� t+ ̈ XÝ« 



±∂

²Š dÖ« Æb¼œÅv�Ò”bŠ v²Ý—œU� ¨iI� ‰U¦� UÐ t+ rO¹uÖ ¨bM+ œ— «— U� ”bŠ t+œuý «bOÄ t�uL� p¹ v

ÆXÝ« Ábý XÐUŁ

 ¨bM� iI� «— vLJŠ XOK� t� v9U¦� tÐiI½ ‰U¦� ÆbM¹uÖÅv�

‰U¦1∂∫ @MÖ œbŽ Ëœ d¼ È«dÐ x Ë y U¹¬ rOMO³Ð rO¼«ušÅv� x + yødOš U¹ XÝ« @MÖ eO� 

∫qŠ t+ rO¼œ ÊUA� XÝ« v'U+ x Ë y�« bM²�¼ @MÖ t+ b�uýÅv� «bOÄ È«ÅÒvMF¹ ¨U¼ÅÊ¬ ŸuL−� U

x + y @MÖ œbŽ Ëœ dÖ« —U+ s¹« È«dÐ ÆX�O� @MÖ   x = 2+ 2 Ë   
y = 2− 2¨rOM+ »U7²�« «— 

 t?+ r?O?MOÐÅv�
  
x + y = (2+ 2) + (2− 2) = 2+2 = 4¨‰U?¦?� s?¹« f?Ä ÆXÝ« U¹uÖ œbŽ p¹ t+ 

OK+ÒÆbM+Åv� iI� XÝ« @MÖ œbŽ p¹ tAOL¼ @MÖ œbŽ Ëœ ŸuL−� t+ «— rJŠ s¹« X

qzUc1
±

±ÆbOM+ q�U+ «— d¹“ Z¹U²� ¨vłU²M²Ý« ‰ôb²Ý« “« ÁœUH²Ý« UÐ ‡‡

Æœ—UÐÅv� Ê«—UÐ Êü« ÆœuýÅv� »uÞd� sO�“ ¨œ—U³Ð Ê«—UÐ dÖ« ©nD«

∫t−O²�ÆXÝ«           sO�“ 

 ◊uDš ÆbMM+ÅvL� lDT «— d~¹bJ¹ ÁU~âO¼ È“«u� ◊uDš ©»
  
L1

 Ë 
  
L2

ÆbM²�¼ È“«u� 

 ∫t−O²�
  
L1

  Ë 
  
L2

ÆÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ                ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           

≤ÆbO¼œ `O{uð «— œuš »«uł øb�uýÅv� qlUŠ Ábý Áœ«œ  «—U³Ž “« d¹“ Z¹U²� U¹¬ ‡‡

ÆbMM+ ‰ôb²Ý« bM�«uðÅv� b�dOÖÅv� œU¹ v{U¹— t+ v�«“u�¬Åg�«œ ÂULð ©nD«

ÆœdOÖÅv� œU¹ v{U¹— t+ XÝ« È“u�¬Åg�«œ bOLŠ

∫t−O²�ÆbM+ ‰ôb²Ý« b�«uðÅv� bOLŠ 

ÆbM²�¼ UMý¬ dðuOá�U+ —U+ “dÞ UÐ Ê«“u�¬Åg�«œ “« vCFÐ ©»

ÆXÝ« “u�¬Åg�«œ fÖd�

∫t−O²�ÆXÝ« UMý¬ dðuOá�U+ —U+ “dÞ UÐ fÖd� 

ÆXÝ« ÈËU�� lK{ Ëœ qT«bŠ È«—«œ sOTU�D«ÅÈËU�²� YK¦� ©Û

ÆXÝ« ÈËU�� lK{ tÝ È«—«œ Ÿö{ô«ÅÈËU�²� YK¦�

∫t−O²�ÆXÝ« sOTU�D«ÅÈËU�²� YK¦� p¹ ¨Ÿö{ô«ÅÈËU�²� YK¦� d¼ 

± ÈU¼Ås¹dLð ‡‡± Uð µ »U²+ “« ‰UL²Š« Ë d³łÆXÝ« Ábý t²'dÖ b¹bł ÂUE� v{U¹— ÂuÝ ‰UÝ 



±∑

≥ÆXÝ« ÃË“ tAOL¼ ÃË“ œbŽ Ëœ ŸuL−� t+ bO¼œ ÊUA� ‡‡

¥łuð UÐ ÆbM²�¼ œuš ÈÅtÝ—b� ‰U³²J�Ð rOð uCŽ rO¼«dÐ« Ë œËË«œ ¨Ê«d�U+¨bLŠ« ¨vKŽ ‡‡ÒtÐ t

ðd� bT g¹«e'« V�ŠdÐ «— U¼ÅÊ¬ ¨d¹“  UŽöÞ«Ò∫bOM+ V

ªbM²�¼ dðÅÁUðu+ vKŽ “« U¼ÅÊ¬ “« dH� Ëœ qT«bŠ ©nD«

ªXÝ« dðÅÁUðu+ Ê«d�U+ “« œËË«œ ©»

ªX�O� d�Ä s¹dðÅÁUðu+ bLŠ« ©Û

ÆXÝ« dðbMKÐ vKŽ “« œËË«œ © 

µÊœu?Ð X?Ý—œU?�  —u?l —œ ÆX?Ý« ÅXÝ—œU�Å p¹ÅÂ«b+ Ë XÝ—œ d¹“  «—U³Ž “« p¹ÅÂ«b+ ‡‡ 

ÆbOM+ «bOÄ iI� ‰U¦� p¹

 dÖ« ©nD«±ªXÝ« ÃË“ œbŽ p¹ tAOL¼ t−O²� ¨œuý lLł Èœd' œbŽ d¼ UÐ 

ªXÝ« dðÅ¯—eÐ Ê¬ “« tAOL¼ œbŽ p¹ ÂËœ Ê«uð ©»

œUŠ ÈÅt¹Ë«“ Ëœ ŸuL−� ©ÛÒ “« d²L+ Á    180
o

ªXÝ« 

ªœdOÖÅv� —«dT Ê¬ qš«œ YK¦� p¹ ŸUHð—« tAOL¼ © 

ªXÝ« lÐd� p¹ vKOD²�� d¼ ©À

ÆXÝ« qOD²�� p¹ vFÐd� d¼ ©Ã

∂∫b¹dO~Ð dE�—œ «— d¹“ ÈU¼Åt�uL� ‡‡ÅÅ

  6 =1
2 +1

2 +2
2,

  14 =1
2 +2

2 + 3
2,

  24 = 2
2 +2

2 + 4
2,

  59 =1
2 + 3

2 + 7
2,

  61= 3
2 + 4

2 +6
2,

  89 = 2
2 +2

2 +9
2,

q?�U?+ l?Ðd?� tÝ ŸuL−�  —ulÅtÐ Ê«uðÅv� «— vFO³Þ œbŽ d¼ò ∫t+ XÝ« Ê¬ vDUL²Š« ÈÅt−O²�

ÆXÝ« XÝ—œU� ‚u' ÈdOÖÅt−O²� t+ bO¼œ ÊUA� iI� ‰U¦� p¹ ÈÅtz«—« UÐ ÆåXýu�

∑øXÝ« XÝ—œ d¹“ ÂUJŠ« “« p¹ Â«b+ ‡‡ 

 dÖ« ©nD«x Ë @MÖ yÅ ÁUÖÅÊ¬ ¨býUÐ U¹uÖ x + yÆXÝ« U¹uÖ 

 dÖ« ©»x Ë y ÁUÖÅÊ¬ ¨bMýUÐ U¹uÖ Ëœd¼ x + yÆXÝ« U¹uÖ 

Æb¹—ËUOÐ iI� ÈU¼Å‰U¦� XÝ—œU� ÂUJŠ« œ— È«dÐ Ë bOM+  U³Ł« «— XÝ—œ ÂUJŠ«


