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٢٣

١ــ در معادلهٔ ٠= ٨x + m -٢x٢ اگر يکی از جواب ها دو واحد بيشتر از جواب ديگر باشد m و هر دو جواب 
را پيدا کنيد.

٢ــ صفرهای توابع زير را در صورت وجود به دست آوريد.
 = + + +21 1g( x ) ( x ) ( x )

x x
=  ب)  −3 4f ( x ) x x الف) 

٣ــ معادلات زير را حل کنيد.
− −+ =
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٤ــ معادلهٔ درجه دومی بنويسيد که: 
4 باشد.

5
1 و 

5
الف) جواب های آن 

1± باشد. 3 ب) جواب های آن 
٥  ــ مقدار ماکزيمم يا مينيمم توابع زير را به دست آوريد.

f(x) = ٨ +٤  x - xب) ٢                    f(x) = ٩x٦ +٢x + الف) ٣

 
β
1 1 و 

a
٦ــ اگر α و β جواب های معادلهٔ درجه دوم ٠= ٥ - x  ٥ -٤x٢ باشد معادله ای بنويسيد که جواب های آن 

باشد.
 ٥  x٧ -٢x - در وجود و علامت جواب های معادلهٔ ٠= ٥ Δ و P و S ٧ــ بدون حل معادله، و با استفاده از

بحث کنيد.
٨   ــ از دبير رياضی کلاس حسابان سنش را پرسيدند. پاسخ داد: ٢١ سال بعد، سن من توان دوم سنی خواهد 

بود که ٢١ سال پيش از اين داشتم. اين دبير چند سال سن دارد؟ 
و  يک  با  را  آن  سوم  يک  چون  که  است  (مثبت)  عدد  کدام  خوارزمی)  مقابله  و  جبر  کتاب  از  (مسأله ای  ٩ــ 

همچنين يک چهارم آن را با يک جمع کنيم و دو حاصل جمع را در  هم ضرب کنيم، برابر ٢٠ شود؟ 
١٠ــ در ضرب دو عدد طبيعی که يکی از ديگری ١٠ واحد بزرگتر است؛ اشتباهی رخ می دهد. در نتيجه رقم 
دهگان ٤ واحد کوچکتر می شود. برای آزمايش، حاصلضرب را بر عدد کوچکتر تقسيم می کنند. خارج قسمت ٣٩ و 

باقی مانده آن ٢٢ می شود آن دو عدد را پيدا کنيد.
١١ــ معادلات زير را حل کنيد. 

   − − − + =
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= را به ازای مقادير مثبت x پيدا کنيد. + 2f ( x ) x
x

١٢ــ کمترين مقدار تابع 
١٣ــ در تابع درجه دوم bx + c +P(x) = ax٢ در هر يک از حالت های زير اولاً ضرايب a و b و c ثانياً علامت 

P(x) را تعيين کنيد.

PP

P
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١٤ــ محيط يک زمين مستطيل شکل ١٨ متر و مساحت آن ١٤ مترمربع است. اندازهٔ طول و عرض اين زمين 
را تعيين کنيد.

             معادلات شامل عبارات گويا

در يک مزرعه شاليکاری دو کارگر که با هم کار می کنند، کار نشاکاری را در ۱۸ روز تمام می کنند. اما اگر هر 
کدام به تنهايی کار می کردند، کارگر اول ۱۵ روز زودتر از کارگر دوم اين کار را تمام می کرد. هر کدام از اين دو کارگر 

به تنهايی کار را در چند روز تمام می کنند؟

خانم تقوی دبير دبيرستان ايمان است. او معمولاً درس خود را  با  طرح  يک  مسئله  آغاز  می کند. او امروز مسئله بالا را طرح 
کرد و به دانش آموزان فرصت داد تا روی مسئله کار کنند. سپس از آن ها خواست راه حل خود را مطرح کنند.

زهرا: فکر می کنم مسئله با تشکيل يک معادله حل می شود. فرض می کنيم کارگر اول در x  روز کار را تمام کند، پس کارگر دوم 
همين کار را در ١٥+x روز تمام می کند. بايد مفروضات مسئله را به زبان رياضی بنويسيم، اما من نتوانستم اين کار را انجام دهم.

خانم تقوی: اين دو کارگر با هم در يک روز چه کسری از کار را انجام می دهند؟ 
1 کار را.

18
دانش آموزان: معلوم است 

(الف)
(ج) (ب)

حل يك مسئله
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حل يك مسئله

خانم تقوی: حال شما مشخص کنيد در يک روز هر کارگر چه ميزان از کار را انجام می دهد و ببينيد چگونه بين اين نسبت ها 
می توانيد ارتباط برقرارکنيد.

سارا: فکر کنم بتوانم ارتباط بين اين نسبت ها را بنويسم سپس از معلم اجازه خواست و پای تابلو نوشت: 
+ =

+
1 1 1

15 18x x
 

 ميزان کار کارگر دوم در يک روز است و مجموع آن ها مجموع کار 
+
1

15x
1 ميزان کار کارگر اول در يک روز و 

x
و توضيح داد که 

1 است. 

18
هر دو کارگر در يک روز است که برابر 

خانم تقوی: شما معادله مورد نظر را پيدا کرديد و برای حل مسئله کافی است اين معادله را حل کنيد. برای حل اين معادله 
بايد عبارت متناظر آن را ساده کنيم. 

برای جمع کسرها از روش هم مخرج کردن استفاده می کرديم اين جا هم می توانيم از روش کلی هم مخرج کردن  مينا: ما قبلاً 
کسرها استفاده کنيم. يک راه که  امسال با آن آشنا شديم استفاده از کوچکترين مضرب مشترک مخرج هاست، که در اين جا همان 

حاصل ضرب مخرج ها می شود. 
+ + += ⇒ = ⇒ + = +

+ +
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جواب ٩- = x قابل قبول نيست(چرا؟) و جواب معادله ٣٠ روز است. يعنی کارگر اول به تنهايی در ٣٠ روز و کارگر دوم به 

تنهايی در ٤٥ روز کار را تمام می کند.

نگهداری  درصد   ۷ غلظت  با  نمک  آب  محلول های  در  شور  آب  ماهی های  تزئينی،  ماهی های  مغازهٔ  يک  در   
چگونه  است.  شده  ساخته  درصدی   ۴ نمک  آب  محلول  کيلو گرم   ۲۰۰ کارگرها،  بودن  کار  تازه  به علت  می شوند. 

می توان اين محلول را به غلظت مورد نظر رساند؟ 

حالت اول: فرض می کنيم نمک به اندازهٔ کافی موجود باشد و بتوانيم با اضافه کردن نمک کافی، محلول با ٧ درصد نمک 
بسازيم. ابتدا محاسبه می کنيم که در محلول فعلی چند کيلوگرم نمک وجود دارد. 

   × =4
200 8

100
کيلو   

اگر x کيلوگرم نمک به اين محلول بيفزاييم، ميزان نمک آب x + ٨ کيلوگرم می شود و وزن کل محلول x +٢٠٠ کيلو می شود، 
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بحث در كلاس

پس برای داشتن محلول ٧ درصدی نمک بايد داشته باشيم: 
+ =
+

8 7

200 100

x
x

 

. يعنی  تقريباً ٦ کيلو و ٤٥٢ گرم نمک بايد به محلول اضافه شود. = 600

93
x با حل اين معادله نتيجه می شود 

داشته  بايد  بسازيم،  نمک  درصد   ٧ محلول  آب،  از  کيلوگرم   y تبخير  با  بخواهيم  و  نباشد  موجود  نمک  اگر  دوم:  حالت 
باشيم: 

=
−
8 7

200 100y
 

. يعنی تقريباً ٨٥ کيلو و ٧١٤ گرم آب را بايد تبخير کنيم. = 600

7
y با حل اين معادله داريم 

تذکر:
برای حل معادلات شامل عبارات گويا با ضرب طرفين معادله در کوچکترين مضرب مشترک مخرج کسرها و 
ساده کردن عبارت جبری به دست آمده، معادله را حل می کنيم. جواب به دست آمده نبايد مخرج هيچ يک از کسرها را 
صفر کند. (چرا؟) همچنين ممکن است برخی از جواب ها با شرايط مسئله که از واقعيت می آيند مطابقت نداشته باشند 

که اين جواب ها نيز قابل قبول نيستند.

در حل مسئله محلول آب نمک، اگر مقدار نمک موجود در مغازه ۵ کيلوگرم باشد و آن را به محلول اضافه 
کنيم، چند کيلوگرم از آب محلول را بايد تبخير کنيم تا به هدف موردنظر برسيم؟

+ را به دست آوريد. −− =
− +−2

2 3 5 2 3

2 2 2 21

x x
x xx

مجموعه جواب معادلهٔ 

تجزيه  را  کسرها  مخرج  ابتدا  کار  اين  برای  می آوريم.  به دست  را  مخرج ها  مشترک  مضرب  کوچکترين  ابتدا 
می کنيم.

− = −


− = − +
 + = +

2

2 2 2 1

1 1 1

2 2 2 1

x ( x )

x ( x )( x )
x ( x )

 

(x +۱)(x  - ۱)۲ =ک.م.م. مخرج ها   

مثال
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تمرين در كلاس

مسائل

طرفين معادله را در اين عبارت ضرب می کنيم.
 (x+١)(٢x+٣) - ٢*٥ = (x-١)(٢x-٣)  
٢x٣+٢x+٢x+٢=١٠-٣x٣-٢x-٢x+٣  
١٠x-٠=١٠  
x =١  

اما ١= x مخرج يکی از کسرهای معادله را صفر می کند. پس معادله جواب ندارد.

هريک از معادلات زير را حل کنيد. 
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هريک از معادلات زير را حل کنيد.
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+ چيست؟ برخی از دانش آموزان گفتند: همه اعداد. معلم  =
+
3

1
3

x
x

٧ــ معلم سؤال کرد مجموعه جواب معادلهٔ 
گفت اين جواب صحيح نمی باشد؟ جواب صحيح چيست؟ 

٨   ــ آقای عماد چند اسباب بازی يکسان برای هديه به مهد کودک خريد که در مجموع قيمت آن ها ١٢٠٠٠ 
تومان شد. اگر فروشنده برای هر اسباب بازی ١٠٠ تومان به او تخفيف می داد او با همان پول ٤ اسباب بازی بيشتر 

می توانست بخرد. قيمت هر اسباب بازی را قبل از تخفيف به  دست آوريد.
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             معادلات شامل عبارات گنگ

نقطه ای روی خط y =۲x +۱ بيابيد که از دو نقطهٔ A(  ۳,۰) و B(-۱,۰) به يک فاصله باشد.

سجاد و صادق دو دانش آموز علاقمند هستند که روی اين مسئله کار کرده اند.
سجاد: مناسب است برای درک بهتر مسئله شکلی رسم کنيم که مشخصات مسئله در آن ديده شود.

MA=MB
M

AB

صادق: ما می توانيم نقطه دلخواهی روی خط y =۲x +۱ در نظر بگيريم و فاصله آن را تا A و B حساب کنيم و ببينيم تحت 
چه شرايطی اين فاصله ها مساوی می شوند.

 M(a,٢a+١) قرار دارد مختصات آن  بايد به شکل y =۲x +۱ بناميم چون روی خط M سجاد: بسيار خوب. اگر اين نقطه را
باشد.

صادق: همچنين بايد داشته باشيم MA = MB، يعنی

= − + + − = + + + − =2 2 2 23 2 1 0 1 2 1 0MA ( a ) ( a ) ( a ) ( a ) MB  
با به توان دو رساندن طرفين اين رابطه خواهيم داشت: 

(a -٣)٢+ (٢a+١)٢ = (a + ١)٢ + (٢a + ١)٢  
a٦-٢a + ٩ = a٢ + ٢a + ١  
a =١  

سجاد: پس جواب مسئله نقطه (١,٣)M است. 
صادق: اين مسئله را می توانيم به صورت هندسی نيز حل کنيم. نقاطی که از دو نقطه 
A و B به يک فاصله اند روی عمودمنصف پاره خط واصل آن دو نقطه قرار دارند. پس نقطه 
M روی عمودمنصف AB است؛ ازطرف ديگر M روی خط y =۲x +۱ است، پس M محل 

برخورد اين دو خط است. 

M

AB

حل يك مسئله
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تذکر:
برخی معادلات  دارای عبارت های راديکالی از مجهول هستند که آن ها را معادلات گنگ می نامند. برای حل 
آن ها با توان رسانی طرفين معادله و در صورت لزوم تکرار آن و ساده کردن، معادله ا ی بدون عبارت گنگ به دست می آيد 
که آن را حل می کنيم. جواب های به دست آمده بايد در معادلهٔ اصلی آزمايش شوند زيرا عمليات توان رسانی ممکن 

است جواب های اضافی توليد کنند.

+ را حل می کنيم. + =15 2 80 5x معادلهٔ 
با به توان دو رساندن طرفين معادله خواهيم داشت:

+ + =15 2 80 25x  
 + =2 80 10x  

دوباره طرفين معادلهٔ اخير را به توان ٢ می رسانيم. خواهيم داشت:
 2 80 100 10x x+ = ⇒ =  

جواب به دست آمده را در معادلهٔ اصلی قرار می دهيم: 
+ + = + = =15 20 80 15 10 25 5  

تساوی برقرار است و ١٠= x جواب معادله می باشد. 

آيا عدد صحيحی وجود دارد که جمع آن با جذرش برابر ٦  باشد.
+ برقرار شود. يعنی  =6x x اگر عدد مورد نظر را x بناميم بايد تساوی 

= −6x x  
با به توان ٢ رساندن طرفين معادله خواهيم داشت: 

x =٣٦ + x١٢-٢x  
با حل اين معادله خواهيم داشت:

 x =٩     ,      x =٤  

مثال

مثال
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٣٠

بحث در كلاس

با آزمايش جواب ها در معادلهٔ اصلی ديده می شود، ٩= x نمی تواند مورد قبول واقع شود و تنها جواب معادله 
٤= x می باشد.

 

?

?

:9 9 9 6

9 3 6

12 6

x = + =

+ =
=

 

?

?

:4 4 4 6

4 2 6

6 6

x = + =

+ =
=

 

*                

چرا يکی از جواب های معادلهٔ اخير در معادلهٔ اوليه صدق نمی کند؟ اين جواب اضافه به چه دليل ايجاد شده 
است؟ 

هريک از معادلات زير را حل کنيد.
= +2 3 4x x ب)   − + =5 1 3 0q الف) 

− = + +3 3 3 3 2p p ج) 

١ــ معادلات راديکالی زير را حل کنيد.

+ + =2 1 x x −                         ج)  = −
+

1
1

1

x x
x

−                   ب)  =21 x x الف) 
1 توضيح دهيد چرا مجموعهٔ جواب تهی است؟ 2 3 0x x− + − + = ٢ــ بدون حل معادلهٔ 

٣ــ در هر يک از فرمول های زير متغير خواسته شده را بر حسب ساير متغيرها بيابيد.

(الف
 

= =2kV , k ?
m

(ب                          
 

= =
π
1

2
F LC , L ?  

 

تمرين در كلاس

مسائل
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(ج
 

= =
+
nEI , n ?

R nr
(د                         

 

PV PV , T ?
T T

= =1 1 2 2
1

1 2

 

= (ه + =21A p( i ) , i ?  

y= و y = -x +۱ در روبرو رسم  x نمودار دو تابع 
شده است.

۱ــ اگر طول نقطه تلاقی اين دو نمودار a باشد، نشان 
− است.  + =1x x دهيد a يک جواب معادله   

جواب  يک   a مانند  عددی  بدانيم  اگر  برعکس  ۲ــ 
تلاقی  نقاط  از  يکی  طول   a آيا  است،   − + =1x x معادله 

دو نمودار است؟
= فقط يک جواب دارد که درفاصله [۱, ۰] قرار  − +1x x ۳ــ از طريق شکل بالا استدلال کنيد که معادله 

دارد. 
= چيست؟ − +1x x ۴ــ مقدار دقيق جواب معادله 

به کمک فعاليت بالا قضيه زير به دست می آيد.
قضيه:

اگر y = f(x) و y = g(x) دو تابع بـاشند؛ طـول نقـاط مـحل تـلاقی نـمودار ايـن دو تـابع جـواب های معادله  
f(x) = g(x) خواهند بود و برعکس هر جواب اين معادله، طول يکی از نقاط محل تلاقی نمودار اين دو تابع است.

اين شيوهٔ حل معادلات را که از طريق آن تعداد جواب ها و مقدار تقريبی جواب ها قابل تشخيص است، روش هندسی (نموداری) 
حل معادلات می نامند.

1

10

+= xy

xy=

حل معادلات به روش هندسی
تاکنون با حل انواعی از معادلات با روش های جبری آشنا شده ايم. در اينجا می خواهيم با روش ديگری از حل 
معادلات آشنا شويم که از برخی لحاظ بر روش جبری ارجحيت دارد. دراين روش مقدار تقريبی جواب ها و تعداد جواب ها 
آسان تر مشخص می شوند. حتی در برخی مثال ها حل جبری امکان پذير نيست ولی حل با روش هندسی امکان پذير است.

فعاليت 8



فصل 1 حسابان

٣٢

معادلهٔ  ٢x = ٢ + ٢x را به روش هندسی حل می کنيم.
کافی است نمودار توابع  ٢x= y , ٢+ ٢x = y را رسم 

کنيم و محل تلاقی نمودارها را به  دست آوريم. 
از روی نمودار واضح است که معادله دارای جوابی 
بين ١- و صفر و يک جواب مثبت است و معادله فقط همين 

دو جواب را دارد. 
جواب مثبت اين معادله ٣ است ولی جواب ديگر را 
و  آزمون  روش  با  اما  آوريم  به دست  نمی توانيم  دقيق  به طور 
خطا که در سال های قبل آموخته ايد می توانيد تقريبات اعشار 

جواب را با دقت مورد نظر به دست آوريد.

x را از طريق  x x+ − =2 12 2 تعداد جواب های معادلهٔ 
جواب های  جبری  روش  از  استفاده  با  سپس  می يابيم،  هندسی 

معادله را به طور دقيق تعيين می کنيم.

y را می شناسيد. توجه داريم که اين تابع  x= 1 نمودار تابع 
در ٠= x  تعريف نمی شود و شامل دو شاخـه در ربع اول و سوم 
می باشد. با استفاده از رسم تابع y = x٢  و انتقال نمودار آن، تـابع 

٢- ٢x +y = x٢ را رسم می کنيم. توجه داريم که
y = x۲ + ۲x -۲ = (x+۱)۲ -۳          

از روی شکل می توان حدس زد که يکی از جواب ها 
١ خواهد شد و با جای گذاری ١= x در معادله، درستی اين حدس تأييد می شود. شکل نشان می دهد که اين معادله 
دو جواب ديگر هم دارد که منفی هستند. اگر مقدار دقيق جواب ها را بخواهيم ابتدا با ضرب طرفين معادله در x آن 
را به صورت ٠ = ١- ٢x - ٢x٢ + x٣ می نويسيم. چون چندجمله ای ١- ٢x - ٢x٢ + x٣  بر  ١- x بخش پذير است، 

داريم:
x٢ + ٣x٢ - ٢x - ١ = (x -١)(x٣ + ٢x +١) =٠  

3 5 1
2

x , x− ±= = در نتيجه   

مثال

مثال
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٣٣

x را به روش هندسی و جبری حل کنيد و جواب های به  دست  آمده را مقايسه کنيد.  x x+ − = +21 2 ۱ــ معادله 1
۲ــ تعداد جواب های معادله x -۲sin x =۰ را مشخص کنيد. 

x جواب ندارد. x= +1 ۳ــ از طريق جبری و هندسی نشان دهيد معادله 

١ــ با روش هندسی به طور تقريبی هر يک از معادلات زير را حل کنيد و در صورت امکان جواب های دقيق را 
با روش جبری به  دست آوريد.

 x xx
− = −2 1 5 ب)     x x− = −1 3 الف) 

x x x+ = +22 2 د)   ٢x = xج) ٢
٢ــ به روش نقطه يابی نمودار تابع y = x٣ را رسم کنيد. سپس با استفاده از انتقال نمودار تابع ٣(١+ x) = y  را 

رسم کنيد و جواب های معادلهٔ ٥ + ٣x- = ٣(١+ x) را با روش هندسی به طور تقريبی  به دست آوريد.

 |a| را با a عددی حقيقی باشد، قدرمطلق a در سال های قبل با مفهوم قدرمطلق و تابع قدرمطلق آشنا شديد. اگر
نشان می دهيم. اگر a مثبت يا صفر باشد، |a| برابر خود عدد a و اگر a منفی باشد، |a| برابر قرينه a است. اين مطلب 

را به صورت زير می توان خلاصه کرد. 
a a

a
a a

≥= 
− <

0

0  

قدرمطلق و ويژگی های آن

۱ــ حاصل هريک از عبارات زير را بدون علامت قدرمطلق بنويسيد.
) (الف )− − −2 3 1−  (ب    2 3− (ج   5

۲ــ عبارات زير را به ساده ترين صورت بنويسيد. 
4− (الف 2 3 x (ب  x+ +4 22 1  

۳ــ عبارت «فاصلهٔ بين دو عدد x و a کمتر از ۰/۰۱ است» را با استفاده از نماد قدرمطلق بنويسيد.

تمرين در كلاس

تمرين در كلاس

مسائل
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تمرين در كلاس

فرض کنيد a و b دو عدد حقيقی باشند: 
 ab a b= a نشان دهيد  a=2 ۱ــ با توجه به اين که 

 =
aa

b b
۲ــ با فرض b ≠ ۰ و استفاده از قسمت قبل ثابت کنيد: 

.  -c ≤ x ≤ c  :با استفاده از استدلال زير توضيح دهيد چگونه می توان نتيجه گرفت (c ≥۰) |x| ≤ c ۳ــ اگر
x c x c x c x c ( x c )( x c )≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ − + ≤2 2 2 2 2 2 0 0  

با توجه به تعريف قدرمطلق می توان عبارات قدرمطلقی را ساده نمود. 

y را رسم می کنيم.  x= − +2 نمودار 1
 با رسم نمودار اين تابع از طريق انتقال های مناسب نمودار |y = |x آشنا هستيد، ولی در اينجا می خواهيم با 

استفاده از مفهوم قدرمطلق و ساده کردن عبارت اين کار را انجام دهيم.
ابتدا جدول تعيين علامت ٢- x را تشکيل می دهيم و از طريق آن علامت ٢- x را تشخيص می دهيم. 

۲       x

-                                 +                    x -2

 -x +۲                         x -۲                       |x -2|

- x + ۳                        x-۱                        |x -2| +1

 

x x
y x

x x

− + ≤= − + = 
− <

3 2
2 1

1 2
 

1= xy

3

2

+= xy

مثال
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.  |a| ≤ c ثابت کنيد -c ≤ a ≤ c و c ≥۰ ۴ــ اگر

- |a| ≤ a ≤ |a| و |a|٢ = aو ٢  |-a| = |a| ثابت کنيد a ١ــ برای هر عدد حقيقی
٢ــ برای هر دو عدد حقيقی a و b ثابت کنيد: |a|-|b| ≤ a + b ≤ |a| + |b|- و نتيجه بگيريد:

|a+b| ≤ |a| + |b|  
(خاصيت بالا را خاصيت نامساوی مثلث می نامند.)

٣ــ برای هر دو عدد حقيقی x و y  ثابت کنيد: |y | ≤ |x| + |y-x | و نتيجه بگيريد:
| y | - |x| ≤  | y -x|  

 . a < -c يا a > c نشان دهيد |a| > c و c >٤  ــ اگر ٠
قدرمطلق  از  استفاده  بدون  را  زير  توابع  ضابطهٔ  مطلق،  قدر  داخل  عبارت های  علامتِ  تعيين  کمک  به  ٥  ــ 

بنويسيد.
y = |x -۱|+|x +۲| (ج  f(x) = |x +۱|-ب) ٢  f(x) = x|x| (الف

                   معادلات قدرمطلقی

 فاصله چه نقاطی روی محور اعداد از نقطه متناظر ۵ برابر ۲ است؟

5

2 2

 برای حل اين مسئله ابتدا شکل زير را رسم می کنيم.

اگر طول نقطه جواب را x بناميم شرط مسئله به معنای آن است که ٢ = |٥- x|. اين يک معادله بر حسب مجهول  x است. 
 |x -جواب های هر کدام از اين دو معادله، جواب معادله ٢ = |٥ .x -يا ٢- = ٥ x -به معنای آن است که ٢ = ٥ |x -شرط ٢ = |٥

می باشند. در نتيجه x =۷ و x = ۳ دو جواب آن معادله هستند.

x c c

))(( +xx c c + +

حل يك مسئله

مسائل
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به طور کلی قضيه زير برقرار است.
قضيه:

  f(x) = -g(x) و  f(x) = g(x)   همان جواب های دو معادله | f(x)| = |g(x)| جواب های يک معادله به صورت
روی هم هستند. به معادلاتی نظير اين معادلات که شامل عبارات قدرمطلق هستند معادلات قدرمطلقی  گويند.

برای يافتن جواب اين معادلات با استفاده از خواص قدرمطلق و حذف علامت قدرمطلق معادلهٔ ساده شده را حل می کنيم.

 ٢x -۳= ± x معادله  دو  جواب های  همان  معادله  اين  جواب های  می کنيم.  حل  را   |٢x -۳|= |x| معادلهٔ   :١
هستند که نتيجه می شود ٣ و ١ جواب های آن هستند.
٢: معادلهٔ ٢x + ٤ =|x +۱| را حل می کنيم.

توجه داريم که سمت چپ عبارت متناظر معادله نامنفی است پس بايد داشته باشيم: ٢x + ٤ ≥ ٠ در نتيجه 
x ≥ ٢-. حال دو معادله (٢x+٤ )± = ١+ x را حل می کنيم. 

1 4 2 3x x x+ = + ⇒ = −  
.-٢ ≤ x اين جواب قابل قبول نيست، زيرا بايد

51 4 2
3

x ( x ) x+ = − + ⇒ = −  
اين جواب قابل قبول است.

معادلات قدرمطلقی زير را حل کنيد.
 x|-۱| = ۵|| (الف

  ۲x-۱| + |x| =۷| (ب

 x|x| = -۴  (ج

تمرين در كلاس

مثال
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در شکل روبه رو نمودار تابع y = x۲-۲ آمده است. 
را    f(x) = |x۲ -۲| تابع  نمودار   x۲-۲ به علامت  توجه  با  ۱ــ 

رسم کنيد.
۲ــ نمودار y =۲ را رسم کنيد و محل تلاقی آن با نمودار تابع 

|f(x) = |x۲ -۲  را مشخص کنيد.
۳ــ جواب های معادلهٔ ٢= |x۲ -۲| را با استفاده از بند ۲ به طور 

تقريبی تعيين کنيد.
با  و  کرده  حل  را   |x۲ -۲| =٢ معادلهٔ  جبری  به روش  ۴ــ 

جواب های به  دست آمده در بند ۳ مقايسه کنيد.

با توجه به تجربه بالا در رسم نمودار تابع |y = |x۲-۲ می توانيد رابطه بين نمودار دو تابع f(x)  و |f(x)   | را به  دست آوريد. 
 |   f(x)| و  f(x) يعنی در اين بازه ها نمودار . |   f(x)|= f(x)مثبت است و f(x) ها استxبالای محور  f(x) در بازه هايی که نمودار
بازه ها  اين  در  يعنی   .|   f(x)|= -f(x) و  است  منفی   f(x) است  xها  محور  پايين    f(x) نمودار  که  بازه هايی  در  اما  است.  منطبق  هم  بر 

نمودار |f(x)   | تصوير آيينه ای نمودار f (x) است. 
تذکر:

برای رسم نمودار |f(x) | کافی است نمودار f(x) را رسم کنيم و در جاهايی که نمودار f(x) زير محور xها است 
تصوير آيينه ای نمودار f(x) را رسم کنيم.

2= −xy

2

2

−

فعاليت 9

− π π 2π

1

−1

− 2π

y = sinx

− π π 2π

1

− 2π

y =  sinx
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sin را در بازه [π , π-] به  دست آوريد. x = 1
2

۱ــ به روش هندسی جواب های معادلهٔ 
۲ــ معادلهٔ |٢x -|x = |x۲ -۱| را با روش هندسی حل 

کنيد.
y و يک  x= +1 ۳ــ در شکل روبه رو نمودار تابع 
تابع قدرمطلقی که نمودار آن نسبت به خط ١= x متقارن است  
تلاقی  نقاط  طول  آن  جواب های  که  معادله ا ی  می شود.  ديده 
اين دو منحنی است را تشکيل دهيد و به روش جبری آن را 

حل کنيد.

y را رسم می کنيم.
x

= 1 ١: نمودار تابع  

x را حل می کنيم. x= −2 ٢: به روش جبری و نموداری (هندسی) معادلهٔ 
 x٢ + x  - در نتيجه ٠ = ٢  x٢ = ٢ -  x :در روش جبری با به توان دو رساندن طرفين معادله خواهيم داشت

که جواب های آن  ٢- = x  , ١= x هستند که هر دو در معادلهٔ 
اصلی صدق می کنند پس معادله دو جواب دارد.

و   y = |x| توابع  نمودارهای  هندسی  روش  در 
دو  تلاقی  محل  طول های  می کنيم.  رسم  را   y x= −2

نمودار جواب های معادله اند.

xy =

22 1

1+= x

1

1

تمرين در كلاس

مثال

||
1

x
y=

x

y

xy 1=

x

y
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١ــ هريک از معادلات قدرمطلقی زير را حل کنيد و مجموعهٔ جواب آن را مشخص کنيد.
                  |٢x-٢-٣ = |٣x (ج  |yب) ٧ = |٢-٢  |٢t-الف) ٠= ٣-|١

٢ــ نمودار هريک از روابط زير را رسم کنيد. سپس به ازای ٣= y معادله به  دست آمده را با روش هندسی و 
جبری  حل کنيد.

  xy x | x |= + ب) |x-١| + |y = |x  ج)   y = |٢x-الف) |٤

 در سال قبل با تعيين علامت چندجمله ای ها و استفاده از آن در حل نامعادله های درجهٔ دوم آشنا شديد. هر نامعادلهٔ 
درجه دوم را با استفاده از جدول تعيين علامت و خواص نامساوی ها می توان حل نمود. 

۱ــ هريک از نامعادلات زير را حل کنيد.
 ( ۱+ x۲)(١- x۲) ≤ ۰ (ب  x۲ - ۵x +۶ ≤ ۰ (الف

(۱-x)(x +۲) > ۲x۲ -۱ (ج  x+ 11 < x (د
۲ــ در هر يک از حالت های زير نمودار تابعی، مانند P(x) داده شده است. مجموعه جواب نامعادلهٔ داده شده 

را مشخص کنيد.

 

o)(x
)x

P

y

x x

o(P

y

−2 3 −1 1

هٔ

نامعادلات ــ نامعادلات قدرمطلقی

تمرين در كلاس

مسائل



فصل 1 حسابان

٤٠

مجموعه جواب هريک از نامعادلات زير را مشخص کنيد. 
 |۲-۳x| > ۵ (ب    x x− ≤ +1 1 الف)  

از  نامعادلاتی که دارای عبارت های قدرمطلقی هستند، نامعادلات قدرمطلقی می نامند. برای حل اين گونه نامعادلات عموماً 
دو خاصيت مهم قدرمطلق استفاده می کنند.

.-k ≤ u ≤ k معادل با آن است که |u| ≤ k عددی مثبت باشد، نامساوی k اگر
 .-u ≥ k يا u ≥ k معادل است با آن که |u| ≥ k و نامساوی 

١: نامعادلهٔ ٧ ≥ |١- ٢x| را حل می کنيم.
x x x x− ≤ ⇒− ≤ − ≤ ⇒− ≤ ≤ ⇒− ≤ ≤2 1 7 7 2 1 7 6 2 8 3 4  

مجموعه جواب بازه  [٤, ٣-] می باشد زيرا نتيجه گيری های بالا در جهت عکس نيز برقرارند.
٢: نامعادلهٔ ٥ ≤ |٣x-٦| را حل می کنيم.

مجموعه جواب اين نامعادله، اجتماع مجموعه جواب های دو نامعادله ٥ ≤ ٣x-٦ و ٥ ≤ (٣x-٦)- است. مجموعه جواب 

] است و اجتماع اين دو بازه مجموعه جواب نامعادله اصلی است.  , )11
3

∞ ) و مجموعه جواب دومی   , ]1
3

−∞ اولی بازه 
٣: نامعادلهٔ ٣ ≤ |١+ ٢x| را حل می کنيم.

اين نامعادله را می توان مانند مثال قبل حل کرد. اما از روش ديگری هم می توانيم استفاده  کنيم. با توجه به مثبت 
بودن طرفين نامساوی، طرفين را به توان دو می رسانيم و نامعادله را حل می کنيم.

2 2 2 22 1 9 4 4 1 9 4 4 8 0 2 0( x ) x x x x x x+ ≥ ⇒ + + ≥ ⇒ + − ≥ ⇒ + − ≥  
( x )( x )⇒ + − ≥2 1 0  

جدول  از  اخير  نامعادلهٔ  حل  برای 
 تعيين علامت استفاده می کنيم.

= مجموعه جواب ( , ] [ , )2 1∪−∞ − +∞  
توجه داشته باشيد که برای دو عدد 
مثبت a و b شرط a ≤ b معادل با آن است 

.a۲ ≤ b۲ که

x

)1)(2

2 1

( += xxP + +

P0

تمرين در كلاس

مثال



فصل 1 محاسبات جبری ، معادلات و نامعادلات

٤١

حل نامعادلات از طريق نموداری (هندسی)

1

1( += xxg

1)

)

( = xxf

چنين  جبری  حل  کلی  حالت  در  می باشند.  تابع  دو   g f  و  که  نوشت    f(x) < g(x) شکل  به  می توان  را  دلخواه  نامعادلهٔ  يک 
نامعادله ای ممکن است بسيار پيچيده و حتی ناممکن باشد. اما اگر بتوانيم نمودارهای اين توابع را رسم کنيم، مجموعه جواب اين 

نامعادله دقيقاً برابر مجموعه نقاطی مانند x است که در اين نقاط نمودار f  زير نمودار g قرار می گيرد.
برای مشخص کردن مجموعه جواب نامعادلهٔ f(x) < g(x)  پس از رسم توابع f و g مقاديری از دامنه مشترک دو تابع را مشخص 
می کنيم که عرض نقاط نمودار تابع f از عرض نقاط نمودار تابع g کمتر باشد. در شکل زير دامنهٔ مشترک دو تابع [a , b] می باشد. فقط 

در بازهٔ (a , c) ، عرض نقاط نمودار f از عرض نقاط نمودار g کمتر است، پس جواب نامعادله بازهٔ (a , c) می باشد. 

a

)(xf)(xg

c b

فعاليت 10

  f(x) = |x -۱| در شکل روبه رو نمودار توابع
)g رسم شده است.  x ) x= +1 و 

۱ــ نقاط x که f(x) < g(x) را از طريق شکل 
مشخص کنيد.

 f که در آن نقاط نمودار x ۲ــ مجموعهٔ نقاط
زير نمودار g قرار می گيرد را مشخص کنيد.

۳ــ مجموعه نقاط بند (٢) با نقاط بند (١) چه 
رابطه ای دارند؟ 



فصل 1 حسابان

٤٢

 نامعادلات زير را با روش جبری حل کنيد.

١) x٢- ٣x٢ + x ≥ ٠  ٢) x
x
− >2 1 1  

٣)
 

x x
x x
+ − ≤−
1 2

1
  ٤) |x-٢| ≤ x  

نامعادلات زير را با روش هندسی حل کنيد و مجموعه جواب آن ها را مشخص کنيد.

 ٥)  x٢ ≥ ٢x   ٦) x x− < −1 1    ٧) xx <1

 
نامعادلات زير را با روش هندسی و جبری حل کنيد.

 ٨)  x +١ < |x|  ٩) |x١- ٢| ≤ |x + ١٠  |١) |x| + |x-٥ ≥ |١

نامعادلهٔ ١- x٢ > |١+ x| را با استفاده 
می کنيم.  حل  (هندسی)  نموداری  روش  از 
نمودار توابع  |١+ x| = y١  و  ١- x٢= y٢  را 

رسم می کنيم. 
بايد مجموعه نقاطی را تعيين کنيم که در آن 

نقاط نمودار y١  زير نمودار y٢ واقع شده باشد. 
 ( , )∞2 ) و  , )−∞ −1 اجتماع دو بازه 

مجموعه جواب نامعادله است.

با توجه  به نمودارهای  رسم   شده، 
x را  x− + ≥ − −2 3 1 نامعادلهٔ 

حل کنيد.

21-

1
1

+= xy
12

2= xy

|3 1|= xy

2+= xy

تمرين در كلاس

مثال

مسائل


