
ÅÅÅÅÅÅ±

Xý«œœU¹

± a¹—Uð ÂœÅÁbOáÝ “« ÆœbŽ¨‘—ULý  Ë  tÝbM¼dAÐ vÖb�“ —œ ÊuÖU�uÖ qzU�  ÈUA~¼«—

t «œ« UÐ Æb�«ÅÁœuÐÏ Ê«uMŽÅtÐ uÝ p¹ “«  UO{U¹— b�Ë— s¹« t?�Q�� qŠ —«eÐ«—«d, ÂuLŽ X bš —œ 

g¹«bOÄ Vłu  d~¹œ ÈuÝ “« Ë X4dÖvIDM� ÈU¼—U²šUÝ  Ë v�u!« ÈU¼ÅÁU~²ÝœÊ«uMŽÅtÐ t5 bý 

U?C?F?Ð t?5 X?š«œd?Ä Èb?¹b?ł ÈU?¼ÅÁœ—Ë¬d4 bO;uð tÐ œuš ¨dJ4 XOÐdð —«eÐ«Î—«d?, Âu?LŽ X bš —œ 
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jš Á—UÄ d¼ tÐ ©‰uÞ® œbŽ p¹ Êœ«œ X³�� ¨◊U³ð—« s¹« “« bM Å»uKÝ« œ—u  sO²�B� b¹Uý ÆXÝ«

tÝbM¼ “Už¬dÝ «— Ê¬ Ê«uðÅv  t5 XÝ«ÏvIKð ¨d~¹œ ÁUÖb¹œ “« vÝbM¼ »U�Š U¹ ¨ÈbFÐ p¹  vKOK×ð 

È—«cÖÅt¹UÄ ‰U³�œ tÐ Æb¹œdÖ d−M  vIOIŠ œbŽ ÂuNH  g¹«bOÄ Ë U¹uÖU� œ«bŽ« nA5 tÐ Â«b,« s¹« Æœd5
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Ï

Ë v{U¹— 

ÈU?¼œd?Ð—U?5 U?Ð Ë Áœd?5 “U?ž¬ v?�¹dðU  d³ł “« t5 œuýÅv  ÕdD  vÝbM¼ q¹b³ð p¹ Ê«uMŽÅtÐ fáÝ
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t�U(dÐ ̈ b(uý ÈœdÐ—U� ÈUNý“u�¬ Ë v(«œ—U� ÈU¼ÅÁ—ËœÏœd� V¹uBð Ë rOEMð È«Åt(uÖ tÐ «— ”—œ s¹« 
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Á—Ëœ tÐÏö?L?Ž v¼U~A(«œÅgOÄ Ît?�U(dÐ È«dł« Ï·c?Š t?Ð d?−?M� t� bý vðöJA� —UÇœ Ábý V¹uBð 

u×ð s¹« tÐ tłuð UÐ Æb¹œdÖ vK³� »U²� “« ÈœU¹“ ÈU¼Åg]ÐÒÊ«—UJL¼ ÈU¼dE(—UNþ« tÐ tłuð UÐ Ë  ô
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ÊU²:ÐUð —œ±≥∏∞«— œuš vŠöc« dE( —uA� dÝUðdÝ “« Âd²×� Ê«dOÐœ “« vCFÐ sOMÇÅr¼ Ë  

ÛUÇ—œ «— U¼dE( s¹« “« vCFÐ ̈ ÊU(¬ È—UJL¼ “« ”UáÝ UÐ ÊUH"R� ÆbM²ý«œ ‰UÝ—« ÊUH"R� È«dÐ
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tÝbM¼ g¹«bOÄÏvKOK×ð 
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ö³�Î ÈUCW UÐ   R
2tŽuL−� Ê«uMŽÅtÐ Ï® Vðd� ÈU¼ÅÃË“ ÂULð x,y t� ©x Ë yUMý¬ b(«ÅvIOIŠ œ«bŽ« 

 ∫r¹«ÅÁbý
    
R2 = (x,y) x,y ∈ R{ }p?¹ “« Ê¬ v?Ýb?M?¼ g¹UL( È«dÐ Ê«uðÅv� t� r¹«ÅÁb¹œ sOMâL¼ Æ 

Æœd� ÁœUH²Ý«  UB²]� ÈU¼—u×� ÂU( tÐ ¨b�UF²� —«œÅXNł jš Ëœ “« V�d� ¨rzU�  UB²]� ÁU~²Ýœ

 ÈUCW t� r¹«ÅÁœU�¬ ÊuM�«  R
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ÆrOM� vWdF� «— 

 “« —u?EM�ÈU?C�  R
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t?ŽuL−� ¨Ï® V?ðd?� ÈU?¼Åv¹UðÅtÝ ÂULð x,y,z U?N(¬ —œ t� XÝ« ©x ¨y Ë z

∫b(«ÅvIOIŠ œ«bŽ«

    
R3 = (x,y,z) x,y,z ∈ R{ }

vÝbM¼ g¹UL( È«dÐ  R
3

 p¹ ¨rzU4  UB²6� ÁU~²ÝœËœÅtÐÅËœ —«œÅXNł jš tÝ “« V�d� ¨

 ÂU?( tÐ ¨b�UF²� U?B²6� ÈU¼—u×� b?M?(U� È«ÅtDI( —œ t� rOM�Åv� vWdF� «— O Ë b?(«ÅlÞUI²� O√b³� 

Æœu?ýÅv?� Áb?O?−?M?Ý ‰u?Þ b?Š«Ë p?¹ U?Ð j?š tÝ d¼ œ«b²�« —œ tKcUW ¨tDI( Ê¬ “« t� XÝ« v�d²A�

 ◊uDšOx ̈Oy Ë Oz VOðdð tÐ  —u×�xU¼ ̈ —u×�yU¼ Ë  —u×�zU¼tDI( œuš Ë b(uýÅv� ÁbO�U( Ï O
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 —u×�x Ë U¼z qJý —œ ‰U¦� È«dÐ ÆXÝ« U¼±t×Hc ¨Ï yzt×Hc ÏXNł® X³¦� XNł Ë XÝ« cžU� 

 —u×� ©XÝ« Ábý h]A� ÊUJOÄ X�öŽ UÐ U¼—u×� ÈË— X³¦�xt×Hc Ã—Uš tÐ U¼Ït¹Ë«“ —œ Ë cžU� Ï

t×Hc UÐ rzU�Ï yz ÁU~²Ýœ p¹ ÁU~²Ýœ s¹« Æœ—«œ Á—Uý«  œd~²Ý«—ÊU²A~(« UÐ t� «d¹“ ¨œuýÅv� ÁbO�U(
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¨U?¼—u?‡?×?� ÈË— X?³?¦?� ÈU?‡?¼ÅX?N?‡ł XÝ«— XÝœ

 qJý oÐUD‡�±Æb(uýÅv� h]A� 

 V?ðd?� v¹Uð tÝ ÊœuÐ ÂuKF� UÐ
  
(x0, y0, z0)“« 
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 ‰uÞ tÐ tDI( ¨
  
x0 —u×� dÐ «— x‰uÞÅtÐ tDI( ¨U¼

  
y0 —u?×� dÐ «— y ‰u?Þ t?Ð tDI( Ë U¼

  
z0—u?×� dÐ «— 

zt×Hc fáÝ ÆrOM�Åv� rÝ— U¼Ï “« «—cÖ 
  
x0È“«u� Ë 

t×HcÏ yzt×Hc ¨Ï “« «—cÖ 
  
y0t×Hc È“«u� Ë Ï xz

t×Hc ËÏ “« «—cÖ 
  
z0t×Hc UÐ È“«u� Ë Ï xytDI( ÆrOA�Åv� «— Ï œdW tÐ dB×M� Pt×Hc tÝ ̈ Ê¬ —œ t� 

 qJý tÐ® b(«ÅlÞUI²�≤  UB²]�ÅtÐ tDI( ©bOM� ÁU~( 
  
x0 ̈

  
y0 Ë 

  
z0 ‰uÞ tÐ tDI( ̈ d²IO�œ U¹ 

  
x0 ÷dŽ ̈
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tDI( “« «—cÖ  U×Hc dÖ« fJŽdÐÏ P  U×Hc È“«u� VOðdð tÐ UCW —œ yz ¨xz Ë xy—u×� ¨

x ¨U¼y Ë U¼z ‰uÞ tÐ ◊UI( —œ «— U¼
  
x0 ÷dŽ ¨

  
y0 ŸUHð—« Ë 

  
z0  —uc s¹« —œ ¨bM� lD� Pv¹Uð tÝ 

V?ðd�
  
(x0, y0, z0)“«  R

3
 V?ðd?� ÈU?¼Åv?¹U?ðÅt?Ý sOÐ dþUMð s¹« Ë bM�Åv� h]A� «— ®Åx,y,zœ«b?Ž« “« ©

 dþUMð s¹« —œ t� XÝ« `{«Ë ÆXÝ« v¹uÝ Ëœ UCW ◊UI( Ë vIOIŠO® UÐ ∞\∞\∞ÆœœdÖÅv� dþUM²� ©

 “« X³×c —œ r¹œd� Á—Uý« Ê¬ tÐ ôUÐ —œ t� vðUJ( dÞUš tÐ t� rOM�Åv� tłuð  R
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 ̈vÝbM¼ ÊUÐ“

ö?¦?� ÆœË—Åv� —UJÐ t(«œ«“¬Îôu?L?F� Î ‰u?Þ t?Ð t?DI(ò ÈUł tÐ x ÷dŽ ¨y ŸU?Hð—« Ë zt?D?I?( rO¹uÖÅv� åÏ

®x,y,z hšôUÐ Æ©P = (x,y,z) vMF¹ PtDI( Ï® x,y,z® sOMâL¼ ÆXÝ« ©∞\∞\∞Å©O = «— tDI-ÏdH; 

ÆrO�U(ÅÅv�
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P = (x0,y0, z0)

x 2 + y 2
0 0

t?DI( Ëœ t� XÝ« `{«ËÏ 
  
P = (x0, y0, z0) Ë 

  
Q = (x1, y1, z1)  b?-«Åo³DM� r¼ dÐjIW Ë dÖ«

 v?M?F?¹ ¨b?M?ýUÐ ÈËU:� dOE( tÐ dOE( UN(¬  UB²]� dÖ«
  
x0 = x1 ¨

  
y0 = y1 Ë 

  
z0 = z1X?"UŠ s¹« —œ Æ

rO:¹u(Åv�P = QÆ

tKcUW rO¼«ušÅv� ÊuM�«Ï “« tDI( p¹ sOÐ   R
3

—uEM� s¹« È«dÐ ÆrOM� «bOÄ  UB²]� √b³� “« «— 

 rOM�Åv� ÷dWP  UB²]� tÐ È«ÅtDI( 
  
(x0, y0, z0)tKcUW Ë býUÐ ÏtDI( Ï PtDI( vMF¹ ̈  UB²]� √b³� “« Ï

  O = (0,0,0) UÐ «— ¨OP rO¼œÅv� ÊUA( ® qJý tÐ≥Æ©bOM� ÁU~( 
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z1 − z0

x
1
− x0

y1 − y0

Q = (x1, y1,z1)

P = (x0,y0, z0)

( x1− x0)2+ (y1− y0)
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 qJý ¥

t?¹Ë«e"«ÅrzU� YK¦� —œÏ OA ′P d?ðË ‰uÞ ¨O ′P dÐ«dÐ 
  

x0

2 + y0

2
t?¹Ë«e?"«ÅrzU� YK¦� —œ Ë XÝ« 

OP ′P dðË ‰uÞ eO( OP dÐ«dÐ 
  

x0

2 + y0

2 + z0

2
fÄ ÆœuÐ b¼«uš 

Å®±©Æ
  
OP = x0

2 + y0

2 + z0
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 d??‡??Ö« ¨‰U?‡?ŠPt??‡??Ð È«Åt?‡?D?I?‡?( 

  UB²]‡�
  
(x0, y0, z0) Ë QÈ«ÅtD‡I( eO( 

  U?B?²‡]� t‡Ð
  
(x1, y1, z1)ÁU?~(¬ ¨býUÐ 

 ‰uÞPQ vMF¹ ̈PQtÐ rO(«uðÅv� eO( «— ̈

 qJý pL�¥t?łuð UÐ Ær¹—ËUOÐ XÝœÅtÐ 
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 qJý tÐ¥∫r¹—«œ 

Å®≤©ÆPQ = (x1 − x0)2 + (y1 − y0)2 + (z1 − z0)2

 ‰U??¦??�±Æ d?Ö« 
  P = (−1, 3,6) Ë   Q = (4,0,5) d??¹œU??I??  ¨PQ ¨OP Ë OQd??¹“ —œ «— 

Ær¹«ÅÁœd5 t³ÝU× 

,PQ = (4− (−1))2 + (0− 3)2 + (5 −6)2 = 35

                        
  
OP = (−1)2 + 3

2 + 6
2 = 46 ,

Æ                             OQ = 4
2 + 0

2 + 5
2 = 41

jšÅÁ—UÄ ‰uÞÅÅÈ«dÐÅÅd¹“ vÖó¹Ë tÝ ̈ vÝbM¼ o¹UIŠÅÅtÐÅÅtłuðÅÅUÐ


tDI�ÅÅËœÅÅsOÐ Ï P Ë Q“«Å  R
3

ÆXÝ« —«d,dÐÅÅ

 vÖó¹Ë±Æ‰uÞ  
  
PQ =0 dÖ« jI4 Ë dÖ« P = Q¨

 vÖó¹Ë≤Æ‰uÞ  PQ = QP¨

 vÖó¹Ë≥Æ‰uÞ tDI� d¼ È«“«ÅtÐ Ï Á«uB;œ R “«   R
3

 ¨PQ ≤ PR + RQ ®Æ©YK¦  ÈËU� U�

 vÖó¹Ë È—«d,dÐ t5 rOM5Åv  tłuð≥åYK¦ Åò d¼ —œ t5 XÝ« U−�¬ “« 
±

“« d²JÇu5 lK{ d¼ ‰uÞ ̈

 qJý tÐ® XÝ« d~¹œ lK{ Ëœ ÈU¼Å‰uÞ ŸuL−  UÐ ÈËU�  U¹µÆ©bOM5 ÁU~� 
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±ÆbýUÐÅv  ÅXÝ«— jš U¹ YK¦  ¨åYK¦ ò “« —uEM  U−M¹« —œ ‡‡

 qJýµ

—œ U¼—«œdÐR3

 rOM5 ÷d4
  
A = (a1,a2,a

3
)“« dHY dOž È«ÅtDI�     R

3
tDI� tÐ rO�«uðÅv  ÆbýUÐ Ï AjšÅÁ—UÄ p¹ 
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«— —«œÅX?N?ł j?šÅÁ—U?Ä s?¹« l?�«Ë —œ Ær?O?¼œ X³�� —«œÅXNł

t???D???I??� U??Ð v??D??šÅÁ—U??ÄÏ ŸËd??ý 
  O = (0,0,0)t???D??I??� Ë ÏÊU??¹U??Ä 

  
A = (a1,a2,a

3
) r¹dOÖÅv' dE� —œ ® qJý tÐ∂Æ©bOM0 ÁU~� 

 qJý ∂

t?DI� t0 rOýUÐ t²ý«œ —«œÅXNł jšÅÁ—UÄ p¹ dÖ« fJŽdÐÏ Ê¬ ŸËdý 
  O = (0,0,0)ÁU~�¬ ¨býUÐ 

tDI�Ï bM�U' dH9 dOž È«ÅtDI� ¨Ê¬ ÊU¹UÄ 
  
A = (a1,a2,a

3
)dþUMð p¹ t−O²� —œ Æœ«œ b¼«uš g¹UL� «— 

tDI� UÐ —«œÅXNł ÈU¼ÅjšÅÁ—UÄ sOÐ v¹uÝËœÏ ŸËdý 
  O = (0,0,0)dH9 dOž ◊UI� Ë Å    R

3
 ÆXÝ« œułu'

Æn¹dFðtDI� UÐ —«œÅXNł jšÅÁ—UÄ d¼ tÐ Ï ŸËdý 
  O = (0,0,0) p¹ —œ —«œdÐ  R

3
—UB²š« tÐ U¹ 

 p¹ —«œdÐ U?Ð «— —«œd?Ð s¹« dÖ« ÆrO¹uÖÅv'at?DI� Ë rO¼œ g¹UL� Ï —«œd?Ð s¹« ÊU¹UÄ 
  
(a1,a2,a

3
)¨býUÐ 

—«œd?ÐÅò r?O?�?¹u?�Åv'
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œd?Ð d¼ —œ Æå

  
a = (a1,a2,a

3
) ¨

  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
 ÈU?¼Åt?H?�R�

 —«œdÐaÆb�uýÅv' ÁbO'U� 

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ 
  
a = (1,2, 3) Ë 

  
b = (1,−2,4) qJý —œ «— ∑Ær¹«ÅÁœ«œ g¹UL� 

 qJý ∑

O
y

x

z

  
A == (a1, a2, a3)

x

y

z

O

a
b



ÅÅÅÅÅÅπ

ÈU¼—«œdÐ sOÐ v¹uÝËœ dþUMð p¹ r¹œd5 Á—Uý« Ê¬ tÐ ôUÐ —œ tâ�¬ dÐUMÐ    R
3

dHYdOž ◊UI� Ë      R
3

tDI� t5 rOM5Åv  œ«œ—«d, ÆXÝ« œułu ÏdHY     R
3

 vMF¹   O = (0,0,0) «— d?H! —«œdÐp¹ «c; ÆrO UMÐ 

ÈU¼—«œdÐ sOÐ v¹uÝËœ dþUMð    R
3

◊UI� Ë     R
3

tDI� dþUMð s¹« —œ Æb¹¬Åv  œułËÅtÐ Ï   O = (0,0,0)—«œdÐ UÐ 

dHY   o = (0,0,0)ÆœuýÅv  dþUM²  

 —«œd?Ð Ëœ ¨n?¹d?F?ð d?ÐUMÐ
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)  b?<«ÅÈËU?��d?Ö« j?I?4 Ë dÖ«

 v?M?F?¹ ¨b?M?ýU?Ð ÈËU?�?  dOE� tÐ dOE� UN�¬ ÈU¼ÅtH;R 
  
a1 = b1 ¨

  
a2 = b2 Ë 

  
a

3
= b

3
ÆX?;UŠ s¹« —œ 

rO�¹u�Åv a = bÆ

® dÐUMÐ sOMâL¼± © ‰uÞ —«œdÐ p¹
  
a = (a1,a2,a

3
) UÐ t5 aXÝ« dÐ«dÐ ¨œuýÅv  Áœ«œ ÊUA� 

UÐ

Æa = a1

2 + a2

2 + a
3

2

t¹Ë«“Ï dHYdOž —«œdÐ Ëœ sOÐ a Ë b bM�U  È«Åt¹Ë«“ «— θ t5 r¹dOÖÅv  dE� —œ   0 ≤ θ ≤ π ®qJý tÐ

∏Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý ∏

Æn¹dFð r?OM5 ÷d4 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) ÆbMýUÐ —«œdÐ Ëœ  lL−K!UŠs¹«

 UÐ t5 «— —«œdÐ Ëœa + brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uYÅtÐ ¨rO¼œÅv  ÊUA� 

Æ
  
a + b = (a1 + b1,a2 + b2,a

3
+ b

3
)

 dÖ«r ¨býUÐ vIOIŠ œbŽ p¹  »dCK!UŠr —œ aXÝ« sOMÇ eO� 

Æra = (ra1, ra2, ra
3

)

  −1a U?Ð «— −a Ê¬ t?Ð Ë r?O?¼œÅv  ÊUA� t?M?¹dAÏ a v?M?F?¹ ¨r?O¹uÖÅv  
  
−a = (−a1, −a2, −a

3
)Æ

 sOMâL¼ q{UHðb “« a UÐ t5 «— a − brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uYÅtÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æa − b = a + (−b)

y
O

x

z

b

a

θ



ÅÅÅÅÅÅÅ±∞

 ‰U¦�≥ÆÅÈU¼—«œdÐ È«dÐ 
  
a = (1, − 3,2)ÅË   b = ( − 4, − 1,0)Å̈ Åa + b ̈a − bÅËÅ

  

−
1

2
aÆrOM�Åv� «bOÄÅ«—Å

a + b = (1 + ( − 4), − 3 + ( − 1),2 + 0) = ( − 3, − 4,2),

  a − b = (1 − ( − 4), − 3 − ( − 1),2 − 0) = (5, − 2,2),

Æ                                   

  

−
1

2
a = ( −

1

2
,
3

2
, − 1)

t?OC4Ï ±Æ r?O?M� ÷dW a ¨b Ë c ¨Á«u?]?"œ —«œdÐ tÝ 
  o = (0,0,0) Ë d?H?c —«œdÐ r Ë sœbŽ Ëœ 

r¹—«œ  —uc s¹« —œ ÆbMýUÐ vIOIŠ

± ©a + b = b + a ®¨©lLł v¹UłÅtÐUł XOcUš

≤ ©a + (b + c) = (a + b) + c ®¨©lLł Èd¹cá²�dý XOcUš

≥ ©a + o = o + a = a¨

¥ ©a + ( − a) = ( − a) + a = o¨

µ ©r(a + b) = ra + rb¨

∂ ©(r + s)a = ra + sa¨

∑ ©(rs)a = r(sa)¨

∏ ©  1a = a¨

π ©  0a = o¨

±∞ ©ro = oÆ

Æ U³Ł«s?¹dLð Ê«uMŽ tÐ «— Ê¬ t� œuýÅv� t−O²( n¹dFð “« v²Š«— tÐ U¼ÅvÖó¹Ë s¹« ÂULð v²Ý—œ 

 ÆrOM�Åv� U¼—

vÝbM¼ dO³Fð

 —«œdÐ Ëœ lL−KcUŠ t� r¹b¹œ
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) bM(U� È—«œdÐ a + bXÝ« 

 t�a + b = (a1 + b1 ,a2 + b2 ,a
3
+ b

3
) qJý Æπ “« vÝbM¼ dO³F‡ð d‡¹“ —œ a + bÆb‡¼œÅv‡� ÊUA( «— 

 qJý π

O
y

x

z

b

(b1 b2 b3 ), ,

a+b

(a + b1, a2 + b2, a3 + b3 )1

a (a1 a 2 a 3 ), ,



ÅÅÅÅÅÅ±±

 vIOIŠ œbŽ p¹ »dCKYUŠ œ—u  —œ Ër —«œdÐ —œ 
  
a = (a1,a2,a

3
) —«œdÐ t5 ra = (ra1, ra2, ra

3
)

 X;UŠ —œ eO� XÝ«  r > 1 qJý —œ vÝbM¼ dO³Fð ±∞ÆœuýÅv  Áb¹œ 

 qJý±∞

dHY dOž —«œdÐ Ëœ a Ë b «— U²Ý«—År¼dHY dOž vIOIŠ œbŽ p¹ dÖ« rO U�Åv    rbýUÐ œułu  

 t5b = ra t5 XÝ« ̀ {«Ë Æb = r a Ê¬ —œ t5 ̈r vIOIŠ œbŽ oKD —b, r Ë b¼œÅv  g¹UL� «— a

 Ëb ÈU¼—«œdÐ ‰uÞ d~�U¹UL� VOðdð tÐ a Ë bÆXÝ« 

 q?{U?Hð œ—u  —œb “« a v?M?F¹ ¨a − b = a + (−b)t?M¹d, Ë ¨Ï b ¨v?M?F¹− b q?Jý ¨±±d?O?³Fð 

Æb¼œÅv  tz«—« «— dE�œ—u  vÝbM¼

 qJý ±±

J¹ ÈU¼—«œdÐÒt

J¹ —«œdÐÒtJ¹ ÈU¼—«œdÐ sOÐ —œ ÆbŠ«Ë ‰uÞ UÐ XÝ« È—«œdÐ Ò—«œdÐ tÝ ¨t

i = (1,0,0),   j = (0,1,0),   k = (0,0,1)

ÈU?¼Åv?Öó¹Ë “« ÁœUH²Ý« UÐ Ë vÖœUÝ tÐ ÆbM²�¼ —«œ—ušdÐ È«ÅÁó¹Ë œdÐ—U5 Ë XOL¼« “« U¼—«œdÐ ÊUOÐ —œ

 —«œd?Ð d¼ ¨vIOIŠ œbŽ p¹ —œ UN�¬ »d{ Ë —«œdÐ Ëœ lLł
  
a = (a1,a2,a

3
) —u?YÅtÐ rO�«uðÅv  «— 

 ÈU¼—«œdÐ VO5dði ¨j Ë krO�¹uMÐ 

O
y

x

z

ra

a

O y

x

z

a

b

a − b

−b



ÅÅÅÅÅÅÅ±≤

                               
  
a = (a1,a2,a

3
)

ÅÅ    
  
= (a1,0,0) + (0,a2,0) + (0,0,a

3
)

    
  
= a1(1,0,0) + a2(0,1,0) + a

3
(0,0,1)

Æ                                                    
  
= a1i + a2j + a

3
k

 —«œdÐ fÄ
  
a = (a1,a2,a

3
)  —uY tÐ a = a1i + a2j + a

3
k XÝ« g¹UL� qÐU, ® qJý tÐ±≤

Æ©bOM5 ÁU~�

d?H?Y d?O?ž —«œd?Ð d¼ È«“« tÐ a ¨—«œdÐ X?N?łaË U?²?Ý«— r?¼ t?5 X?Ý« b?Š«Ë ‰uÞ UÐ È—«œdÐ  

 UÐ XNłÅr¼a—«œdÐ dÖ« ÆbýUÐÅv   XNł a UÐ «— eaÁU~�¬ rO¼œ g¹UL� 

Æ

  

ea =
1

a
a

 l,«Ë —œea XNł aË bM5Åv  hBA  Ê¬ ‰uÞ “« qI²�  «— 

Æa = a ea

OL5 p¹ UÐ —«œdÐ d¼ vMF¹Ò vHM dOž ÈœbŽ Xa XNł p¹ Ë ̈ XÝ« Ê¬ ‰uÞ t5 eaÆœuýÅv  hBA  

Æd?&cð —œ —«œÅX?N?ł jšÅÁ—UÄ d¼     R
3

 d?OE� AB

 qJý —œ±≥ p¹ «—  ÊUJOÄ dÖ« ÆrO U�Åv AtDI� ÏÈ«b²Ð« 

 Ë ÊUJOÄBt?DI� Ï œU?L?� UÐ «— ÊUJOÄ ¨býUÐ Ê¬ ÈUN²�« AB
→

◊UI�  UB²B  UÐ rO�«uðÅv  «— ÊUJOÄ d¼ ÆrO¼œÅv  g¹UL�

ÆrOM5 hBA  Ê¬ v¹UN²�« Ë v¹«b²Ð«

vÝbM¼ ÿU×; “« t5 XNł r¼ Ë È“«u  ÈU¼ÅÊUJOÄ

 qJý±≤

 qJý ±≥

O
y

x

z

A

B

O y

x

z

j

k a

(a1, a2, a3 )

a 3k

a1i
i

a2j



ÅÅÅÅÅÅ±≥

 d~¹bJ¹ UÐ «— bM²:¼ ‰uÞ r¼“—«År¼È«dÐ «d¹“ ¨r¹dOÖÅv� 

Ë—Ås?¹« “« Æœ—«œ X?O?L?¼« XNł Ë ‰uÞ U¼ÅÊUJOÄ Ÿu( s¹«

ŸËdý  UB²]� √b³� “« t� v(UJOÄ “—«År¼ ÈU¼ÅÊUJOÄ sOÐ

s¹« “« «c" Ær¹dOÖÅv� dE( —œ «— —«œdÐ ÊUL¼ vMF¹ ¨œuýÅv�

¨U?¼ÅÊU?J?OÄ ÈUł tÐ Ë r¹dOÖÅv� vJ¹ «— —«œdÐ Ë ÊUJOÄ fÄ

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv� dE( —œ «— Ê¬ dþUM²� ÈU¼—«œdÐ±¥ÁU~( 

“« t?� v?(U?J?O?Ä U?Ð d?þU?M?²� —«œdÐ vðUB²]� dE( “« Æ©bOM�

  
P = (x0, y0, z0) t???Ð Ë œu???ýÅv???� ŸËd???ý 

  
Q = (x1, y1, z1)“« X????Ý«  —U???³???Ž ¨œu???ýÅv???� r???²???š 

(x1 − x0 , y1 − y0, z1 − z0) UÐ “—«År¼ —«œdÐ «— Ê¬ Ë PQ
→

ÆrO�U(Åv� 

                   s¹dLð

±®  U?B²]� UÐ vÞUI( Æ±\±\± ¨©  (0,0, − 2) ¨  (1, − 2,2) Ë   ( − 1, − 2, − 3)ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— 

ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]�

≤® “« bMð—U³Ž VFJ� p¹ ”Ëƒ— Æ∞\∞\∞® ̈ ©∞\∞\≤® ̈ ©∞\≤\∞® ̈ ©≤\∞\∞® ̈ ©∞\≤\≤® ̈ ©≤\≤\∞¨©

®≤\∞\≤® Ë ©≤\≤\≤ÆbO¼œ g¹UL( rzU�  UB²]� ÁU~²Ýœ p¹ —œ «— VFJ� s¹« Æ©

≥t?M¹d� ÆÏ s?¹d?Lð VFJ� ≤Êœd?� h?]?A?� U?Ð rzU�  UB²]�  U×Hc “« p¹ d¼ tÐ X³:( «— 

ÆbOM� «bOÄ ”Ëƒ—  UB²]�

¥tKcUW ¨d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆÏ P “« QÆbOM� «bOÄ «— 

Å©n"«            
  P = ( 2,0,0)    ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  ÅÅÅÅ ¨

  
Q = (0,1,1)¨

ÅÅ              ©»

  

P = (1,0, − 1

2
)ÅÅÅ   ¨

  

Q = (
1

2
,

2

2
,0)Æ

µ Y?K?¦� jO×� ÆABC ÷d?W UÐ «— 
  A = ( − 1,0,0) ¨ 

  B = (2,0, 7 ) Ë 
  C = (3, 2, 7 )

ÆbOM� «bOÄ

∂t?D?I?‡?(  UB²‡]‡� ÆÏ M j?šÅÁ—UÄ jÝË PQ t?‡� «— 
  
P = (x0, y0, z0) Ë 

  
Q = (x1, y1, z1)

ÆbOM� «bO‡Ä

∑t(UO� ‰uÞ ÆÏ AM YK¦� “« ABC s¹dLð —œ t� «— µÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ XÝ« Ábý d�– 

 qJý±¥

O
y

x

z



ÅÅÅÅÅÅÅ±¥

∏tOC, ÆÏ ±ÆbOM5 XÐUŁ «— 

π ÊUJOÄ UÐ “—«År¼ —«œdÐ ̈ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆPQ
→

  —uYÅtÐ «— ai + bj + ckÆbO�¹uMÐ 

©n;«ÅÅ          
  P = (3,−4,10)     ¨  

  Q = (0,0,0)¨

©»            
  P = (3,−1, 3) ¨  

  Q = (1,−3,2)¨

©ÃP = (2,1 + 2,1 + 3 ) Å   ¨  
  Q = (2,1,1)Æ

±∞ ÈU¼—«œdÐ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ Æa + b ¨a − b Ë raÆbOM5 «bOÄ «— 

©n;«
  
a = 2i − 5 j + 10k ¨  

  
b = −i + 2j − 3k   ¨  r = 2¨

 ©»ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ     
  
a = i + j − 3k¨  

  

b =
1

2
i −

1

2
j − 3k ¨  r = −1¨

©ÃÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅ   ÅÅÅÅ ÅÅ            a = 2i  ¨              b = j + k  ¨

  

r =
1

3
Æ

±± —«œdÐ ‰uÞ d¹“  ôUŠ “« p¹ d¼ —œ ÆaÆbOM5 «bOÄ «— 

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ    ©n;«a = i − j + k¨»           © a = −3i + 4j −12k¨

 ©ÃÅÅÅ ÅÅÅÅÅÅÅ
  
a = 2 i − j + k¨ ©œ     

  
a = 4i − 8 j + 8kÆ

±≤ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«“« tÐ Æa s¹dLð —œ t5 ±± —«œdÐ ¨b�«ÅÁbý d5– ea«— ÆbOM5 «bOÄ 

±ÆÅ≤vKš«œ »d{ ÅÅ

 d?H?Yd?Ož —«œdÐ Ëœa Ë bt?¹Ë«“ t?5 «— Ï U?N?�¬ s?OÐ θr?O?M?5Åv?  ÷d?4 Ë r?¹d?O?ÖÅv  dE� —œ XÝ« 

  

0 < θ <
π
2

 ® qJý tÐ± rzU, d¹uBð rO¼«ušÅv  Æ©bOM5 ÁU~� a œ«b² « ÈË— «— bd¹uBð s¹« ÆrOM5 «bOÄ 

 —«œdÐ «— rzU,′aÆrO U�Åv  

 qJý±

b

a

θ ′a



ÅÅÅÅÅÅ±µ

 t?5 XÝ« `{«Ë′a œ«b?² « —œ b f?Ä ¨X?Ý« Ê¬ U?Ð XNł r¼ Ë ′a = rb Ë   r > 0t?−?O²� —œ Æ

′a = rb = r b «c; Ë 
r = ′a

b « ÆÒ t?5 v?¹U−�¬ “« Ucos θ = ′a
a

 f?Ä ′a = a cos θt?−O²� —œ Ë 

r = a cos θ
b

r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ VOðdð s¹bÐ Ë 

,′a = a cos θ
b

b

U¹

Å®±©
Æ

  

′a = a b cos θ
b2

b

 X?;U?Š —œ t?5 b?O?M?5 v?Ý—d?Ð s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ

  

π
2

< θ < π ’U?š  ôU?Š Ë   θ = 0 ¨

  

θ =
π
2

Ë 

θ = π rzU, d¹uBð eO� a œ«b² « ÈË— b vMF¹ ̈′a ‰u d4 “« ̈®Å± œbŽ Æb¹¬Åv  XÝœÅtÐ ©a b cos θt5 

® ‰u d4 —œ± dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë XÝ« ÈœbŽ ¨XÝ« Ábý d¼Uþ ©a Ë bt¹Ë«“ Ë Ï UN�¬ sOÐ θÆ

t²�¹Uý «c; Ë œuýÅv  d¼Uþ —UO�Ð dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë œbŽ s¹«  UO{U¹— —œÏÆXÝ« v U� s²ý«œ 

ÆbM U�Åv  —«œdÐ Ëœ s¹« vKš«œ »d{ «— dHYdOž —«œdÐ Ëœ tÐ t²�Ð«Ë œbŽ s¹«

Æn¹dFð  rOM5 ÷d4a Ë b Ë bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ θt¹Ë«“ Ï  —uY s¹« —œ ÆUN�¬ sOÐ »d{

vKš«œ a —œ b œUL� UÐ t5 «— a.brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uY tÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æa.b = a b cos θ

 —«œdÐ Ëœ “« vJ¹ dÖ«a U¹ bt¹Ë«“ ÁU~�¬ ̈ bMýUÐ dHY dÐ«dÐ Ëœ d¼ U¹ Ë ÏÆX�O� n¹dFð qÐU, UN�¬ sOÐ 

 t5 rOM5Åv  œ«œ—«d, X;UŠ s¹« —œ  a.b =0Æ

Æd?&cð —œ t?D?I?� œułË qO;œ tÐ vKš«œ »d{ a.b V?Kž« È«Åt?DI<Å»d{Æœu?ýÅv?  ÁbO U� eO� 

 qYUŠ t5 s¹« dÞUš tÐ ̈ sOMâL¼a.b¨vKš«œ »d{ tÐ ̈ býUÐÅv  œbŽ p¹ d�UJÝ« »d{ ÆbM¹uÖÅv  eO� 

® ‰u d4 rO�«uðÅv  ôUÐ n¹dFð tÐ tłuð UÐ ÊuM5«±ÆrOM5 v�¹u�“UÐ d¹“  —uYÅtÐ «— ©

®  ′1©           Æ

  

=
a.b

b2
b dHYdOž —«œdÐ rzU, d¹uBð adHYdOž —«œdÐ œ«b² « ÈË—  b ′a =



ÅÅÅÅÅÅÅ±∂

t³ÝU×  È«dÐ eO� v;u d4 d¹“ —œÏtM¹d, Ïp¹ 

d~¹œ dHYdOž —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� dHYdOž —«œdÐ

 r?¹d?O?Ö —u?E?M?  s?¹« È«dÐ ÆrOM5Åv  «bOÄa Ë bËœ 

 Ë b?M?ýU?Ð dHYdOž —«œdÐ′′at?M¹d, «— Ï at?Ð X?³�� 

 œ«b² «b qJý tÐ® rOM5Åv  ÷d4 ≤Æ©bOM5 ÁU~� 

t5 rOM5Åv  tłuð

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           ′′a = a + 2( ′a − a)

ÆÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ           = 2 ′a − a

® ‰u d4 dÐUMÐ «c;  ′1©r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ 

Å®≤Æ         ©

  

=
2a.b

b2
b − a tM¹d,ÏdHYdOž —«œdÐ  a dHYdOž —«œdÐ œ«b² «  tÐ X³�� b ′′a =

vKš«œ »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vKš«œ »d{ rN  ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±ÆvKš«œ »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a.b = b.aÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± ÈU¼—«œdÐ “« vJ¹ dÖ« t5 rOM5Åv  tEŠö  a U¹ b—«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYa.b Ë b.af?Ä ÆXÝ« —«d,dÐ ÈËU�ð «c; Ë bMýUÐÅv  dHY dÐ«dÐ œ«œ—«d, dÐUMÐ Ëœ d¼ 

 rOM5Åv  ÷d4a Ë bt¹Ë«“ t5 bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ eO� X;UŠ s¹« —œ ÆXÝ« 

Æa.b = a b cos θ = b a cos θ = b.a

 v????Öó????¹Ë≤Æv????K????š«œ »d???{  —«œd????Ð Ëœ d????¼ È«d???Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d???¼ Ë r¨

ra.b = r(a.b) = a. rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≤« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨ËÒs¹dLð Ê«uMŽ tÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5Åv  vÝ—dÐ «— ‰

 ÈU¼—«œdÐ “« vJ¹ dÖ« ÆœuýÅv  U¼—a U¹ b U¹ Ë býUÐ dHY —«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë   r =0Ë« ÈËU�ð ·dÞ Ëœ ̈Ò‰

« ÈËU?�ð «c; Ë XÝ« dHY dÐ«dÐËÒ rOM5Åv  ÷d4 fÄ ÆXÝ« —«d,dÐ ‰a Ë bd?HYdOž ÈU¼—«œdÐ Ëœ d¼ 

 qJý ≤

a

b
′′a

′a



ÅÅÅÅÅÅ±∑

 Ë bM²�¼  r ≠ 0t¹Ë«“ ÆÏ sOÐ a Ë b «— θt¹Ë«“ Ë Ï sOÐ ra Ë b «— ϕt5 s¹« tÐ tłuð UÐ ÊuM5« Ær¹dOÖÅv  

                   
dÖ« 

 
Å∫        

dÖ«
 

  

r > 0

r < 0Å
 

∫
 ϕ =

θ
π − θ





 
® qJý tÐ≥ Ë ¥©bOM5 ÁU~� 

r¹—«œ 

∫ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ  dÖ«                                              

Æ= r
r

cos θ
 dÖ«

   

r > 0

r < 0 ∫ 

cos ϕ =
cos θ
− cos θ





r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ «c;

Æra.b = ra b cos ϕ = r a b
r
r

cos θ = r( a b cos θ ) = r(a.b)

 vÖó¹Ë≥ÆvKš«œ »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨
  
a.a = a 2

Æ

 dÖ«a d?Ö« ÆX?Ý« —«d?,d?Ð ÈËU?�?ð «c?; Ë X?Ý« d?H?Y d?Ð«dÐ ÈËU�ð sO4dÞ ¨býUÐ dHY —«œdÐ a

t¹Ë«“ t5 s¹« tÐ tłuð UÐ ¨býUÐ dHYdOž È—«œdÐÏ sOÐ ar¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ XÝ« dHY dÐ«dÐ ‘œuš Ë 

Æ
  
a.a = a a cos0= a 2

 vÖó¹Ë tÐ tłuð UÐ≥ t5 XÝ« `{«Ë   a.a ≥ 0 sOMâL¼ Æ  a.a =0 dÖ« jI4 Ë dÖ« 
  
a 2 =0Ë dÖ« 

 dÖ« jI4
  
a =0dÖ« jI4 Ë dÖ« a = oÆ

 vÖó¹Ë¥ÆvKš«œ »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ̈a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  a.b =0Æ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ¥ r¹dOÖ ̈θt¹Ë«“ ÏdHYdOž —«œdÐ Ëœ sOÐ  a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

ÅÅÅÅ                         a.b =0 ⇔ a b cos θ = 0

ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ   a Ë bÅÅÅÅ          ⇔ cos θ = 0

                         

  

⇔ θ =
π
2

 qJý¥

 qJý≥

θ = ϕ

a

b

ra

b

a

ϕ =
π−

θ

θ
ra



ÅÅÅÅÅÅÅ±∏

a .    Ë b bMýUÐ œuLŽ r¼ dÐ ⇔

 ‰U¦�±Æ ÈU?¼—«œdÐ t� rOM�Åv� tłuð i ¨j Ë k vÖó¹Ë dÐUMÐ «c" ¨b(œuLŽ r¼dÐ ËœÅtÐ Ëœ ¥»d{ 

 vKš«œi. j = j. i = j.k = k. j = k.i = i.k = 0 t� s¹« tÐ tłuð UÐ sOMâL¼ Æ
  
i = j = k = 1dÐUMÐ ¨

 vÖó¹Ë≥ r¹—Ë¬Åv� XÝœÅtÐ vKš«œ »d{ 
  
i. i = j. j = k.k = 1Æ

t?³?ÝU?×� È«dÐ v"u�dW ÊuM�«Ï a.b  U?B?²]� V:ŠdÐ a Ë bt?Ð —u?E?M� s¹« È«dÐ ÆrOM�Åv� ÊUOÐ 

t?O?C?� t?Ð t?� t?O?C?� s?¹« p?L?� t?Ð Ær?OM�Åv� Á—Uý« Ê¬ tÐ d¹“ —œ «b²Ð« t� r¹bM�“UO( tÝbM¼ “« È«ÅtOC�Ï

tOC� XÝ« ·ËdF� UNÝuMO:�Ï ≤t³ÝU×� È«dÐ v"u�dW tz«—« ÊUL¼ t� œd� rO¼«uš XÐUŁ «— Ï a.bV:ŠdÐ 

  UB²]�a Ë bÆXÝ« 

tOC4Ï ±tOC4® ÏÆ©UNÝuMOO�  YK¦� ABC r¹dOÖ Ær¹dOÖÅv� dE( —œ «— a ̈b Ë cs¹« Ÿö{« ‰uÞ 

 ÈU¹«Ë“ ÈË—ÅtÐË— VOðdð tÐ t� býUÐ YK¦�A ¨B Ë C dÖ« ÆbM²:¼ θt¹Ë«“ Ï sOÐ AB Ë ACÁU~(¬ ¨býUÐ 

Æa2 = b2 + c2 − 2bc cos θ

 U³Ł«
±

Æ rOM�Åv� ÷dW «b²Ð« 

  

θ =
π
2

 ® qJý tÐµÆ©bOM� ÁU~( 

  —uc s¹« —œ

  

cos θ = cos
π
2
= 0 —ucÅtÐ tOC� rJŠ «c" Ë 

  a
2 = b2 + c2

t?OC� ÊUL¼ t� œuýÅv� q¹b³ð ÏË X?Ý« ”—užU¦OW 

ÆbýUÐÅv� —«d�dÐ

 r?O?M�Åv� ÷dW ‰UŠ0 < θ < π
2

 ® q?Jý tÐ∂Æ©b?OM� ÁU~( 

BH ŸUHð—« ̈ lK{ dÐ œ—«Ë ACtOC� dÐUMÐ ÆrOM�Åv� rÝ— «— Ï—œ ”—užU¦OW 

t¹Ë«e"«ÅrzU� YK¦�Ï BHCr¹—«œ 

®±©Æa2 = BH2 + HC2

«ÅrzU� YK¦� —œ sOMâL¼ t¹Ë«e"ABHr¹—«œ 

®≤©Æc2 = BH2 + AH2
B

A

C
a

b
c

θ

H

B

A

C

a

b
c θ =

π
2

 qJý µ

 qJý∂

± jšÅÁ—UÄ ‰uÞ v²Š«— È«dÐ ¨tOC� s¹«  U³Ł« —œ ‡‡X ÈUł tÐ «— X UÐ XÆr¹«ÅÁœ«œ g¹U/ 



ÅÅÅÅÅÅ±π

tDÐ«— dÐUMÐ ÊuM5«Ï® ±rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ©

                           a
2 = BH2 + HC2

               = BH2 + (b − AH)2

Å= BH2 + AH2 + b2 −2bAH

tDÐ«— dÐUMÐ                              Ï® ≤©Æ ÅÅÅÅÅ        = c2 + b2 −2bAH

 «Òt???¹Ë«e??;«År??zU??, Y??K??¦??  —œ U??Ï ABH ¨cos θ =
AH

c
 «c??; Ë AH = c cos θt???−??O??²??� —œ Æ 

a2 = b2 + c2 −2bc cos θÆb¼œÅv  XÝœÅtÐ X;UŠ s¹« —œ «— rJŠ v²Ý—œ t5 

 X;UŠ b�U Åv  v,UÐ tâ�¬ ÊuM5«

  

π
2

< θ < π býUÐÅv  ® qJý tÐ∑Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý∑

BH l?K{ dÐ œ—«Ë ŸUHð—« ¨ACt?O?C?, dÐUMÐ ÆrOM5Åv  rÝ— «— Ït?¹Ë«e?;«År?zU, YK¦  —œ ”—užU¦O4 Ï

BHCr¹—«œ 

®≥©Æa2 = BH2 + HC2

t¹Ë«e;«ÅrzU, YK¦  —œ sOMâL¼Ï ABHr¹—«œ 

®¥©Æc2 = BH2 + AH2

tDÐ«— dÐUMÐ ÊuM5«Ï® ≥rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ©

                           a
2 = BH2 + HC2

              = BH2 + (b + AH)2

 = BH2 + AH2 + b2 + 2bAH

tDÐ«— dÐUMÐ                            Ï® ¥©Æ            = c2 + b2 + 2bAH

 «Ò—œ U¹Ë«e?;«År?zU, YK¦  tÏ ABH ¨cos( π − θ ) =
AH

c
 ÊuÇ Ë cos( π − θ ) = − cos θ«c; ¨

AH = −c cos θ t?−?O?²� —œ Æ  a
2 = b2 + c2 −2bc cos θe?O?� X?;U?Š s?¹« —œ «— r?J?Š v?²Ý—œ t5 

 Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ

H A

B

c

b

C
θ

π −
θ

a



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∞

tOCAÏ ≤Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) —uY s¹«—œ ÆbMýUÐ —«œdÐ Ëœ 

  
a.b = a1b1 + a2b2 + a

3
b

3
Æ

Æ U³Ł« “« vJ¹ dÖ« a U¹ b«c; Ë XÝ« dHY ÈËU�ð ·dÞ Ëœ ÁU~�¬ býUÐ dHY —«œdÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 r??O??M??5Åv??  ÷d??4 f??Ä Æb??ýU??ÐÅv??  —«d??,d??Ð ÈËU?�?ða Ë bË b??M??ýU??Ð d??H??Yd??O??ž ÈU??¼—«œd??Ð Ëœ d?¼ 

θt¹Ë«“ ÏÆUN�¬ sOÐ 

 dÖ«π ËÅÅ  θ ≠ 0 ÈU¼—«œdÐ ÁU~�¬ ¨a¨ b  Ëa − b bM¼œÅv  qOJAð v¦K¦  ® qJý tÐ∏Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý∏

 qJý YK¦  —œ∏tOC, “« ÁœUH²Ý« UÐ ¨Ïr¹—«œ UNÝuMO�5 

Æ
  
a − b2 = a 2 + b2 −2a b cos θ

  ôUŠ —œ  θ = 0 U¹ θ = π ÈU¼—«œdÐ “« ̈a ̈b Ë a − bs¹« —œ sJO;Ë ̈ b¹¬ÅvL� œułËÅtÐ v¦K¦  

«œb−  ôUÐ ÈËU�ð eO� X;UŠ ËœÎ —uY d¼ —œ «c; Æ©ø«dÇ® XÝ« —«d,dÐ 

,
  
a − b2 = a 2 + b2 −2a.b

fÄ

Æ

  

a.b =
1

2
( a 2 + b2 − a − b2 )

 t5 s¹« tÐ tłuð UÐ ÊuM5«a − b = (a
1

− b
1
,a

2
− b

2
,a

3
− b

3
)r¹—Ë¬Åv  XÝœÅtÐ 

  

a.b =
1

2
( a1

2 + a2

2 + a
3

2 + b1

2 + b2

2 + b
3

2 − (a1 − b1)2 − (a2 − b2)2 − (a
3

− b
3

)2 )

                                                          

  

=
1

2
(2a1b1 + 2a2b2 + 2a

3
b

3
)

                                                                Æ  = a1b1 + a2b2 + a
3
b

3

O
y

x

z

a

(a1, a2, a3 )

b
(b1, b2, b3)

a − b

θ



ÅÅÅÅÅÅ≤±

 ‰U¦�≤Æ —«œdÐ rzU, d¹uBð rO¼«ušÅv    a = (1,2,−2)ÈË— «—  —«œdÐ œ«b² «   b = (1,2,2)«bOÄ 

 t?5 rOM5Åv  tłuð ÆrOM5  a.b = (1)(1) + (2)(2) + (−2)(2) =1 Êu?Ç Æ
  
b2 =1

2 + 2
2 + 2

2 = 9«c; 

Å® ‰u d4  ′1©t5 b¼œÅv  t−O²� 

                                       dHYdOž —«œdÐ rzU, d¹uBð a
Æ

  

=
a.b

b2
b =

1

9
(1,2,2) = (

1

9
,
2

9
,
2

9
)                               ′a =

                                        
dHYdOž —«œdÐ œ«b² « ÈË— b

 ‰U¦�≥ÆtM¹d, ̈ q³, ‰U¦  —œ Ábý v4dF  ÈU¼—«œdÐ È«dÐ Ï —«œdÐ a —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� bpL5ÅtÐ 

® ‰u d4≤b¹¬Åv  XÝœÅtÐ d¹“  —uYÅtÐ ©

                                                               tM¹d,ÏdHYdOž —«œdÐ  a
Æ

  

=
2a.b

b2
b − a =

2

9
(1,2,2) − (1,2,−2) = (

−7

9
,
−14

9
,
22

9
)                             ′′a =

                                                                 
dHYdOž —«œdÐ œ«b² « tÐ X³�� b

 ‰U¦�¥Æ  ÈU¼—«œdÐ  rO¼œÅv  ÊUA�   a = (−4,5,7) Ë   b = (1,−2,2) dÐUMÐ  Æb�œuLŽ r¼ dÐ tOC,Ï

ÅÅ≤r¹—«œ 

,
  a.b = (−4)(1) + (5)(−2) + (7)(2) =0

 vÖó¹Ë dÐUMÐ «c; Ë¥ ¨vKš«œ »d{ a dÐ bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U?¦�µÆt?¹Ë«“ rO¼«ušÅv  Ï —«œd?Ð Ëœ sOÐ   a = (2,−1,2) Ë   b = (1,−1,0) Ær?OM5 «bOÄ «— d?ÐUMÐ

tOC,ÏÅÅ ≤r¹—«œ 

Æ  a.b = (2)(1) + (−1)(−1) + (2)(0) = 3

 r¹dOÖ ‰UŠθt¹Ë«“ Ï sOÐ a Ë b fÄ ¨býUÐ a.b = a b cos θU¹ Ë 

Æ3 = (2)2 + (−1)2 + (2)2 (1)2 + (−1)2 + (0)2 cos θ

 t−O²� —œ  3 = 3 2 cos θ fÄ ¨

  

cos θ =
2

2
 «c; Ë 

  

θ =
π
4

Æ

 v???Öó???¹ËµÆv???K???š«œ »d??{  —«œd???Ð t???Ý d???¼ È«d??Ð a ¨b Ë c ¨a.(b + c) = a.b + a.cË 

(a + b).c = a.c + b.cÆ

 v?Öó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ rO¼œ —«d, XÝ« v4U5 
  
a = (a1,a2,a

3
) ¨

  
b = (b1, b2, b

3
)Ë 



ÅÅÅÅÅÅÅ≤≤

  
c = (c1, c2, c

3
)  —uY s¹« —œ Æ

  
b + c = (b1 + c1, b2 + c2, b

3
+ c

3
)tOC, dÐUMÐ «c; Ë Ï ≤XÝœÅtÐ 

r¹—Ë¬Åv 

                    a.(b + c) = a1(b1 + c1) + a2(b2 + c2) + a
3
(b

3
+ c

3
)

= (a1b1 + a2b2 + a
3
b

3
) + (a1c1 + a2c2 + a

3
c

3
)

Æ                                                = a.b + a.c

ÆœuýÅv  U¼— s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ

tOC, pL5 tÐÏ ≤UÐ dHYdOž —«œdÐ p¹ t5 v¹U¹«Ë“ rO�«uðÅv  «bOÄ œ“UÝÅv   UB²B  ÈU¼—u×  

 —«œdÐ r¹dOÖ ÆrOM5
  
a = (a1,a2,a

3
) —u×  UÐ x —u×  ¨U¼y —u×  Ë U¼z ÈU¹«Ë“ VOðdð tÐ U¼α ¨βË 

γ œ“U�Ð ® qJý tÐπÆ©bOM5 ÁU~� 

 qJýπ

 Êu?Ç  i = (1,0,0) ¨
  
j = (0,1,0) Ë   k = (0,0,1) «c??; ¨t??O?C?,Ï ≤−??O?²?� Åt??5 b?¼œÅv?  t?

  
a. i = a1¨

  
a. j = a2 Ë 

  
a.k = a

3
t−O²� —œ Æ

    a
1

= a. i = a i cos α = a cos α ,

ÅÅ    
  
a

2
= a. j = a j cos β = a cos β ,

  
  
a

3
= a.k = a k cos γ = a cos γ .

 fÄα ¨β Ë γ“« b�«Åt³ÝU×  qÐU, d¹“ ÈU¼Å‰u d4 

Å®≥©Æ                   

  

cos γ =
a

3

a
, 

  

cos β =
a2

a
, 

  

cos α =
a1

a

O
y

x

z

i j

k

α

β
γ

a

(a1, a2, a3 )



ÅÅÅÅÅÅ≤≥

α ¨β Ë γ «— ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ —«œdÐ at5 rOM5Åv  tłuð ÆbM U�Åv  

,
  

cos2 α + cos2 β + cos2 γ =
a1

2

a 2
+

a2

2

a 2
+

a
3

2

a 2
=

a1

2 + a2

2 + a
3

2

a 2
=

a 2

a 2
=1

 —«œdÐ ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ ”uMO�5 È«dÐ «c; Ëa¨«d,dÐ d¹“ ÈËU�ð ÆXÝ« —

Å®¥©Æ
  
cos2 α + cos2 β + cos2 γ = 1

 ‰U¦�∂Æ —«œdÐ ÈœU¼ ÈU¹«Ë“ ”uMO�5 rO¼«ušÅv    a = (12,−15,−16)tłuð ÆrOM5 «bOÄ «— 

 t?5 r?O?M5Åv 
  
a = (12)2 + (−15)2 + (−16)2 = 25 —œ Áb?ý d?¼U?þ ÈU?¼ÅÈËU?�?ð d?ÐUMÐ «c; Ë ®Å≥©

  

cos α =
12

25
 ¨

  

cos β =
−15

25
 Ë 

  

cos γ =
−16

25
Æ

 ‰U?¦?�∑Æ® ÈËU?�?ð p?L?5 t?Ð ‰U?¦  s¹« —œ ¥U?Ð t?5 œ—«b?� œu?łË È—«œd?Ð t?5 r?O?¼œÅv  ÊUA� ©

 ÈU?¹«Ë“  UB²B  ÈU¼—u× 

  

α = π
4

 ¨

  

β = 3 π
4

 Ë 

  

γ = π
3

œu?łu  È—«œdÐ sOMÇ dÖ« «d¹“ Æœ“U�Ð 

 Ê¬ ÈœU??¼ ÈU??¹«Ë“ b??ýU??Ðα ¨β Ë γv???M??F??¹ ¨Ê¬ ÈœU??¼ ÈU??¹«Ë“ ”u??M??O??�??5 «c??; Ë œu??Ð b??¼«u??š 

  

cos α = cos
π
4

=
2

2
 ̈

  

cos β = cos
3 π
4

=
− 2

2
 Ë cos γ = cos

π
3

= 1

2
U Ëe; ̈ÎÈËU�ð —œ b¹UÐ 

®¥ ∫bMM5 ‚bY ©

  
( 2

2
) 2 + ( − 2

2
) 2 + ( 1

2
) 2 =1Æ fÄ 

  

5

4
=1 ÆXÝ« i,UMð s¹« Ë

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa Ë bt¹Ë«“ ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 Ï sOÐ a Ë bÆbOM5 «bOÄ «— 

 ©n;«       a = (1,1,0) ¨
  
b = (0,−1,−1)¨

 ©»  a = (−4,2,−5) ¨   

  

b = (
1

2
,6,2)¨

 ©Ã       
  
a = (1,0,0) ¨  

  
b = ( 3 ,1,0)¨

 ©œ        
  
a = (0,0,1) ¨  

  
b = (0, 3 ,1)Æ



ÅÅÅÅÅÅÅ≤¥

≤ ÈU¼—«œdÐ bO¼œ ÊUA� Æa ¨b Ë cÆb�œuLŽ r¼dÐ ËœÅtÐËœ b�«ÅÁbý n¹dFð d¹“ —œ t5 

Æ
  
c = (20,−29,11), 

  
b = (3,7,13), 

  
a = (2,1,−1)

≥ ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æ a Ëbð ¨X?Ý« Áb ¬ d¹“ —œ t5 , d¹uB rzUa œ«b² « ÈË— «— bË 

M¹d,tÏ a œ«b² « tÐ X³�� «— bÆbOM5 «bOÄ 

 ©n;«
  
a = (2,−1,2)ÅÅ        ¨

  
b = (1,0,0)¨

ÅÅ       ©»
  
a = (1,0,0) ¨

  
b = (−2, 3,− 4)¨

 ©ÃÅÅ       
  
a = (1,1,0)    ¨

  
b = (−1,2,4)¨

 ©œÅÅÅ     
  
a = (2, 3,1) ¨      

  
b = (3,2,1)Æ

¥ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c ÈU?¼Å‰u?Þ tÐ VOðdð tÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ ± ¨Å≤ Ë ≥t?5 XOYUš s¹« UÐ 

a + b + c = o —«bI  Æa.b + b.c + c.aÆbOM5 t³ÝU×  «— 

µ b?OM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c d?Ö« Æb?M?ýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a.b = a.ct?5 b?O¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

∂ —«œdÐ rzU, d¹uBð Æ  a = (4,−3,2) UB²B   ÈU¼—u×  X³¦  XL�, UÐ t5 È—«œdÐ œ«b² «dÐ «— 

ÁœUŠ ÈU¹«Ë“ÏÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ œ“UÝÅv  ÈËU�  

∑ bOM5 ÷d4 Æ  a = (3,−6,−1) ¨  b = (1,4, −5) Ë   c = (3,−4,12) d¹uBð ÆU, rza + b«— 

 œ«b² «ÅdÐcÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

∏ bOM5 ÷d4 Æ  a = (1,−3,4) ¨  b = (3,−4,2) Ë   c = (−1,1,4) rzU, d¹uBð Æaœ«b² « dÐ «— 

b + cÆb¹—Ë¬ XÝœÅtÐ 

π bOM5 ÷d4 ©n;« Æa Ë b ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a.b ≤ a b bOM5 XÐUŁ «— ®s¹«

¨©XÝ« ·ËdF  fð—«uý ‡‡ vA5 ÈËU� U� tÐ ÈËU� U�

 v??I??O??I??Š œ«b??Ž« È«d??Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł n?;« p?L?5 t?Ð ©»
  
a1 ¨

  
a2 ¨

  
a

3
 ¨

  
b1 ¨

  
b2 Ë 

  
b

3
r??¹—«œ 

  
a1b1 + a2b2 + a

3
b

3
≤ ( a1

2 + a2

2 + a
3

2 )
1

2 ( b1

2 + b2

2 + b
3

2 )
1

2
¨

v?????I?????O?????I?????Š œ«b?????Ž« È«d?????Ð b?????O?????M?????5 X?????ÐU?????Ł » p????L????5 t????Ð ©Ã 
  
a1 ¨

  
a2 Ë 

  
a

3
r?????¹—«œ 

  
( a1 + a2 + a

3

3
) 2 ≤ a1

2 + a2

2 + a
3

2

3
Æ

±∞ bOM5 ÷d4 Æa Ë b b?OM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a dÐ bdÖ« jI4 Ë dÖ« XÝ« œuLŽ 

  
a + b2 = a 2 + b2

 ®tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  



ÅÅÅÅÅÅ≤µ

±± bOM5 ÷d4 Æa Ë b ∫bOM5 XÐUŁ «— YK¦  ÈËU� U� ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ a + b ≤ a + b

tOC, Â«b5 “« b¹bł vðU³Ł« ¨s¹dLð s¹«  U³Ł« UÐ®ÏÆ©øb¹«ÅÁœd5 tz«—« tÝbM¼ ·ËdF  

±≤ bOM5 ÷d4 ÆaË b bOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 
  
a + b2 + a − b2 = 2a 2 + 2b2

tDÐ«— vÝbM¼ dO³Fð®ÏÆ©øX�OÇ ôUÐ 

±≥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b Ë bMýUÐ —«œdÐ Ëœ a + b Ë a − bv4U5 Ë Â“ô vÞdý ÆbMýUÐ dHYdOž 

 Êœu?Ð œuLŽ È«dÐa + b dÐ a − b b?O?M5 «bOÄ «— ®X?ÝœÅt?Ð s?¹d?Lð s¹« qŠ “« «— vÝbM¼ VKD  Â«b5

Æ©øb¹«ÅÁœ—Ë¬

±ÆÅ≥vł—Uš »d{ÅÅ 

—«œdÐ Ëœ tÐ rO¼«ušÅv  ̈ r¹œd5 t²�Ð«Ë œbŽ p¹ —«œdÐ Ëœ tÐ t5 q³, gBÐ ·öšdÐ ̈ gBÐ s¹« —œ

ÆbM U�Åv  —u5c  —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{ «— —«œdÐ s¹« ÆrOM5 t²�Ð«Ë —«œdÐ p¹

Æn¹dFð rOM5 ÷d4 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
) ÆbMýU‡Ð —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{

a —œ b œUL� UÐ t5 «— a × brOM5Åv  n¹dFð d¹“  —uYÅtÐ rO¼œÅv  g¹UL� 

Æ
  
a × b = (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

 ‰U¦�±Æ rOM5 ÷d4 
  
a = (2,−1, 3) Ë 

  
b = (−1,−2,4)Æ —uY s¹« —œ 

a × b = (2,−1, 3) × (−1,−2,4)

  
(2)(−2) − (−1)(−1) )

  
= ( (−1)(4) − (3)(−2)  ,  (3)(−1) − (2)(4)  ,ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

,
  
= (2,−11,−5)

b × a = (−1,−2,4) × (2,−1, 3)

  
(−1)(−1) − (−2)(2) )

  
= ( (−2)(3) − (4)(−1)  ,  (4)(2) − (−1)(3)  ,

Æ
  
= (−2,11,5)

 —«œdÐ Ëœ È«dÐ t5 rOM5Åv  tłuða Ë b r¹—«œ b�«ÅÁbý v4dF  ‰U¦  s¹« —œ t5 a × b = −(b × a)Æ

 —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ «— VKD  s¹« Ê«uðÅv  Ë býUÐÅvL� v4œUBð Ÿu{u  s¹«a Ë bœd5 XÐUŁ vK5 X;UŠ —œ 

 vÖó¹Ë tÐ®±Æ©bOM5 ÁU~� vł—Uš »d{



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∂

 ‰U¦�≤Æ ÈU¼—«œdÐ i ¨j Ë kôUÐ n¹dFð dÐUMÐ Ær¹dOÖÅv  dE� —œ «— 

Æi × j = (1,0,0) × (0,1,0) = ((0)(0) − (0)(1)  ,  (0)(0) − (1)(0)  ,  (1)(1) − (0)(0)) = (0,0,1) = k

 bOM5 vÝ—dÐ bO�«uðÅv  s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ VOðdð sOL¼ tÐj × k = i Ë k × i = jÆ

vł—Uš »d{ ÈU¼ÅvÖó¹Ë

Æœd5 rO¼«uš ÊUOÐ «— vł—Uš »d{ rN  ÈU¼ÅvÖó¹Ë “« vCFÐ d¹“ —œ

 vÖó¹Ë±Ævł—Uš »d{  —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a × b = −(b × a)Æ

 v?Öó?¹Ë v?²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐ± r?O?¼œÅv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t?łuð Æ

t5 rOM5Åv ÅÅÅ                             

ÅÅÅ 
  
a × b = (a1,a2,a

3
) × (b1, b2, b

3
)

                       ,
  
= (a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

Ë

  b × a = (b1, b2, b
3

) × (a1,a2,a
3

)

Æ                       = (b2a
3

− b
3
a2  ,  b

3
a1 − b1a3

 ,  b1a2 − b2a1)

 t5 œuýÅv  tEŠö  v²Š«— tÐ «c;a × b = −(b × a)Æ

 vÖó¹Ë≤Ævł—Uš »d{  —«œdÐ d¼ È«dÐ a ¨a × a = oÆ

 v?Öó?¹Ë v?²?Ý—œ v?Ý—dÐ È«dÐ≤ v?Öó?¹Ë d?ÐU?M?Ð t?5 r?O?M5Åv  tłuð ± ¨a × a = −(a × a)«c; Ë 

  2(a × a) = o¨ U¹ a × a = oÆ

 v????Öó????¹Ë≥Æv????ł—U????š »d???{  —«œd????Ð Ëœ d????¼ È«d????Ð a Ë b v????I????O????I????Š œb????Ž d???¼ Ë r¨

ra × b = r(a × b) = a × rbÆ

 vÖó¹Ë —œ≥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 ¨Ë
Ò

s¹dLð Ê«uMŽÅtÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ ÆrOM5Åv  vÝ—dÐ «— ‰

 rO¼œÅv  —«d, —uEM  s¹« È«dÐ ÆœuýÅv  U¼—
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²� —œ Æ



ÅÅÅÅÅÅ≤∑

                                           
  
ra × b = (ra1 , ra2 , ra

3
) × (b1, b2, b

3
)

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ              
  
= (ra2b

3
− ra

3
b2  ,  ra

3
b1 − ra1b3

 ,  ra1b2 − ra2b1)

         
  
= r(a2b

3
− a

3
b2  ,  a

3
b1 − a1b3

 ,  a1b2 − a2b1)

Æ ÅÅÅ                                                           = r(a × b)

 v?Öó?¹Ë¥Æv?ł—U?š »d?{  —«œd?Ð t?Ý d?¼ È«d?Ð a ¨b Ë c ¨a × (b + c) = a × b + a × cË 

(a + b) × c = (a × c) + (b × c)Æ

 vÖó¹Ë —œ¥« ÈËU�ð v²Ý—œ jI4 Ë
Ò

 —uY tÐ ÂËœ ÈËU�ð v²Ý—œ vÝ—dÐ ÆrOM5Åv  XÐUŁ «— ‰

Ð Æœu??ýÅv??  U??¼— s?¹d?L?ð—«d??, —u??E??M??  s?¹« È«d? r??O?¼œÅv?  
  
a = (a1,a2,a

3
) ¨

  
b = (b1, b2, b

3
)Ë 

  
c = (c1, c2, c

3
)«c; Æ

     a × (b + c) = (a1,a2,a
3

) × (b1 + c1, b2 + c2, b
3

+ c
3

)

  
= ( a2(b

3
+ c

3
) − a

3
(b2 + c2)  ,  a

3
(b1 + c1) − a1(b

3
+ c

3
)  ,

  
a2(b1 + c1) )  

a1(b2 + c2) −ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ 

  
= ( (a2b

3
− a

3
b2) + (a2c

3
− a

3
c2)  ,  (a

3
b1 − a1b3

) +

  
(a1c2 − a2c1) )(a

3
c1 − a1c3

)  ,  (a1b2 − a2b1) +ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

 = (a
2
b

3
− a

3
b

2
 ,  a

3
b

1
− a

1
b

3
 ,  a

1
b

2
− a

2
b

1
) +

  
a1c2 − a2c1) (a

2
c

3
− a

3
c

2
 ,  a

3
c
1

− a
1
c

3
 ,Å   Å

Æ= a × b + a × c

 ‰U¦�≥Æ ‰U¦  pL5 tÐ ≤rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  ôUÐ ÈU¼ÅvÖó¹Ë Ë 

,i × (i × k) = i × − (k × i)[ ] = i × (− j) = −(i × j) = −k

Ë

Æ(i × i) × k = o × k = o

 t?−?O²� —œi × (i × k) ≠ (i × i) × kX?O?YU?š v?ł—U?š »d?{ t?5 b?¼œÅv?  ÊUA� ‰U¦  s¹« Ë 

—«œdÐ tÝ È«dÐ vK5 X;UŠ —œ t5 s¹« vMF¹ Æœ—«b� Èd¹cá²5dýa ¨b Ë c ¨a × (b × c) ≠ (a × b) × c

 s²ýu� «c; Ëa × b × cÆXÝ« vMF ÅvÐ ¨e²�«dÄ Ã—œ ÊËbÐ ¨



ÅÅÅÅÅÅÅ≤∏

tOCAÏ ±Æ rOM5 ÷d4 a Ë b —uY s¹« —œ ÆbMýUÐ Á«uB;œ —«œdÐ Ëœ 

Æ  a.(a × b) =0 ,  b.(a × b) =0

Æ U³Ł« rO¼œÅv  —«d, 
  
a = (a1,a2,a

3
)Ë  

  
b = (b1, b2, b

3
)t−O²�—œ ¨

,a.(a × b) = a1(a2b
3

− a
3
b2) + a2(a

3
b1 − a1b3

) + a
3
(a1b2 − a2b1) =0

Ë

Æ b.(a × b) = b
1
(a

2
b

3
− a

3
b

2
) + b

2
(a

3
b

1
− a

1
b

3
) + b

3
(a

1
b

2
− a

2
b

1
) =0

Æt−O²< dÖ« a Ë b t5 È—uÞ bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ a × b ÁU~�¬ ̈ œœdÖ dHYdOž eO� a × br¼ 

 dÐa dÐ r¼ Ë bÆXÝ« œuLŽ 

 ‰U¦�¥Æ —«œd?Ð Ëœ d¼ dÐ t5 rOM5 «bOÄ È—«œdÐ rO¼«ušÅv  
  
a = (4,−1, 3) Ë 

  
b = (2, 3,−1)

t−O²� dÐUMÐ ÆbýUÐ œuLŽÏ UÐ XÝ« dÐ«dÐ »uKD  —«œdÐ ¨ôUÐ a × b = (−8 ,10,14)Æ

tOCAÏ ≤Æ dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë bt¹Ë«“ t5 Ï UN�¬ sOÐ θr¹—«œ XÝ« 

Æa × b = a b sin θ

Æ U³Ł« ÷d4 UÐË n¹dFð pL5 tÐ 
  
a = (a1,a2,a

3
) Ë 

  
b = (b1, b2, b

3
)rO�¹uMÐ rO�«uðÅv  

                  
  
a × b2 = (a2b

3
− a

3
b2)2 + (a

3
b1 − a1b3

)2 + (a1b2 − a2b1)2

  
= a2

2b
3

2 −2a2a
3
b2b

3
+ a

3

2 b2

2 + a
3

2 b1

2 −2a1a3
b1b3

+ a1

2b
3

2

  
+ a1

2b2

2 −2a1a2b1b2 + a2

2b1

2

 
  
= (a1

2 + a2

2 + a
3

2 )(b1

2 + b2

2 + b
3

2 ) − (a1b1 + a2b2 + a
3
b

3
)2

                                                        
  
= a 2 b2 − (a.b)2

                                               
  
= a 2 b2 − a 2 b2 cos2 θ

  
= a 2 b2(1− cos2 θ )                       

  
= a 2 b2 sin2 θ                            

  
= ( a b sin θ ) 2 .                        



ÅÅÅÅÅÅ≤π

 t?−?O²� —œ
  
a × b2 = ( a b sin θ ) 2 Êu?Ç Æ  0 ≤ θ ≤ π «c; ¨  sin θ ≥ 0t?−?O²� —œ Æa × bË 

a b sin θ «c; Ë bMýUÐÅv  vHM U� a × b = a b sin θ Æ

 vÖó¹ËµÆvł—Uš »d{  dHYdOž —«œdÐ Ëœ d¼ È«dÐ a Ë b ¨a UÐ bjI4 Ë dÖ« XÝ« È“«u  

 dÖ«a × b = oÆ

 vÖó¹Ë v²Ý—œ vÝ—dÐ È«dÐµ r¹dOÖ ¨θt¹Ë«“ Ï —«œdÐ Ëœ sOÐ a Ë b —uY s¹« —œ ÆbýUÐ 

                                 a × b = o ⇔ a × b =0

              
  
⇔ a b sin θ = 0

 ÈU¼—«œdÐ ÊœuÐ dHYdOž tÐ tłuð UÐ          a Ëb            ⇔ sin θ = 0

            θ = π U¹   ⇔ θ = 0

a. Ë b bMýUÐ È“«u  r¼ UÐ ⇔

Æd&cðt?OC, Ï ≤t−O²� ËÅÏ “« v?ÝbM¼ dO³Fð p¹ ¨Ê¬Å“« q³,

 dÖ« l,«Ë —œ Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ —«œdÐ Ëœ vł—Uš »d{a Ë bËœ 

 b?MýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëa × bd?E� “« ÁU~�¬ ¨býUÐ dHYdOž eO� 

 ̈ vÝbM¼a × bt×HY dÐ œuLŽ È—«œdÐ Ï “« «—cÖ a Ë bbýUÐÅv  

 Ê¬ ‰u?Þ t?5a b sin θ Ê¬ —œ t??5 X?Ý« θt?¹Ë«“ Ï s?O?Ð a Ë b

XNł t5 œd5 XÐUŁ Ê«uðÅv  ÆXÝ«a × bv²,Ë XÝ« XÝ«— XÝœ X�ý XA~�« XNł XLÝ tÐ  eO� 

 ·dÞ “« ÊU²A~�« t5a tÐ btÐ®ÅÅÅÅÅXÝ« Ã—Uš »U²5 s¹« vÝ—œ t U�dÐ “« Ÿu{u  s¹« qO;œ vÝ—dÐ ÆbMýUÐ  

 qJý±Æ©bOM5 ÁU~� 

 —«œd?Ð Ëœ jÝuð t5 vŽö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  t5 rO¼œÅv  ÊUA� gBÐ s¹« ÈUN²�« —œa Ë b

 —«œd?Ð t?Ý j?Ýuð t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š Ë œuýÅv  t²šUÝa ¨b Ë cÊ«u?ðÅv  «— b¹¬Åv  œułËÅÅtÐ 

s?¹« Æœd5 ÊUOÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  Ê¬ ÁbMM5bO;uð ÈU¼—«œdÐ vł—Uš »d{ V�ŠdÐ

Æb¼œÅv  XÝœÅtÐ vł—Uš »d{ “« «— Èd~¹œ vÝbM¼ dO³Fð Ÿu{u 

 qJý±

b

a

a × b



ÅÅÅÅÅÅÅ≥∞

                     

 Á“«b�«ÏŸö{ô«ÅÈ“«u²  ŸUHð—« 

 t5 XÝ« ̀ {«Ësin θ =                                   
b

 «c; Ë = b sin θÅÁ“«b�«ÏÆŸö{ô«ÅÈ“«u²  ŸUHð—« 

UÐ XÝ« dÐ«dÐ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  t−O²� —œ

Æ= a b sin θ = a × b Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×Á“«b�« ÏÁbŽU, 

 dÖ« t5 rOM5Åv  tłuð  θ = 0 U¹ θ = π —«œdÐ Ëœ “« vJ¹ t5 s¹« U¹ Ë a Ë bdHY dÐ«dÐ Ëœ d¼ U¹ Ë 

 q?J?ý Ÿö?{ô«ÅÈ“«u?²?  ÁU~�¬ ¨býUÐ≤X?ŠU?�?  «c?; Ë œœd?ÖÅv?  q?¹b?³?ð t?DI� p¹ U¹ Ë jš p¹ tÐ 

 X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠ s¹« —œ Ÿö{ô«ÅÈ“«u² a × bœuÐ b¼«uš dHY eO� 

 U?Ð X?Ý« d?Ð«dÐ Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  eO�  ôUŠ s¹« —œ t−O²� —œ Ëa × b —u?Y d¼ —œ fÄ Æ

r¹—«œ

Å®±      ©Æ= a × b —«œdÐ Ëœ jÝuð Ábý bO;uð Ÿö{ô«ÅÈ“«u²  XŠU�  a Ë b

Æt−O²< —«œdÐ Ëœ UÐ t5 v¦K¦  XŠU�  a Ë b UÐ XÝ« dÐ«dÐ œuýÅv  bO;uð 

  

1

2
a × bÆ

 ‰U?¦?�µÆ Y?K?¦?  X?ŠU?�?  r?O?¼«u?šÅv?  ABC ”Ëƒ— t?Ð 
  
A = (1,2,0) ¨

  
B = (3,0, −3)Ë 

  
C = (5,2,6)ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 v¦K¦  XŠU�  UÐ YK¦  s¹« XŠU�  t5 XÝ« ̀ {«Ë ÆrOM5 «bOÄ «— 

  
a = AB

→
= OB

→
− OA

→
= (2,−2,−3) Ë 

  
b = AC

→
= OC

→
− OA

→
= (4,0,6)d?Ð«d?Ð œu?ýÅv?  b?O?;uð 

t?−?O?²?� dÐUMÐ «c; Ë XÝ«Ï ¨ôU?Ð 

  

=
1

2
a × b Y?K?¦?  XŠU�  ABC « ÆÒ¨v?ł—U?š »d?{ n?¹d?Fð dÐUMÐ U

 qJý≤

θ

a

b

Ÿö{ô«ÅÈ“«u²� XŠU��

 r¹dOÖa Ë bt¹Ë«“ t5 bMýUÐ dHYdOž —«œdÐ Ëœ Ï UN�¬ sOÐ θ rOM5Åv  ÷d4 Ë XÝ« π Ë   θ ≠ 0Æ

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv  dE� —œ «— œuýÅv  UMÐ —«œdÐ Ëœ s¹« ÈË— t5 vŽö{ô«ÅÈ“«u² ≤Æ©bOM5 ÁU~� 



ÅÅÅÅÅÅ≥±

a × b = (−12,−24,8) YK¦  XŠU�  «c; Ë ABCUÐ XÝ« dÐ«dÐ 

Æ

  

1

2
a × b = 1

2
(−12)2 + (−24)2 + (8)2 = 1

2
784 = 28

2
=14

ÕuD��« È“«u²� r−Š

 r¹dOÖa ¨b Ë cs¹« ÈË— t5 vŠuD�;« È“«u²  ÆbMýU³� l,«Ë t×HY p¹ —œ t5 bMýUÐ —«œdÐ tÝ 

 qJý tÐ® r¹dOÖÅv  dE� —œ «— œuýÅv  UMÐ —«œdÐ tÝ≥Æ©bOM5 ÁU~� 

 qJý≥

 —«œd?Ð r?zU?, d?¹u?B?ð U?Ð X?Ý« d?Ð«d?Ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²?  s?¹«ÅŸUHð—« t5 XÝ« `{«Ëa—«œdÐ ÈË— 

b × c¨ v???????M??????F??????¹

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c)Á“«b???????�« «c??????; Æ ÏU???????Ð X???????Ý« d??????Ð«d??????Ð ŸU??????H??????ð—« s??????¹« 

  

a.(b × c)

b × c2
(b × c) = a.(b × c)

b × c2
b × c = a.(b × c)

b × c
 d????ÐU????M????Ð t????−????O????²????�—œ Æ®Å±r?????−????Š ©

UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u² 

Æ= b × c
a.(b × c)

b × c
= a.(b × c) Á“«b�«Ï ŸUHð—« ×ÁbŽU, XŠU�  

 t??5 v??YU?š X?;U?Š —œa ¨b Ë cp??¹ t??Ð Õu??D??�??;«ÅÈ“«u?²?  ¨b?�d?O?~?Ð —«d?, t?×?H?Y p?¹ —œ 

s¹«—œ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š «c; Ë ©ø«dÇ® œuýÅv  q¹b³ð tDI� p¹ U¹ Ë jš p¹ U¹ Ÿö{ô«ÅÈ“«u² 

 ’Uš X;UŠ s¹« —œ v4dÞ “« ÆXÝ« dHY dÐ«dÐ X;UŠa.(b × c) œu?Ð b¼«uš dHY eO� ®—œ Ë ©ø«dÇ

 UÐ XÝ« dÐ«dÐ ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š eO� ’Uš X;UŠ s¹« —œ t−O²�a.(b × c)—œ t5 rOM5Åv  tłuð Æ

b × c

a

c

b



ÅÅÅÅÅÅÅ≥≤

t³ÝU× Ï«c; ¨r¹dO~Ð dE�—œ ÁbŽU, Ê«uMŽÅtÐ «— ÁułË “« p¹ d¼ rO²��«uðÅv  ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

   Å®≤ ©Æ = a.(b × c) = b.(c × a) = c.(a × b)  t5 vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š—«œdÐ tÝ ÈË— a ̈bË  cœuýÅv  UMÐ 

 ‰U¦�∂Æ ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— vŠuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š rO¼«ušÅv  
  
a = (1,1,0) ̈

  
b = (0,1,1)

 Ë
  
c = (1,0,1) ÊuÇ ÆrOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

  
b × c = (1,1, −1) dÐUMÐ «c; ¨®Å≤©

Æ
  
= a.(b × c) = (1,1,0).(1,1,−1) = 1 + 1 + 0 = 2ÕuD�;«ÅÈ“«u²  r−Š 

 ‰U??¦??�∑Æ ÈU???¼—«œd??Ð t??5 r??O??M??5 v??Ý—d??Ð r??O??¼«u??šÅv??    a = (2, 3,−1) ¨
  
b = (1,−1, 3)Ë 

  c = (1,9,−11) XÝ« v4U5 —uEM  s¹« È«dÐ Æt�U¹ b�«Åt×HY r¼ a.(b × c) rOM5 t³ÝU×  «— ®Æ©ø«dÇ

 Êu???Ç  b × c = (−16,14,10) f???Ä   =0  −32 + 42 −10=a.(b × c)r????−???Š t???5 s???¹« v???M???F???¹ Æ

 ÈU?¼—«œd?Ð j?Ýu?ð Áb?ý b?O?;u?ð Õu?D?�?;«ÅÈ“«u?²? a ¨b Ë cb?¼œÅv?  ÊU?A?� s?¹« t?5 X?Ý« d?H?Y d?Ð«d?Ð 

 «c?; Ë X?Ý« j?š U?¹ Ÿö?{ô«ÅÈ“«u?²?  p?¹ Uł s¹« —œ Ábý bO;uð ÕuD�;«ÅÈ“«u² a ¨b Ë cp¹ —œ 

Æb�dOÖÅv  —«d, t×HY

                   s¹dLð

± ÈU¼—«œdÐ “« p¹ d¼ È«dÐ Æa ¨b Ë c ¨XÝ« Áb ¬ d¹“ —œ t5 b × c Ë a.(b × c)t³ÝU×  «— 

 ÆbOM5b × c Ë a.(b × c)øbM²�¼ tÇ d~�U¹UL� 

 ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ©n;«
  
a = (1,1,0) ¨   

  
b = (0,1,1) ÅÅÅÅÅÅÅÅË 

  
c = (−1,−3,4)¨

   ©»  a = (−3,1,1) ¨
  
b = (1,0,−1) Ë      

  
c = (1,1,−1)Æ

≤ —«œdÐ Ëœ dÐ œuLŽ È—«œdÐ Æ
  
a = (1,−3,2) Ë 

  
b = (−2,1,−5)ÆbOM5 «bOÄ 

≥ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë c dÖ« ÆbMýUÐ dHYdOž —«œdÐ tÝ a × b = a × ct5 bO¼œ ÊUA� v;U¦  UÐ ¨

 œ—«b� v Ëe;b = cÆ

¥ bOM5 ÷d4 Æa Ë b ‰u?Þ tÐ v¹U¼—«œdÐ µt¹Ë«“ d~¹bJ¹ UÐ t5 bM²�¼ Ï 

  

π
4

X?ŠU�  Æb�“UÝÅv  

 ÈU¼—«œdÐ jÝuð t5 «— v¦K¦   a −2b Ë   3a + 2bÆbOM5 «bOÄ œuýÅv  bO;uð 

µ ÈU¼—«œdÐ Æa Ë b t5 XOYUš s¹« UÐ b�«Å÷ËdH  
  
a = 3 ̈

  
b = 26 Ë 

  
a × b = 72—«bI  Æ



ÅÅÅÅÅÅ≥≥

a.bÆbOM5 t³ÝU×  «— 

∂ bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c Ë Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ i ̈j Ë kJ¹ ÈU¼—«œdÐ ÒÁœUÝ «— d¹“  «—U³Ž ÆbMýUÐ t

ÆbOM5

 ©n;«i × ( j + k) − j × (i + k) + k × (i + j + k)¨

 ©»(a + b + c) × c + (a + b + c) × b + (b − c) × a¨

 ©Ã  (2a + b) × (c − a) + (b + c) × (a + b)¨

 ©œ2i.( j × k) + 3 j.(i × k) + 4k.(i × j)Æ

∑ b?O?M?5 ÷d4 Æa ¨b Ë c t?5 X?O?YU?š s?¹« U?Ð b?M?ýU?Ð —«œdÐ tÝ a + b + c = ob?O?M?5 X?ÐUŁ Æ

a × b = b × c = c × aÆ

∏ bOM5 ÷d4 Æa ̈b ̈c Ë d t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ a × b = c × d Ë a × c = b × dÆ

 ÈU¼—«œdÐ dÖ« bOM5 XÐUŁa − d Ë b − cr¼ UÐ ÁU~�¬ ¨bMýUÐ dHY dOž ÆbM¹“«u  

π bOM5 ÷d4 Æa ̈b Ë c t5 XOYUš s¹« UÐ bMýUÐ v¹U¼—«œdÐ (a × b) + (b × c) + (c × a) = oÆ

 ÈU¼—«œdÐ bOM5 XÐUŁa¨ b Ë cÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 

±∞ bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) = (a.c)b − (a.b)c

±± bOM5 ÷d4 Æa ¨b Ë cbOM5 XÐUŁ ÆbMýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ 

Æa × (b × c) + b × (c × a) + c × (a × b) = o

±≤ b?O?M5 ÷d4 Æp ¨q  ¨r Ë s ÈU?¼—«œd?Ð b?O?M?5 X?ÐU?Ł Æb?M?ýUÐ Á«uB;œ v¹U¼—«œdÐ a = p × s¨

b = q × s Ë c = r × sÆb�dOÖÅv  —«d, t×HY p¹ —œ 


